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Le  lecteur  ne  doit  pas  être  étonné  du  grand  nombre  de  fautes  que  nous  indi- 
quons; dans  un  ouvrage  dont  l’impression  est  aussi  compliquée , il  est  juste 
d’excuser  ces  négligences.  Lelecteurest  prié  de  oorrigerces  fautes,  dont  plu- 
sieurs sont  assez  graves  pour  rendre  inintelligible  un  texte  souvent  dif- 
licilc  à comprendre , parce  que  le  plan  suivi  exigeait  qu’il  fût  très  concis. 
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Mettre  un  lecteur  altentif  et  intelligent  en  état  de 
lire  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  sciences  exactes , 
sans  loi  supposer  d’abord  aucune  instruction  prélimi- 
naire en  Mathématiques , tel  est  le  but  que  je  jne 
suis  proposé  dans  la  composition  de  ce  Traité.  Pour 
y parvenir,  j’ai  dû  exposer  toutes  les  doctrines  qui 
constituent4es  Matfaénaatique&pures,  depuis  les  parties 
les  plus  élémentaires,  l’Arithmétique  et  la  Géométrie, 
jusqu’au  Calcul  intégral  le  plus  composé,  sans  omettre 
aucune  des  théories  générales  qui  entrent  dans  l’en- 
semble  de  ce  plan. 

Une  aussi  gratide  multitude  d’objets  se  trouve  ren- 
fermée dans  deux  volumes,  et  l’on  se  tromperait,  si 
l’on  jugeait  que  j’aie  omis  des  doctrines  utiles,  ou 
même  des  détails  intéressans.  La  lecture  de  l’Ouvrage 
pourra  convaincre  qu’il  est  aussi  complet  qu’on  peut 
l’espérer,  et  qu’on  y trouve  même  plus  d’applications 
que  n’en  promet  le  cadre  étroit  où  je  me  suis  resserré. 
Mais  le  système  de  concisioh  que  j’ai  gdopté,  m’a 

a 

* » 
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permis  de  diminuer  l’espace  sans  rien  oublier  qui  soit 

véritablement  utile,  et,  je  l’espère,  sans  nuire  à la 

clarté. 

Dès  long-temps  je  me  suis  convjipcu  que  rien  n’est 
plus  contraire  au  but  que  doit  attémdre  celui  qui  écrit 
sur  les  sciences,  que  d’entrer,  sur  chaque  objet,  dans 
des  développemens  longs  et  fastidieux.  L’auteur,  en 
disant  tout  ce  qu’il  pense,  empêche  le  lecteur  de 
penser  lui- même  ; l’élève  devient  incapable  de  se 
passer  des  secours  de  son  maître;  il  prend  l’habitude 
d’une  pesanteur  et  d’une  prolixité  très  nuisibles  aux 
succès;  enfin,  l’embarras  des  détails  l’empêche  de 
suivre  le  fil  des  idées  essentielles,  et  il  saisit  mal  l’en- 
semble des  propositions  ; les  accessoires  tiennent  dans 
son  esprit  la  pla<^  des  choses  importantes.  C’est  eu 
professeur  à proportionner  l’étendue  des  développe- 
znens  à la  nature  d’esprit  de  chaque  étudiant.  « Pour 
bien  instruire,  il  ne  faut  pas  dire  tout  ce  qu’on  sait, 
mais  seulement  ce  qui  convient  à ceux  qu’on  ins- 
truit. » (La  Harpe,  Cours  de  littérature,  2'  part., 
liv.  II,  chap.  III,  2.) 

Le  public  paraît  avoir  adopté  ce  système  d’instruc- 
tion ; et  le  succès  qu’ont  obtenu  les  trois  premières 
éditions,  me  confirme  dans  l’opinion  que  j’avais  des 
avantages  de  la  concision.  U m’eût  été  sans  doute  bien 
plus  facile  de  multiplieu les  volumes,  et  les  personnes 
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exercées  à écrire  sur  les  mêmes  matières  pourront 
apprécier  les  soins  qu’il  m’a  fallu  prendre  pour  réduire 
ainsi  chaque  chose  aux  dimensions  nécessaires. 

Je  conviens  qu’il  y a peu  d’élèves  capables  de  com- 
'■  prendre  cet  ouvrage  sans  le  secours  d’un  maître;  mais 
dans  le  long  exercice  que  j’ai  fait  de  l’enseignement , 
j’ai  reconnu  que  tous  les  livres  de  mathématiques  sont 
dans  le  même  cas;  les  avantages  de  la  concision  du. 
style  pour  former  l’esprit  des  étudians  sont  incontes- 
tables, et  SI  des  difficultés  en  sont  inséparables,  c’est 
au  professeur  à les  lever. 

En  prenant  la  peine  de  comparer  cette  édition  aux 
précédentes,  on  reconnaîtra  que  je^  n’ai  épargne 
aucun  soin , ti^lîgé  aacun  comeil--  poMT  rendre  ce 
Traité  digne  de  l’approbation  des  savans  et  des  pro- 
‘ fesseurs. 

Les  travaux  récemment  publiés  par  Fourier, 
MM.  Caujchy,  Sturm,  et  les  ouvrages  de  MM.  Le- 
fébure  de  Fourcy,  Mayer  et  Choquet,  m’ont  conduit 
à étendre  beaucoup  la  partie  algébrique;  et  pour  la  • 
mettre  au  niveau  des  connaissances  actuelles,  j’ai  été;> 
obligé  de  refaire  presque  en  entier  le  second  volume. 
J’ose  espérer  que  l’on  trouvera  que  je  ne  suis  pas  resté 
au-dessous  de  la  tâche  qui  m’était  imposée. 
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|.  UES  NOMBRES  ENTIERS. 


Notions  préliminaires.  Système  de  Numération. 

I.  Concevons  une  réunion  de  choses  semblables  : pour  eu 
distinguer  la  grandeur,  et  la  faire  apprécier  par  le  discours  aux 
hommes  qui  n’en  ont  aucune  connaissance,  on  en  prend  une 
portion  définie  et  bien  connue,  mais  arbitraire;  cette  portion 
se  nomme  unité;  il  faut  ensuite  indiquer  combien  de  fois  cette 
unité  est  contenue  dans  l’assemblage  dont  il  s’agit,  c’est-à- 
dire  eombien  il  faudrait  ré<.  r de  ces  unités  pour  produire  un 
tout  égal  à cet  assemblage,  ^ette  quotité  est  ce  qu’on  nomme 
un  NOMBRE,  ou  Une  quantité.  Ainsi,  pour  avoir  la  connaissance 
précise  de  la  grandeur  d’une  chose,  autrement  que  par  la  per- 
ception des  sens , il  faut  d’abord  acquérir,'  par  les  sens,  celle 
d’une  portion  ou  unité , puis  celle  du  nombre  de  fois  que  la 
chose  contient  cette  unité.. 

T.  I.  I 
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Pour  dénouimer  les  differens  nombres , on  a inventé  les  mots 
suivans  : un  désigne  l’unité  ; deux  représente  la  réunion  d’une 
unité  avec  une  autre  unité  ; troû,  la  réunion  de  deux  unités 
avec  une  autre , ou  celle  d’une  unité , plus  uné , plus  encore 
une;  trois  plus  une  donne  quatre,  et  ainsi  de  suite;  l’aug- 
mentation successive  d’une  unité  chaque  fois  engendre  les 
nombres 

zéro,  un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf. 
qu’on  représente  par  les  chiffres  ou  caractères 

O,  If  2,  3,  4>  7»  " 9" 

L’idée  qu’on  doit  se  fairé,  par  exemple , du  nombre  sept,  estsix 
plus  un,  qui , d’après  ce  qu’on  a dit , revient  à cinq  plus  deux  , 
ou  à quatre  plus  trois , etc. 

2.  Cette  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  assem- 
blages en  un  seul,  se  nomme  addition  ; on  l’indique  par  le  mot 
plus,  ou  par  le  signe  -f-  , qu’on  nomme  positif,  et  qui  se  place 
entre  les  nombres  qu’on  veut  ajouter.  Le  résultat  est  appelé 
la  somme  des  nombres. 

Ajouter  plusieurs  nombres , ce  n’est  donc  que  les  réunir  en 
un  seul  dont  on  demande  la  grandeur,  ou  exprimer  combien 
l’assemblage  de  plusieurs  groupes  d’objets  identiques  contient 
de  fois  une  portion  prise  pour  unité , et  qui  a servi  de  mesure 
à chaque  groupe  particulier.  Ajouter  2 avec  3 et  avec  4 > ou 
trouver  la  somme  2 plus  3 plus  4>  c’est  réunir,  en  un  seul, 
trois  systèmes  composés  l’un  de  2 , l’autre  de  3 , et  le  dernier 
de  4 choses. 

Le  signe  = mis  entre  deux  grandeurs  indique  qu’elles  sont 
égales;  2 4-3-i-4  = 9»selit  : 2 plus  3 plus  4 égalent  9;  cette 
égabté,  ou  équation,  exprime  l’addition  précédente  ; 2-|-34'4 
est  le  premier  membre,  g est  le  second.  L’inégalité  entre  deux 
quantités  se  désigne  par  le  signe  < ou  > ; on  place  la  plus 
grande  du  côté  de  l’ouverture  : 4 < 7>9i>  3 s’énoncent  4 plf*f 
petit  que  7,  ^pUis  grand  que  3. 

Il  suit  des  notions  précédentes,  que  si  l’on  augmente  ou  di- 
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nunae  I’hd  des  noinbies  à ajouter,  le  résultat  sera  précisément 
plus  grand  ou  plus  petit  de  la  même  quantité  : la, somme  ne 
serait  nullement  changée,  si  l’on  augmentait  l’un  de  ces  nombres 
ajoutés,  poufvu  qu’on  diminuât  un  antre  d’autant  d’unités.  Par 
exemple  : 4+7  surpasse  4+5  de  a,  parce  que  7 surpasse  5 de  2; 
mais  4 + 7 = 6 + 5 = 24-9  = 3-i-8. 

3.  Il  arrive  souvent  que  les  nombres  qu’on  veut  ajouter  sont 
égaux  entre  eux , tels  que  2-f-2  + 2-j-2  = 8 : cette  espèce 
d’addition  prend  le  nom  de  hultipuoation  , et  s’énonce  ainsi  : 

1 répété ^ fois , o\x ^ fois  yOwenùa^muUiplié par onl’écrit 
2.4,  ou  2 X 4 ' nombres  2 et  4 se  nomment  les  facteurs } 

2 est  le  multiplicande,  4 multiplicateur,  et  le  résultat  8 le 
produit. 

4.  L’addition  et  la  multiplication  ont  leurs  opérations  in- 
verses. Dans  l’addition , 5-f  4=9>  demande  la  somme  gdes 

deux  nombres  donnés  5 et  4-  Dans  la  soustraction  , ce  ré- 
sultat 9 est  donné  ainsi  que  l’un  des  nombres,  tel  que  5,  et  l’on 
demande  l’autre  4 ; c’est-à-dire  qu’il  faut  trouver  quel  est  le 
nombre  4>  qui»  ajouté  à 5,  donne  la  somme  9.  Cette  opération, 
qui  consiste  à recomposer  les  deux  systèmes  5 et  4,  qui  avaient 
été  réunis  en  un  seul  9,  revient  visiblement  à retrancher  5 de 
9,  ce  qu’on  marque  par  le  signe  — , qu,’on  énonce  moins,  et 
qu’on  place  entre  les  nombres,  devant  celui  qu’on  veut  sous- 
traire ; 9 — 5 = 4*  Le  signe; — s’appelle  aussi  négatif. 

Concluons  de  ce  qu’on  a vu  pour  l’addition , que,  i®.  si  l’on 
augmente  seulement  le  nombre  à soustraire  d’une  ou  plusiems 
unités , le  résultat  sera  diminué  d’autant  ; 2®.  si  l’on  augmente 
ou  diminue  les  deux  nombres  donnés  de  la  même  quantité,  le 
résultat  demeurera  le  même;  3°.  enfin,  le  résultat  de  la  sous- 
traction de  deux  nombres  marque  la  quantité  dont  l'un  surpasse 
Vautre,  et  c’est  ce  qui  a fait  donner  à ce  résultat  le  nom  de 
différence,  excès  ou  reste. 

5.  Dans  la  multiplication,  les  deux  facteurs  sont  donnés,  et 
l’on  cherche  leur  produit;  mais  si,  connaissat^  ce  produit  et  Vun 
des  facteurs,  on  se  propose  de  trouver  F autre  facteur,  cette  opé- 
ration est  tme  division.  Ou  a 2 X 4 = 8;  8 est  le  résultat 
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cherche  de  la  multiplication  de  3 par  4>  Dans  la  division,  au 
contraire,  .on  donne  8 et  4,  et  l’on  cherche  3,  c’est-à-dire 
qu’on  demande  quel  est  le  nombre  qui,  répété  4 fois,  produits. 

8 

On  écrit  ainsi  cette  division,  ^ ou  8 : 4 qu’on  énonce  8 

divisé  par  4;  8 est  le  dividende,  4 J®  diviseur}  le  résultat 
cherché  s est  le  quotient  : en  sorte  que  produit  et  dividende 
sont  des  mots  qui  désignent  le  même  nombre,  ainsi  que  di- 
viseur et  multiplicateur,  et  que  quotient  et  multiplicande}  seu- 
lement l’emploi  de  ces  mots  dépend  du  calcul  que  l’on  a 
en  vue. 

6.  Avant  d’enseigner  les  moyens  d’exécuter  ces  quatre  opé- 
rations sur  des  grandeurs  données,  il  faut  former  un  langage 
propre  à énoncer  tous  les  nombres,  et  imaginer  des  caractères 
pour  les  désigner  ; c’est  ce  qu’on  nomme  le  système  de  la  nu- 
mération. 

Au  premier  abord  il  semble  necessaire  de  créer  une  multi- 
tude infinie  de  mots  pour  dénommer  tous  les  nombres,  et 
autant  de  caractères  ou  signes  pour  les  représenter  par  l’écri- 
tuM.  Mais  les  inventeurs  eurent  une  idée  ingénieuse- qui  les 
dispensa  de  recourir  à une  aussi  grande  quantité  de  mots  et  de 
chiffres  : cette  idée  consiste  h grouper  les  nombres  par  dix^  et 
à dénommer  et  écrire  ces  groupes  à part.  Ainsi  ils  sont  con- 
venus qu’un  assemblage  de  dix  unités  serait  appelé  dix,  ou  une 
dixaine,  et  de  nombrer  les  dixaines  comme  ils  avaient  fait  les 
unités;  en  sorte  qu’une  dixaine,  deux  dixaines,  trois  dixai- 
nes  neuf  dixaines,  ou  ce  qui  équivaut  dix,  vingt,  trente, 

quarante,  cinquante,  soixante,  septante,  octante  et  nonante , 
joints  successivement  aux  neuf  unités  simples,  permirent  de 
compter  jusqu’à  nonante-neuf  unités. 

De  même,  ils  ont  fait  un  groupe  de  dix  dixaines  qu’ils  ont 
appelé  eenl,  ou  une  cen/atm-,  et  ils  ont  compté  une,  deux, 

trois centaines,  comme  ils  comptaient  les  unités  et  les 

dixaines,  savoir  : une  centaine  ou  cent , deux  pentaines  ou  deux 
cents,  trois  centaines  ou  trois  cents neuj  cents.  Ces  dé- 

nominations permirent  donc  de  compter  jusqu’à  neuf  cent  no- 
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nanlc  ncùf  unités , eu  joignant  ensemble  les  nombres  iormcs  de  * 
centaines,  de  dixaines  et  d’unités.  < ' 

Dix  centaines  furent  ensuite  appele'es  un  mille,  et  l’on  forma 

les  énonciations  deux  mille,  trois  mille neuf  mille, 

selon  la  même  méthode  d’analogie. 

Pour  transporter  cette  heureuse  invention  dans  l’écriture, 
on  convint  qu’un  chiffre  placé  à la  gauche  dun  autre  , vau- 
drait dix  fois  plus  que  s’il  occupait  la  place  de  ce  dernier.  De  là 
on  conclut  qu’on  mettrait  au  premier  rang  à droite  les  unités 
simples  ; au  rang  suivant  à gauche,  les  dixaines  ; à la  troisième 
place , les  centaines  ; à la  quatrième , les  mille , etc.  Ainsi  l’ex- 
pression a3  représente  deux  dixaines  et  trois  unités,  ou  vingt- 
trois  ; de  même  4x3  équivaut  à l’énoncé  quatre  cent  vingt-trois. 
Et  comme  le  nombre  peut  n’avoir  pas  d’unités , ou  de  dixai- 
nes , etc. , on  emploie  le  chiffre  o , qui  n’a  par  lui-même  aucune 
valeur,  mais  qu’on  écrit  à la  place  des  chiffres  qui  manquent, 
pour  conserver  aux  autres  leur  rang.  Par  exemple,  20,  ^00, 
S07,  valent  vingt,  quatre  cents,  cinq  cent  sept.  ,1 

Il  co nvient  <P:i  j dùter  q ué-Paeage  a pyé ViStlu  ^ pour  énoncer  les 
nombres  représentés  par  11,  12,  i3,  i4,  i5,  16,  de  dire  on»e, 
douze,  treize,  quatorze,  quinze  et  seize,  au  lieu  de  dire  dix-un, 
dix -deux,...  dix-six,  comnie  on  devrait  le  faire  d’après  la 
conventionq>énérale,  ainsi  qu’on  dit  dix*i|uit , vingt-un , trente- 

deux,  etc .Au  lieu  de  septante,,  octante  et  nonante, 

on  dit  plus  ordinairement  soixante-dix,  qualre-vingtel  quatre- 
vingt-dix,  énoncés  moins  conformes  aux  règles  que  nous  avons 
indiquées,  et  cependant  pins  usités. 

Cela  posé,  lorsqu’on  aura  écrit  un  nombre  quelconque,  tel 
que  537,  pour  l’augmenter  de  1,  il  suffit  visiblement  d’ajouter 
I au  chiffre  à droite  ; on  a 537  “f"  * = ^38  ; de  même  538  -f-  1 
= 53g.  Si  ce  chiffre  à droite  est  un  9 , on  le  remplacera  par 
un  zéro , en  faisant  frapper  l’augmentation  de  1 sur  le  chiffre 
du  second  rang  : 53g  -j-  i = 54o  ; car  53o  -f-  9 -f-  i = 53o  -f-  1 o 
=540  ; et  si  le  chiffre  du  second  ordre  est  lui-même  un  g, 'alors 
on  remplacera  ces  deux  chiffres  g par  des  zéros,  eu  augmcnlant 
de  I le  chifl'rc  du  troisième  rang  : 25gu  -f-  1 =;  2600  ; car 
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n5oo  -f-99  + I = aSoo  + loo,  et  ainsi  de  suite  : isgpq  -}-  i 
= i3ooo:  5o9+  I ==5io;  10999 -f- *  * = ' 1000.  Tout  nonibro 
étant  engendré  par  l'addition  réitérée  de  l’unité , il  résulte  de 
là  (jn’on  peut  écrire  tous  les  nombres  à l’aide  de  dix  carac- 
tères (*). 

rv  ■■ 

(*)  Le  mémo  principe  peut  servir  ü écrire  tous  les  nombres  avec  plus  ou 
moins  cle  dix  caractères;  par  exemple,  si  l'on  n’a  que  les  quatre  chiffres  o, 

I , a et  3^  il  faudra  qu'un  ctùffre  placé  à la  gauche  d’un  autre  vaille  tjualre 
fois  plus  <fue  s’il  occupait  la  place  de  ce  dernier  : alors  I O exprimera  quatre  , 

II  cinq,  la  six,  iSsept,  30  huit,  ai  neuf,  aoo  trente-deux , etc. 

Lorsqu'un  nombre  est  écrit  dans  cette  hypothèse , on  éprouve , pour  l'é- 
noncer, plus  do  diinculté  que  dans  le  système  décimal , parce  qu’il  n’y  a plus 
de  concordance  avec  le  langage  ; per  exemple,  pour  lire  (3iao),  on  observera 
que  le  a vaut  4 x aou  8;  le  1 vaut  i x 4 x 4ou  i6;  le  3 vaut  3x4x4x4°u 
19a;  ainsi  (3iao)  &iue4>  8 + i()3 , ou  ai6.  De  même  si  la  est 
5,  c’est-à-dire  si  l’on  ne  se  sert  que  des  cinq  chiffres,  o,  1 , a,  3 et  4,  chaque 
chiflVe  vaudra  cinq  fois  plus  que  s’il  occupait  la  place  à sa  droite;  par  exem- 
ple (4ia3) , exprimé  dans  ce  système  à cinq  chiffres,  vaut  3-}-a  x 5 -f- 1 x a5 
-f*4x  laS,  ou3-i-io-f-a5 -f-5oo,  ou  enfin  538. 

Donc  il  faut , en  général,  former  les  puissances  successives  de  la  base,  et 
multiplier  le  chiffre  du  second  rang  par  la  base , celui  du  troisième  par  le 
carré  de  la  baso , celui  du  quatrième  par  le  cube , etc.  ; en  ajoutant  ces  pro- 
duits , on  ala  valeur  de  la  quantité  proposée.  Ainsi  (3o3i3)  liase  4 = 667, 
(4oio)  base  5=5o5,  (35i50  base  6 = 5o^  = (68i4)  base  g. 

Si  l’on  fait  attention  buMlciil  ci-dessus,  on  verra  qu’on  peut  aussi  le  faire 
cotnme  il  suit  : prenons  pour  exemple  (4i33)  base  5;  multiplions  le  chiffre  4 
par  5,  et  ajoutons  le  1 qui  est  à-droite,  nous  aurons  31  ; multiplions  31  par  5, 
et  ajoutons  le  3 du  second  rang,  nous  aurons.  107;  enfin  multiplions  par  5, 
et  ajoutons  3 , il  viendra  538  pour  la  valeur  cherchée.  11  est  on  effet  évident 
que  par  là  le  chiffre  4 a été  multiplié  trois  fois  consécutives  par  5,  que  le  i 
l’a  été  deux  fois,  et  le  3 une  fois  : l’ordre  des  opérations  est  ici  différent; 
mais  elles  sont  au  fond  les  mêmes  que  ci-dessus,  et  elles  conduisent  plus  fa- 
cilement au  résultat. 

Réciproquement  cherchons  les  chiffres  qui  expriment  le  nombre  538  dans 
le  système  qui  a cinq  caractères  : pour  cela,  supposons  c»résultat  connu  et  tel 
que  (4 133);  il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ci-dessus , qu’en  formant 

4 X 5-f-  I =31,  puis  31  X 5-4-  3=  107,  enfin,  107  x 5-1-3=  538, 

ce  calcul  doit  reproduire  le  nombre  proposé.  Donc,  si  l’on  divise  538  par  5, 
le  reste  3 sera  le  chiffrj  du  premier  rang,  et  le  quotient  107  sera  la  valeur 
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'J.  Que  la  uuiiiéràfiou  parlée  ait  précédé  la  numération 
écrite,  c’est  ce  qui  n’est  point  douteux,  du  moins  pour  les  petits 
nombres.  Mais  dans  celle-ci , il  était  si  facile  de  s’élever  à des 
nombres  immenses  par  la  seule  juxta-position  des  chiffres  les 
uns  près  des  autres,  et  les  opérations  de  rÂrithmétique  ont  dû 
produire  ces  résultats  considérables . qu’on  u’a  pas  tardé  à re- 


«le«  autres  chiffres.  De  même,  divisant  107  par  5,  le  reste  a sera  le  chiffre  du 
second  rang,  et  le  quotient  3I  la  valeur  des.  autres  chiffres,  et  ainsi  du 
suite.  Il  est  clair  qu’ici  on  ne  fait  que  décomposer  les  opérations  qu'on  avait 
faites. 

Donc , en  général  , pour  traduire  un  nombre  donné  d" un  tystime  de  numé- 
ration dans  un  autre , il  faut  diviser  ce  nombre  par  la  nouvelle  baso,  puis 
diviser  le  quotient  par  cette  base,  puis  ce  second  quotient  encore  par  la 
base,  etc. , jusqu'i  ce  qu’on  tombe  sur  un  quotient  moindre  que  ccUe  base. 
La  série  des  restes  écrits  successivement  & partir  de  la  droite , dans  l’ordre 
où  on  les  a obtenus,  formera  l’expression  cherchée;  le  dernier  quotient  sera 
le  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé/  Ainsi  pour  écrire  667  avec  4 caractères,  je 
divise  667  par  4,  et  j’obtiens  le  quotient  i4i  ot  le  reste  3 : je  divise  encore 
— ■ 35 

i4l  pnr  4)  il  vient  35 âu  qüôlligbt,  et  le  reste  1 ; --  donne  8 et  le  reste  3; 

8 . ^ 
enfin,  — reste  est  O.  Rassemblons  les  restes  successifs  3,  1,  3,  o,  et 

le  dernier  quotient,  écrits  en  ordre  renversé,  et  nous  aurons  (ao3i3)  base 4 
= 567  base  10. 

On  verra  de  même  que,  dané  les  systèmes  à 6,  g et  1 3 caractères,  le  nombre 
5o35  est  exprimé  par  (35i5i),  (6814)  et  (3  a5  7);  on  désigne  ici  par  n et  6 les 
nombres  dix  et  onte  dans  le  système  duodécimal.  Ce  dernier  système  pré- 
sente des  avantages  marqués  sur  le  décimal , à cause  du  grand  nombre  de 
diviseurs  de  13;  mais  il  serait  trop  dilTicile  de  l’établir  maintenant,  parce 
qu’il  faudrait  changer  entièrement  nos  usages , et  même  les  dénominations 
auxquelles  nous  sommes  familiers  dès  l'enfance.  V.  VArith.  polit,  de  Buffon, 
ehap.  XXVIl. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  peut  ètreexprimé  plus  simplement  en  caractères 
algébriques.  Soient  i,h,g,...  c,  b,  a,  les  chiffres  consécutifs,  en  nombre  n, 
qui  expriment  un  nombre  N , dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
estx,  c’est-à-dire  que  chaque  chiffre  vaut  x fois  plus  que  s’il  occupait  la 
place  qui  est  à sa  droite;  on  a 

•• 

N = IX»-'  +Ax»-*  + -4-  ex*  -4-  4x-+-  O ; 

équation  d'où  l’on  lire  totis  les  ihéorènics  énoncés  dans  celte  note. 


D...... 
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connaître  que  l’écriture  des  uoinbres  n’avait  besoin  d'aucune 
luodificalion  pour  s’appliquer  à tous  les  besoins,  tandis  que  le 
langage  adopté  p.  4 ne  suSisait  pas  pour  énoncer  les  quantités 
quand  leur  grandeur  était  exprimée  par  plus  de  quatre  cliilFres. 
Et  observez  que  si  l’oii  eût  continué  de  donner  à chaque  place 
occupée  par  uu  cliiSre  une  dénomination  particulière,  ainsi 
qu’on  l’a  fait  jusqu’à  quatre  chiiTres,  unités,  dixaines,  cen^J 
laines  et  mille,  on  serait  retombé  dans  l’inconvénient  d’em- 
ployer une  multitude  inGnie  de  mots,  puisqu’il  pouvait  y avoir 
une  multitude  inOnie  de  chiffres  contigus.  Voici  le  parti  auquel 
on  s’arrêta  pour  éviter  cet  inconvénient. 

On  convint  de  séparer  les  chiffres  par  groupes  de  trois  en 
trois  (■•'),  en  commençant  par  la  droite;  puis  d'énoncer  chaque 
tranche  à part , comme  si  elle  était  seule,  eu  ajoutant  seulement 
à chacune  im  mot  propre  à la  dénommer.  Ces  tranches  succes- 
s’ives  sont  appelées  mille,  millions , billions  a\x  mil- 

liards, trillions,  etc.  Ainsi  pour  énoncer  le  nombre  suivant , 

triiiioDf,  billi.  milli.  millcy  anitcA. 

227,  53g,  804, 

\ 

on  appellera  chaque  tranche  respective  des  noms  trillions, 
billions,  etc. , après  avoir  énoncé  la  valeur  numérique  de  cha- 
cune ; ainsi  on  lira  12  trillions,  453  billions,  227  millions,  53g 
mille,  804  unités. 

Comme  il  pourrait  y avoir  une  iiiGnité  de  tranches,  il  est 
clair  qu’on  aurait  encore  besoin,  pour  l’énonciation,  d’une  in- 
Gnité  de  mots,  et  que  la  difficulté  n’est  que  reculée.  Mais  ce 
langage  permettant  d’appeler  des  quantités  d’une  grandeur  im- 
mense, et  qui  dépassent  tous  ceux  qu’on  peut  employer,  la 
convention  satisfait  à tous  les  besoins.  D’ailleurs  quand  un 


^*)  On  aurait  également  pu  composer  les  tranches  de  2 ou  de  4 chiffres  ; 
mav , dans  un  nombre  donné , il  y aurait  eu  plus  de  tranches  dans  un  cas  et 
moins  dans  l’autre , qn’en  les  formant  de  3 chiffres.  En  examinant  les  li- 
mites des  nombres  qui  sont  d’un  usage  pins  fréquent , il  est  aise  devoir  qu'on 
a pris  un  milieu  convenable  entre  res  partis. 


% 
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nombre  excède  une  certaine  limite , l’énoncer  ne  sert  à'rien , et 
n’en  peut  faire  concevoir  la  grandeur. 

Cette  idée  admirable  d’attribuer  aux  chiffres  des  valeurs  de 
position,  indépendamment  de  leur  valeur  propre,  est  si  simple, 
qu’il  ne  faut  pas  s’étonner  qu’elle  soit  venue  à l’esprit  des  In- 
diens, qui  nous  l’ont  transmise  par  le  secours  des  Arabes  ; mais 
bien  plutôt  qu’il  y ait  eu  des  nations  puissantes  et  éclairées 
qui  ne  les  aient  pas  eues , ou  du  moins  adoptées  des  peuples 
voisins.  Les  Romains,  dont  le  système  de  numération  parlée 
était  conforme  au  nôtre  , avaient  un  mode  d’écriture  très  diffé- 
rent. Les  Grecs  avaient  aussi  leur  système  de  cbiflres  tout-à-fait 
<lislinct  (■*'). 

De  Vyéddition. 

8.  Pour  ajouter  deux  nombres,  tels  que  5 et  4,  nous  avons 
' vu  (2)  qu’il  faut  ôter  à l’un  de  ces  nombres  successivement 
cliacunedes  unilésdont  ilest  composé  pour  les  joindre  à l’autre, 
opération  qur revient  à cëcT:* 


Les  Romains  représentaient  ainsi  lus  nombres  : 

I un.  L cinquante.  C cent. 

II  deux.  \ dix.  D ou  I3  cinq  cents. 

III  trois,  etc.  V cinq.  M ou  CID  mille. 

Ces  caractères  suflisaient  pour  exprimer  les  nombres  ; on  ajoutait  les  valeurs 
propres  à chaque  chiffre,  quand  ces  v.aleiirs  allaient  en  décroissant  de 
grandeur  numérique  de  gauche  à droite  : mais  si  un  chiffre  était  précédé  d’un 
autre  qui  fiU  moindre,  la  valeur  de  celui-ci  devait  au  contraire  être  soustraite. 
En  voici  quelques  exemples  : 

VI  six.  XVI  seixe.  LX  soixante.  CX  cent-dix.  DC  six  cents. 

IV  quatre.  XIV  quatorze.  XL  quarante.  XC  nonante.  CD  quatre  cents. 

On  cliangeait  aussi  les  unités  en  mille  en  mettant  un  trait  au-<Irssus  dos 
chiffres;  on  écrivait  ainsi  10000,  X ou  CCIDD  ; looooo , C ou  CCC1D30  ; 
aoooooo  MM. 

Le  système  de  1a  numération  écrite  des  Grecs  était  aussi  mal  imaginé  que 


t 
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5 “4”  4 ~ ^ ^ 7 ^ ~ ® ^ 9' 

Mais  on  sent  que,  pour  des  nombres  un  peu  grands,  ce  procédé 
serait  impraticable;  nous  ne  les  prescrirons  donc  que  pour  des 
nombres  d’un  seul  chiffre , et  nous  supposerons  même  que  l’ha- 
bitude a appris  à connaître  de  suite  le  résultat,  5-1-  4 = 9> 
3 -f-  8 = 1 1 , et  tous  les  autres  de  même  sorte. 

Pour  trouver  la  somme  des  deux  nombres  24  et  37,  décom- 
posons-les  d’abord  en  20  -f-  4 et  3o  7 ; la  somme  cherchée  est 
20  -f-  3o  -J-  4 -f-  7.  Or,  les  deux  premières  parties  reviennent 
risiblement  à 2 dixainesplus  3 dixaines,  ou  5 dixaines;  ainsi  la 
somme  est  5o  -f-  n , ou  5o  -f-  10  -f-  i , ou  enfin  60  -f-  i = 61 . 

On  voit  qu’j7  Jaut  réunir  séparément  les  dixaines  et  les  unités 
des  nombres  proposés  ; ce  raisonnement  est  général. 

Par  exemple,  prenons  8731  -f-  34g  + 12487  + 54  » 
sant  séparément  la  somme  des  unités,  puis  des  dixaines,  des 
centaines,  etc.,  on  aura  i5  mille -f- 14  centaines -j- 20  dixaines 
■+■  21  unités,  ou  i5ooo  i4oo  -f-200  + 21  ; mais , opérant  de 
meme  sur  ces  derniers  nombres,  on  a 16  mille  -f-  6 3 „3, 

centaines  -f-  2 dixaines -h  1 , ou  16621.  Ce  calcul  se 
fait  plus  commodément  en  écrivant,  comme  on  le  voit 
ci-contre , les  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres, 
et  faisant  correspondre,  dans  une  même  colonne  ver- 


2^ 

12  407 
54 


celui  des  Romains;  les  unités,  dixaines,  centaines  éuiont  désignées  par  les 
lettres  consécutives  de  l’alphabet  ; savoir  : 


« vaut 

1 I vaut  10 

f vaut  ioo 

k 

2 » 

20 

c- 

200  ^ 

y 

3 *■ 

3o 

T 

3oo 

i 

4 ■ \iviCs^ 

V 

4oo  •• 

( 

5 ’’  V 

5o 

5oo 

V 

6 . f 

60  ‘ 

X 

600  ^ 

7'  . “ 

7®  ' 

700 

,8  ■ • f » 

80 

cê 

800 

‘9,  a 

'a  V-  4 

0® 

900 

Les  mille 

se  dénotent  par  on 

accent'  sous  les  lettres. 

Pour”donner  ms 

exemple  de 

ces  chiffres  : signifiait 

I -1-  2 -)-  100  -1-  I 40,  ou 

■ 44.  De  même,  = *607,  = 2.5ap.  V.  Delambre,  Astronon^c  . 

cicnne  , T.  a.  ' ■ 
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licale,  les  chiifres  du  même  ordre.  La  somme  des  nombres  de 
chaque  colonne  doit  être  écrite  au  bas,  si  elle  ne  passe  pas  9; 
autrement  on  n’en  pose  que  les  unités,  et  on  réserve  lesdixaines 
pour  les  ajouter,  comme  simples  unités,  avec  les  nombres  de 
la  colonne  qui  suit  à gauche , ce  qui  détermine  à commencer  le 
■ calcul  par  la  colonne  à droite. 

Voici  plusieurs  exemples  d’addition. 

Pour  le  premier,  ou  fera  ainsi  le  calcul  : 3 -4-  8 font  1 1 , 11  + 7 
valent  18,  18 -f- 7 égalent a5,  soimpedesunités 3-4-84*7 + 7 = 
on  posera  5 sous  le  trait,  au  premier  rang  à droite,  et  on  joindra- 
les  2 dixaiues  à la  colonne  suivante  : puis  on  dira  2 plus  8 font 
10,  plus  I font  II,  plus 8 valent  ig,  plus 2 font 21  ; on  pose  i, 
et  on  retient  2 pour  joindre  aux  centaines.  2-4-7=9,g4*3 
= 1 2. . . ; on  a 26  centaines , on  pose  6 et  on  retient  2 ; enfin  on 
— trouve  24  à la  4*  colonne  : on  pose  le  4 et  on  avance  le  2,  c’est- 
à-dire  qu’on  écrit  24  mille.  La  somme  est  246i5. 


9.  L’habitude  d’additionner  sufEt  pour  trouver  la  différence 
«ntrc  les  nombres  simples  ; par  exemple,  le  nombre  <{ui,  ajouté 
à 3,  donne  7 pour  somme,  est  4 : ainsi  7 — 3 = 4 0“  peut 
aussi  parvenir  au  résultat,  en  ôtant  de  7 autant  d’unités  que  3 
eu  contient  ; 7 — 3=6  — 2 = 5 — i =4*  Accordons  par  con- 
séquent qu’on  sache  faire  la  soustraction  des  petits  nombres. 

. Prenons  cet  exemple  plus  compose,  6g5  — 243.11 
est  visible  que  , si  l’on  connaissait  le  nombre  qui 
ajouté  à 243  donne  6g5  pour  somme , 3 4-  les  unités 
de  ce  nombre,  4 4*  stî®  dixaiues  ; 2 4*  scs  cenlaibes  devraient 
reproduire  6g5  ; on  écrira  donc  les  nombres  proposés  comme 


Çe  la  Soustraction. 
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pour  l’addition,  le  plus  petit  cn-dessous;  puis  on  reliancliera 
chaque  cliiiTre  inferieur  de  celui  qui  est  au-dessus  : on  diva 
5 — 3 = 2,  9 — 4 = 5,  6 — 2 = 4*  et452  sera  la  différence  ‘ 
cherchée. 

Mais  il  peut  arriver  que  le  chiffre  inférieur  surpasse  ^ 
le  supérieur.  Daus  l’exemple  ci-contre,  on  ne  peut  »9  3aé  , 
ôter  8 de  7.  Il  est  clair  qu’alors  36  147  devant  être  la 
somme  de  19  328  -4- le  nombre  cherché,  en  faisant  la  somme 
delà  i”  colonne,  8 + les  unités  inconnues,  ont  donné , non  pas 
*7/  mais  17  pour  somme;  et  qu’on  a retenu  la  dixaine  pour  la 
joindre  à la  colonne  suivante.  On  doit  donc  dire,  non  pas 
7 — 8,  mais  17 — 8 = 9,  et  écrire  ce  chiffre  9 au  rang  des  uni- 
tés. Mais,  en  continuant  l’addition,  la  colonne  suivante  est 
formée  de  la  dixaine  retenue,  des  chiffres  4*  ’•*  et  des  dixaines 
cherchées;  et  ajoutant  celles-ci  à 2 et  à la  retenue  i , on  doit^ 
produire  4 : >1  ne  faut  donc  pas  dire  4 — 2,  niais  4 — 3 = i , 
qu’on  posera  aux  dixaines.  De  même  pour  les  centaines,  au  lieu  >•  , 
de  I — 3 , on  dira  1 1 — 3 reste  8 , qu’on  posera  ; mais  on  re- 
tiendra I pour  ajouter  au  9 suivant  ; ainsi  6 — 10,  ou  plutôt 
16 — 10  = 6,  et  on  retiendra  i ; 3 — 2=  1. 

En  général , lorsque  le  chiffre  supérieur  sera  le  plus  faible, 
on  V augmentera  de  dix , puis  on  retiendra  un  pour  le  joindre  au 
chiffre  inférieur  qui  est  à la  gauche.  On  reptarquera  qu’en  effet 
le  nombre  Supérieur  est  augmenté  par  là  de  10,  mais  qu’onaug- 
mentc  pareillement  l’inférieur  de  10,  ce  qui  n’altère  nullement 
la  différence  (n“  4).  . 

Pareillement,  dans  l’exemple  ci-contre,  on  dira  : 3 
9 — 3 = 6;  2 — 7 ne  SC  peut  ; 12  — 7=6,  et  je  a 578  573 
retiens  1 ; 4 — 5 (au  heu  de  4 — 5)  ne  se  peut,  4^'  ^ 

1 4 — 6 = 8,  et  je  retiens  i ; o — 9 (au  lieu  de  o — 8 ) ne  se 
peut,  10  — 9=1;  o — 8 ne  se  peut  ; 10  — 8=  2,  etc. 

Voici  quelques  autres  exemples  de  soustraction. 


3 000 

6 000 

6 000 

i5o  001 

3 375  83 1 

1 ag6 

4 000 

9!» 

76  38.S 

186  943 

I 70} 

a 000 

1 

73  616 

3 188  888 

? -.  ■ 
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10.  Lorsqu’on  veut  retrancher  un  nombre  de  l'unité  suivie 
dt autant  de  zéros  que  ce  nombre  a de  chiffres  , c’est-à-dire  de 
looo....  il  jaut  retrancher  le  chiffre  des  unités  de  lo,  et  les 
autres  chiffres  de  9., Ainsi,  1000  — 269,  se  trouve  en  disant 
10  — 9 = t ; puis 9 — 5 = 4;  9 — 2 = 7,  et  on  a 1000  — zSg 
= 74i.  De  même  1 000  000  — 279953=720047.  Ce  calcul 
est  si  facile,  qu’il  me'rite  à peine  d’être  compté  pour  une  opé- 
ration ; on  s’en  sert  pour  réduire  toute  soustraction  à une  addi- 
tion; voici  comment. 

Soit  demandée  la  différence  3487  — aSq,  Il  est  clair  qu’en 
décomposant  3487  en  2487  -f-  1000,  la  différence  avec  3.59 
n’est  pas  changée,  et  on  aura  2487  •+■  1000  — zSq,  ou 
2487 -f- 74 1 = 3428.  Ainsi,  au  lieu  de  soustraire  259,00  a réelle- 
ment ajouté  74 1 . On  voit  donc  qu’on  peut  retrancher  un  nombre 
d’un  aiitre,  en  soustrayant  le  l'^de  i suivi  d’autant  de  zéros  qu’il 
ade  chiffres,  et  ajoutant  le  résultat  au  2' nombre  don  né,  pourvu 
qu’on  retranche  ensuite  une  unité  de  l’ordre  immédiatement 
supérieur  à celui  du  nombre  à soustraire.  On  indique  cette 
dernière  soustraction  par  i placé  à l’ordre  de  chiffres  dont 
on  vient  de  parler  ; ainsi  l’opératîôn  ci-dessus  revient 
à 3487  — 269  = 3487  -1-1741,  calcul  qu’on  effectue  ^487 
comme  on  le  voit  ci-contre.  Observez  que  1741»  ajouté  3^^ 
au  nombre  zSq,  donne  zéro,  ou  1741  -f-  259=  o.  La 
quantité  1 74  • est  ce  qu’on  nomme  le  complément  arithmétique 
de  259.  En  général,  pour  former  le  complément  arithmétique 
tf  un  nombre , il  faut  retrancher  tous  ses  chiffres  de 9,  et  celui 
des  unités  de  10,  puis  placer  i à gauche.  Le  complément  d"un 
nombre  ajouté  à ce  nombre  donne  zéro  pour  somme.  Au  lieu 
de  retrancher  un  nombre , on  peut  ajouter  son  complément  arith- 
métique. 

Lorsqu’il  y a plusieurs  additions  et  sous- 
tractions successives,  l’nsage  des complé- 
mens  peut  présenter  des  avantages;  par 
exemple,  32731-1-5729  — 371 — 4^34 > t5  1C6 
prend  la  forme  ci-contre,  attendu  que  les  33"^^ 
complémens  de  371  et  4834  sont  1629  et 


32 

73 1 

3a 

731 

5 

729 

.5 

729 

T 

6ag 

— 

371 

t5 

1G6 

- 4 

83^ 

33 

aSS 

Reste  33 

xSS 
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1 5i66.  Nous  recoinmanduns  toutefois  d’éviter  l’emploi  du  com- 
plément , et  de  s’exercer  à faire  les  additions  et  soustractions 
colonne  par  colonne.  C’est  ainsi  que,  dans  notre  exemple,  après 
avoir  dit  9 -J-  i = io,4+i=5,  on  rqtranchera  5 de  10  et 
on  posera  5 au  rang  des  unités  du  reste  ; puis  3 + 2 = 5,  7 + 3 
= 10;  5 — 10  ne  se  peut;  donc  t5—  10  = 5 , qu'on  pose  aux 
dixaines,  en  retenant  1 pour  joindre  aux  centaines  soustrac- 


tives, etc. 


De  la  Multiplication. 


1 1 . Nous  écrirons  le  multiplicande  le  premier  ; ainsi 
4x5X2  signifie  qu’on  répétera  4 cinq  fois , et  que  le  pro- 
duit 20  devra  être  pris  2 fois. 

Puisque  4X5  n’est  autre  que  i + i + 1 + 1 répété  5 fois , 
il  suffit  de  prendre  chaque  unité  5 fois , ou5  + 5-f-5  + 5;  ex- 
pression qui  revient  à 5 répété  4 fois  : ainsi , 

4 fois  5 est  égal  à 5 fois  4,ou4x5  = 5x4- 
Ce  raisonnement  peut  être  présenté  sous  la  A 
forme  d’un  tableau  A , composé  de  5 lignes , 
dont  chacune  contient  4 unités.  Il  est  clair 

que  le  nombre  des  unités  est  4 répété  5 fois.  

Mais,  en  renversant  le  tableau,  comme  on 
le  voit  en  B , on  trouve  5 répété  4 fois  ; le  .fi  , 
nombre  des  unités  étant  nécessairement  le 
même  dans  les  deux  cas,  le  produit  de  4 X 5 
est  le  même  que  celui  de  5 X 4* 

Soit  aussi  5 X 4 X 2 ; comme  5 répété 

4 fois  est. 5 + 5 + 5 + 5, 

il  reste  à prendre  2 fois  ce  résultat,  ou. . 10  + 10+^0  -f-  to, 
ou  10  répété  4 fois.  Donc  5X4X2 
= 5X2X4-  O"  changir  de  place  les  deux  der- 

niers facteurs,  comme  on  a vu  qu’on  pouvait  échanger  les  deux 

premiers  entre  eux.  Ainsi, 


5x4xa=:4>«5X2  = 5xax4  = axix4  = aX4x5  = 4xax5. 


\. 
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MULTIPUCATION.  1.5 

On  voit  donc  qu’on  peut  intervenir  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles l'ordre  des  /acteurs  sans  altérer  le  produit. 

Démontrons  ce  théorème  pour  plus  de  trois  facteurs  : par 
exemple , pour  4x5x3X‘-iX9- 

Le  facteur  g ayant  la  dernière  place  dans  le  premier  pro- 
duit , prouvons  qu’on  peut  le  placer  où  l’on  veut,  et  d’abord  à 
l’avant-dernier  rang , savoir  4x5x3X2Xg=4x5x3:K:9X2. 

En  effet , les  trois  premiers  facteurs  4x5x3  donnent  6o , et  il 
faut  prouver  que  6o  X 2 X 9= 6o  X 9 X 2,  et  c’est  ce  qui  vient 
d’être  démontré.  De  même  dans  le  produit  4 X 5 X 3 X 9,  on 
peut  faire  passer  le  9 avant  le  3,  savoir  4x5  XgX  3,  et  ainsi 
de  suite.  D'où  l’on  voit  que , sans  changer  le  produit , on  peut 
faire  occuper  successivement  toutes  les  places  au  dernier  facteur 
9,  les  autres  facteurs  restant  dans  le  même  ordre. 

Mais  à son  tour  le  nouveau  facteur  terminal  2 peut  être  . 
mis  à tel  rang  qu’on  veut  dans  chacun  de  ces  résultats , savoir, 
4x5x9X3X2=4x5X9X2X3=4x5X2XgX3=etc.. 
Donc  en.  définitive  la  place  de  chaque  facteur  est  arbitraire. 

12.  Lorsqu’il  arrive  qu’un  noinbrese  multiplie  lui-même  plu- 
sieurs fois  consécutives , comme  3 X 3 X 3 X 3 on  dit  qu’il  est 
élevé  à une  Puissance,  dont  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
de  facteurs,  qu’on  appelle  Exposant.  Ici  3 est  élevé  à la  quatrième 
pui^ance  , ce  qu’on  indique  par  3“*  = 81  ; 4 est  l’exposant  ou  le 
degré.  De  même  2’— 2X2X2=8.  On  donne  aussi  à la  deuxième  • 
puissance  le  nom  de  Carré,  et  à la  troisième  le  nom  de  Cube, 
fou  7 = 7X  7 = 343  est  le 

cube  de  7. 

Le  nombre  qui  se  multiplie  ainsi  lui-même , ou  qui  est  affecté 
d’un  exposant,  se  nomme  flacfne.* ainsi  7 estla  racine  carrée,  ou 
seconde  de  49?  1®  racine  cubique  ou  troisième  de  343,  la  qua- 
trième de  2401 , etc.  Ces  racines  s’indiquent  par  le  si.gne  ra- 
dical et  on  place,  dans  les  branches,  le  nombre  qui  en 
marque  le  degré.  ^ ^ 

7'^  = 343,  d’où  7=  V'343;  5*  =625,  d’où  5=  v/SaS. 
Lorsqu’il  s’agit  de  la  racine  2',  011  se  dispense  ordinairement 


' 0 
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tl’en  indiquer  le  degre,  et  d’écrire  le  chift're  2 sur  le  radical}  en 

sorte  que  v/  et  \/  sont  la  même  chose  : 8‘  = 64 , donc  8 = y/  64  , 

8 est  dit  la  racine,  ou  la  racine  carrée  de  64- 

i3.  Puisque  pour  multiplier  un  nombre  (n°  3) , il  suffit  de 
l’ajouter  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur, 
on  voit^que,  i".  si  l’on  multiplie  l’un  des  facteurs  par  2,  3,  4"-> 
le  produit  est  lubinême  multiplié  par  2,  3,  4*  • effet,  si , au 
lieu  de  3x  5,  je  prends  12  X 5,  chaque  fois  que  j’ajouterai  12 
au  lieu  de  3,  je  prendrai  le  quadruple  de  3,  c’est-à-dire  que  j’au- 
rai pris  de  trop  le  triple  de  3 ; le  résultat  sera  donc  composé  du 
produit 3 X 5quadruplé  : ainsi,  12  X 5est  quadruple  de  3x5, 
parce  que  12  est  quadruple  de  3.  Et  aussi  pour  multiplier  12  par 
5,  on  peut , si  l’on  veut , multiplier  3 par  5 , ei  ensuite  le  pro- 
duit i5  par  4 , parce  que  12  = 3x4-  • - 

De  même  si  l’on  divise  l’un  des  facteurs  par  2,  3,  4 -->  le  pro-  , 
duit  sera  divisé  aussi  par  2,  3,  4- 

2*.  Si  l'àn  multiplie  l’un  des  facteurs,  et  qu’on  divise  l'autre 
par  un  même  nombre , le  produit  n'est  pas  changé  : i4  X 8 
=9  X 16  , i4  est  double  de  7 , et  16  l’est  de  8.  ' 

* 3®.  Lorsque  les  facteurs  sont  terminés  à droite  par  des  zéros , 
on  pou  Uss  supprièdeHé,  pourvu  qu’à  la  suite  du  produit  on  en 
metteun paéèil  nombre.  Ainsi  3oo  x 20  devient  3 X 2,  en  ôtant 
Us  trois-cëros,  qu’on  restituera  à la  suite  du  produit  6;  on  «ira  , 

' 3ooX20=6ooo.  En  effet,  3ooX2o=3oooX2,  car3oo  est  décu- 
plé ( n°  6) , et  20  est  divisé  par  10.  Or,  dans  l’addition  de  3ooo  à 
^ lui-même,  on  voit  que  les  trois  zéros  demeurent  dans  la  somme, 
comme  provenant  des  trois  premières  colonnes;  la  suivante 
donne  3x  2=6;  donc  6000  est  le  produit  demandé.' 

, -:^i4*  Il  maintenant  de  pratiquer  la  multiplication  de 

deux  nombres  donnés  ; il  se  présente  trois  cas. 

..i*'"  CAS.  Les  deux  facteurs  n’ayant  qu'un  seul  chiffre  chacun. 

La  table  suivante,  qui  est  due  à Py  thagore,  se  forme  en  écrivant 
sur  une  ligue  horizontale  les  9 premiers  nombres , puis  ajoutant 
chacun  d’eux  g fois  successives , on  écrit  ces  produits  dans  une 
• même  colonne  verticale.  Par  exemple,  4-f-4  = 8,  8-f-4  = »2>  a 
.^ï2-1-4=i6,  16-1-4  = 20,  20-1-4  = 24,  etc. 
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Table  de  Pythagore. 
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Veut-on  trouver  le  produit  7X5,  il  suit  de  la  génération 
des  divers  nommes  de  ce  tableau  g^u'on  cherchera  7 dans  la 
première  ligne,  et  qu’on  descendra  dansla 'cordhïie~verticale 
correspondante,  jusqu’à  la  case  qui  est  dans  la  ligne  horizon- 
tale dont  5 est  le  chiffre  initial  ; cette  case  porte  35,  et  on  a 
7X5=  35.  Il  importe  de  se  rendre  familiers  les  produits  des 
nombres  simples , afin  de  ne  pas  être  forcé , chaque  fois  qu’on 
veut  les  obtenir,  de  recourir  à cette  table,  qui  n’est  elle-même 
formée  ^ue  par  des  additions  successives. 

S’il  fallait , ainsi  que  l’exige  la  déhnition  (3) , ajouter  le  mul- 
tiplicande autant  de  fois  qu’il  y a d unités  dans  le  multipli- 
cateur, l’opération  deviendrait  presque  impraticable  pour  les 
grands  nombres.  Voyons  comment  on  peut  la  réduire  à la  inùl- 
tiplication  des  nombres  simples. 

2*  CAS.  Le  multiplicateur  VL  ayant  qu'un  seul  chiffre.  Pour 
multipliei'  2967  par  4>  j’imagine,  pour  un  moment,  qu’on 
veuille  en  effet  exécuter  l’addition  de  296)7  pris  4 fois , ainsi 
qu’elle  est  faite  ci-après.  La  colonne  des  unités  ne  contiendra 
que  le  chiffre  7 écrit  verticalement  4 fois;  ainsi  cette  somme 
TI.  * 2 
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sera  7 X 4 *8  ; on  posera  8 , et  on  retieinlra  a pout 

joindre  à la  colonne  des  dixaines,  formée  du  cliiffre  6 ^ ^ 

e>rit  4 fois.  Il  faut  donc  dire  6 X 4 = *4  > ajoutanl  » ÿ/ 

1 Z?  ■ • c * » 967 

la  retenue  2,  on  a 2b  : ainsi  on  posera  b et  on  re — fflgg 

tiendra  2,  etc.  Cette  opération  revient  donc  à mul- 
tiplier chacun  des  chiffres  du  rrmlliplicande  par  le  ^ ^ 
multiplicateur,  en  commençant  par  la  droite  : on  écrit  ' 
les  ^unités  de  chaque  produit  au-dessous  du  chiffre  qui  ' ■ 868 
Fa  donné,  et  on  retient  les  dixaines  pour  les  joindre 
au  produit  suivant.  Ce  proce'dé  n’est , à proprement  parler , 
que  l’addition  même  , excepté  qu’on  se  dispense  d’écrire  plu- 
sieurs fois  le  nombre  à ajouter. 

3*  CAS.  Les  deux facteurs  étant  composés  de  plusieurs  chiffres. 
Multiplier  2827  par  532,  c’est  répéter  2327  , 

2 fois,  3o  fois,  5oo  fois,  et  ajouter  le  tout.  ^ 

I®.  On  multipliera  d’abord  2327  par  2,  comme  ^ 654...  |>ar  2 
on  vient  de  le  dire  ; 2“.  pour  former  le  pro-  ^ 5'  *îar  5 

duit  par  3o,  on  multipliera  2327  par  3,  et  , 33^  gS4~ 
on  ajoutera  un  zéro  à droite  du  produit , d’a- 
près ce  qu’on  a vu  (i3,  3°.)  ; eqfin,  pour  répéter  5oo  fois  2327, 
on  multipliera  par  5,  et  on  ajoutera  deux  zéros.  I/opération 
prend  donc  la  disposition  ci  dessus,  dans  laquelle  on  observe 
que,  comme  les  zéros  n’inflnent  en  rien  sur  l’addition , on  s’est 
dispensé  de  les  écrire  : alors  le  produit  par  3 a été  simplement 
reculé  d’un  ranq  vers  la  gauCiie,  et  le  produit  par  5 de  deux 
ranfjs.  On'  voit  donc  qu’/V  faut  multiplier  l’un  des  facteurs 
tour  à tour  par  chacun  des  chiffres  de  l’autre.  Chaque  produit 
partiel  doit  être  écrit  de  manière  que  ses  unités  soient  placées 
au  même  ordre  que  le  chiffre  du  multiplicateur  qui  les  a don— 
néés  : on  ajoute  ensuite  le  tout. 

La  multiplication  des  nombres  composés  dépend  ainsi  du  cas 
où  le  multiplicateur  n’a  qu’un  chiffre,  et  celle-ci  dépend  à son 
tour  du  cas  où  chaque  facteur  n’a  qu’un  seul  chiffre,  c’est-à-diro 
de  la  table  de  Pytlragore.  Comme  il  convient  d’être  très  exercé 
à la  pratique  de  cette  opération,  nous  eu  mettrons  ici  quelque» 
exemples. 
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Quant  au  nombre  de  chiffres  qui  composent  le  produit, 
supposons  qu'on  ait  à multiplier  3687  par  968;  la  facteur  968 
est  > 100  et  < 1000;  ainsi  le  produit  est  entre  368700  et 
3687000 , c’est-à-dire  qu’il  a 6 ou  7 chiffres.  En  général  le 
produit  de  deux  nombres  est  formé' d^ aillant  de  chères  qu’il 
y en  a dans  les  deux  facteurs;  ou  un  chiffre  de  moins.  Quand 
on  a 3 , 4>‘-"  facteurs,  le  même  raisonnement  donne  des  li- 
mites de  la  grandeur  du  produit  et  du  nombre  de  chiffres 
qui  le  composent  (■*').  ^ 

De  la  Division. 


i5.  De  même  qxie  la  multiplication  n’est  que  l’addition  réité- 
rée du  même  noTnTjfê^^'dn  petit' considérer-  la-division  comme 
une  soustraction  répétée,  le  quotient  marquant  combien  de 
fois  on  peut  ôter  le  divi.seur  du  dividende.  Si  on  veut  diviser 
8 par  2 , et  qu’on  retranche  d’abord  2 de  8 , puis  2 du  reste  6 , 
2 du  reste  4>  et  enfin  2 de  2,  on  arrive  au  reste  zéro  ; 2 ayant 
pu  être  être  soustrait  4 fois  de  8,  on  peut  regarder. 8 comme 
composé  de  4 fois  3 ; et  par  conséquent  4 est  le  quotient.  Il 
suit  de  là  que  le  quotient  qui  marque  combien  de  fois  un  nom- 


(*)  Soieifl  «t,  /3,  y la  quotité  des  chiffres  de  divers  facteurs,  a,  b,  c..., 

' ' - ' « ^ V ’ 

dont  le  nombre  est  n ; il  est  clair  que  lo  , & ^ 10  , c<^io’^...;  le  produit 


10 


',  ou  abc....  < 10”,  en  posant  m ==  » -f-  /3  y D’ail- 


leurs,  10“  ",  i > 10*”  c > 10^  V...;  d’oà  abc....  > 10" 
ou  abc...  > io”-“  : donc  le  produit  abc...  est  compris  entre  io™-“  et  io“; 
U ne  peut  avoir  au-delà  de  m chiffres , mais  il  en  a plus  de  m — n.  Ainsi  le 
produit  ru:  peut  avoir  plus  de  chiffres  que  les  facteurs  proposés  écrits  successi- 
vement comme  s'ils  ne  formaient  qu'un  seul  nombre;  mais  il  en  a plus  que  cette 
quotité  moins  le  nombre  des facteurs.  . 

2.  . 


« -I-  ^ -1-  y ~u 
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AluTHMKTIOUK. 
bre  est  répété  pour  former  un  produit,  indique  aussi  le  nombre 
de  fois  que  le  diviseur  est  contenu  dans  le  dividende } ou,  ce 
qui  e’quivaul,  le  dividende  contient  le  diviseur  autant  de  fois 
qu'il  y a d unités  dans  le  quotient.  Donc  si  l'on  veut  former  2 
parts  égales  dans  8 unités,  il  faut  diviser  8 par  2;  le  quotient 
4 exprime  la  grandeur  de  chaque  part. 

Le  dividende  n’étant  autre  chose  que  le  produit  d’une  mul- 
tiplication dont  le  diviseur  et  le  ((uolient  sont  les  deux  fac- 
teurs, il  suit  de  la  définition  et  des  propriétés  connues  (n“  i3) 
.que,  1".  on  ne  change  pas  le  quotient  lorsqu’on  multiplie  ou 
qu'on  divise  par  un  même  nombre  le  dividende  et  le  diviseur: 
36  : 9 donne  le  même  quotieutque  72  ; 18  et  que  12  1 3. 

2°.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  à droite  par 
des  zéros,  on  |K‘ut  en  supprimer  à chacun  Un  égal  nonihre  sans  . 
altérer  le  quotient  : 6000^  200,  et  60  ; 2 donnent  le  même  quo- 
tient 3o.  \ Voj.  p.  16.) 

S”.  Si  l’on  multiplie  seulement  le  dividende,  le  quotient  sera  - 
multiplié  par  le  même  nombre;  si  l’on  multiplie  le  diviseur, 
le  quotient  sera  divisé.  Qu'il  s’agisse,  par  exemple,  de  diviser  24  , 
par  3,  le  quotient  sera  8,  eu24*  3 = 8;  mais  si  l’on  double  2.4, 
ce  quotient  sera  doublé,  48  1 3 = 16  ; et  si  l’on  double  3 , le 
quotient  sera  réduit  à moitié , 24  î 6 = 4-  Knfin  48  ; 6 = 8, 
c’est-à-dire  que  le  quotient  reste  le  même  quand  on  double  le 
dividende  et  le  diviseur. 

4®.  Lorsqu’on  veut  exécuter  plusieurs  divisions  successives , 
l’ordre  dans  lequel  on  les  doit  effectuer  est  arbitraire  ) on  peut 
même  n’en  faire  qu’une  seule  , en  prenant  pour  diviseur  le  pro  -■ 
duit  de  tous  les  diviseurs.  Si  l’on  veut , par  exemple,  diviser  34 
par  2,  çt  ensuitele  quotient  1 2 par  3;  on  obtient  4 pour  résultat  ; 
mais  si  l’on  eût  divisé  par  3 d’abord , et  ensuite  par  2 , ou  bien 
si  l’on  eût  divisé  24  par  2 X 3 ou  6,  on  aurait  obtenu  de  même  4> 
Cela  résulte  de  ce  que  la  division  par  2 et  par  3 revient  à sup-  - 
primer  tour  à tour  les  facteurs  2 et  3 dans  24 , qui  est  le  pro- 
duit de  2 X 3 X 4>  0“  3X2X4-  P®*"  même  raison  , 

(6x4)  :(3x  2)  = (6:3)  x(4i3‘)  = (6:2x3)x4- 

16.  Le  quotient  de  35  : 7 est  5,  puisque  35=7  X5;  mais 


m Vision.  • 2 J 

si  l’on  veut  diviser  38  par  7,  on  décomposera  38  en  35  4-  3 , ou 
38=  7 X 5 + 3 ; la  division  ne  se  fait  plus  exacletnenl  : 35  est 
seulement  le  plus  grand  produit  de  7 contenu  dans  38,  et  3 est 
le  reste  de  cette  division. 

Si  r ’on  forme  tous  les  produits  consecutifs  d’un  nombre  par 
1 , 3,3,...  les  résultats  sont  tous  divisibles  par  ce  nombre, 
ou  en  sont  les  multiples . C’est  ainsi  que  35  est  multiple  de  7, 
ou  divisible  par  7,  tandis  que  38  ne  l’est  point. 

En  prenan^^pour  dividende  et  diviseur  deux  nombres  quel- 
conques, on  doit  donc  dire  que  le  quotient  , multiplié  par  le 
diviseur,  donne  un  produit  qui,  ajouté  au  reste , forme  le  divi- 
dende. Le  reste  est  d’ailleurs  moindre  que  le  diviseur,  puisque, 
si  celui-ci  y était  encore  contenu , le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient  ne  donnerait  pas  le  plus  grand  multiple  du  diviseur 
contenu  dans  le  dividende. 

En  multipliant  toute  l’équation  38  = 7X5+3,  par  un 
nombre  tel  que  4,  on  a i52  = si8x  5 + i3  : le  quotient  de  la 
division  de  i53  par  ?,8 , et  celui  de  38  par  7 , est  egalement  5 ; 
mais  le  reste  3 est  devenu  quadruple.  En  multipliant  le  divi- 
seur et  le  dividende  par  un  même  facteur,  le  quotient  nest  pas 
changé  , et  le  reste  est  multiplié  par  ce  facteur. 

Soient  34  et  24,  deux  nombres  qui,  divisés  par  5,  donnent 
le  même  reste  4 , leur  différence  i o doit  être  multiple  de  5 , 
car  34  = 6x5+4,  24  = 4x5  + 4,  et  retranchant  ces  deux 
équations,  ona  io  = 2X5. 

17.  La  tabledcPytbagorescrtà  trouver  leq’uotient,  lorsqu’il 
n’est  exprimé  que  par  un  seul  •chiffre , aussi  bien  que  le  divi- 
seur. Vcut-oii  diviser  35  par  7,  par  exemple,  on  descendra,  dans 
la  colonne  verticalé  du  nombre  7 , j usqu’à  la  case  qui  contient  35; 
elle  répond  à la  ligne  horizontale  qui  commencé  ]>ar  5 , eu  sorte 
que  35=  7 X 5 ; donc  5 est  le  facteur  ou  le  quotient  cherché. 

Pour  diviser  65  par  g,  comme  on  ne  trouve  pas  65  dans  la 
9*  colonne , mais63  et  72 , on  a 65=  7 X 9 + 2 : on  voit  que  7 
est  le  quotient,  et  2 Je  reste.  11  faut  se  rendre  ces  divisions  très 
lamilicres,  afin  de  nerp.is  être  obligé  tle  consulter  la  table  dç 
Pyihagore  pour  les  exécuter. 
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i8.  Yenons-eu  aux  divisions  voinposées. 

i‘'CAS.  Le  diviseur  n ayant  qu'un  seul  chiff're.  Soil  proposé 
de  diviser  40761  par  7,  c’est-à-dire  de  trouver  un  nombre 
qui,  multiplié  par  7,  reproduise  4®  761 , Si  ce  nombre  était 
connu,  on  le  vérifierait  en  le  multipliant  par  7 ; les  unités  de- 
vraient donner  le  produit  i ; en  retenant  les  dixaines  pour  les 
joindre  au  produit  suivant,  on  trouverait  de 
même  6 aux  dixaines;  le  produit  des  centaines 
donnerait  7 ; enfin  celui  des  mille,  4o.  Le  quo- 
tient  n’a  point  de  dixaines  de  mille,  puisque 
1 o 000  X 7 donne  70  000 , qui  surpasse  4®  761 . 

Concluons  de  là  que  4®  contient  le  produit  de 
7 par  le  chiffre  des  mille  du  quotient,  et  en 
outre  la  retenue  faite  sur  les  centaines.  Le 
plus  grand  multiple  de  7 contenu  dans  4®  est  35  ou  7 fois  5, 
et  4®  est  compris  entre  les  produits  de  7 par  5 et  par  6 ; si  l’on 
multiplie  7 par  Soooet  par  6000,  l’un  des  produits  sera  donc 
moindre  , et  l’autre  plus  grand  que  4®  761  ; ainsi  le  quotient 
est  entre  5ooo  et  6000 , c’est-à-dire  que  le  chiffre  des  mille  est 
5 , donné  par  le  plus  grand  multiple  de  7 contenu  dans  4®.  En 
retranchant  de  4®  ce  multiple  35,  le  reste  5 est  la  retenue  faite, 
dans  la  multiplication  par  7 , sur  les  centaines  du  quotient.  Si 
donc  on  joint  à ce  reste  5 les  autres  chiffres  761  du  dividende, 
5761  sera  le  produit  par  7 des  parties  inconnues  du  quotient  ; 
et  pour  trouver  celles-ci , il  ne  s’eigira  que  de  diviser  5761  par 
7,  question  semblable  à la  proposée  , et  qui  permet  le  même 
raisonnement. 

'On  divisera  donc  par  7 les  centaines  5'],  ou  plutôt  le  plus 
grand  multiple  de  7 renfermé  dans  57  : le  quotient  8 sera  le 
chiffre  des  centaines  du  quotient,  qu’on  posera  à droite  du  5 qui 
en  est  les  mille.  Observez  nu’il  est  inutile  de  descendre,  près 
du  reste  5 , toute  la  partie  701  du  dividende , et  que,  pour  for- 
mer le  dividende  partiel  57,  il  suffisait  de  descendre  près  du  5 
le  chiffre  7 des  centaines.  En  multipliants  par  7 , et  ôtant  le 
produit  56  de  67,  le  reste  i est  la  retenue  qui  provient  des 
dixaines,  en  sorte  que,  si  l’on  joint  6t  à ce  reste , i6i  est  le  pro- 
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duit  par  7 des  dixaines  et  des  unités  du  quotient  : pour  les  ob- 
tenir, il  faut  donc  diviser  161  par  7,  et  ainsi  de  suite.  Le  quo- 
tient demandé  est  5823. 

On  voit  qu’on  trouve  toqr  à tour  chaque  cliilTre  du  quotient, 
en  commençant  par  T ordre  le  plus  éleoé,  et  qu’il faut  sans  cesse 
descendre  près  du  reste  le  chiffre  qui  suit  dans  le  dividende, 
puis  prendre  le  plus  grand  multiple  du  diviseur  qui  est  con  - 
tenu  dans  le  nombre  ainsi  formé. 

Lorsqu’on  s’est  exercé  à ce  calcul,  ou  ne  tarde  pas  à recon- 
naître que,  dans  une  opération  aussi  simple,  il  c.st  inutile  d’é- 
crire chaque  produit  à soustraire,  parce  que  la  soustraction  su 
fait  de  suite.  Ainsi,  après  avoir  trouvé  que  4<>  C 7 donne  le  chiffre 
5 des  mille  du  quotient , on  prend  5 fois  7 , et  on  retranche  le 
produit  35  de  40  j le  reste  5 s’écrit  sous  le  o du  dividende-,  on 
y joint  le  7 des  centaines,  et  on  divise  57  par  7 , etc.  L'ope- 
ration se  réduit  alors  à la  forme  que  nous  lui  avons  donnée 
ci-contre.  Il  est  même  remarquable  qu’on  peut 
encore  l’abréger,  en  n’écrivant  pas  chaque  reste 
pour  le  joindre  aii"chiflre  qui  -suit  dans  le  di- 
vidende : par  exemple,  7 donne  5,  qu’on 
écrit  sous  4»;  le  produit  7 fois  5 ou  35,  se 
retranche  de  4<>  > et  l’on  conserve  dans  la  mé-*^„  761  ( 7 
moire  le  reste  5 , pour  le  joindre  au  7 des  cen-  5 »23  ( 
taines',  57  : 7 donne  8,  qu’on  écrit  sous  les  7 
centaines  : 7 X 8 = 56,  qui,  ôté  de  57,  donne  le  reste  i;  ce  i , 
joint  au  6 dixaine^,  donne  16;  16  27  = 2,  etc.  Ce  calcul  a la 
forme  très  simple  que  nous  avons  indiquée  ici. 

Voici  (L’autres  exemples  de  ces  divisions. 


{• 


16 

O 


58a3 


12  558 
6 269 


{■ 


8 765  / 5 
I 753 


2*  CAS.  Le  diviseur  ajrant  plusieurs  chiffres.  Proposons-noùs 
de  diviser  igiGpar  82g.  Puisque  829  X 10=  8290,  qui  surpasse 
le  dividende  1916,  le  quotient  est  inoindrp  que  10  : ainsi  le 
quotient  n a qu’un  seul  chiffre  ; supposons-le  connu  , et  on  le 
trouvera  fj^tlenieut  en  faisant  lés  produits  successifs  do  829  par 
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1,2,  3,...  jusqu'à  ce  que  ce  produit  soU  1916,  on  que  la  diffé- 
rence avec  igi6  soit  tnoindre  que  329.  Soit  5 ce  quotient. 

1916  étant  = 32g  X 5 le' reste  , si  l’on 

multiplie  par  5 les  unités  9,  les  dixaine^  et  ^ 
les  centaines  3,  et  qu’on  ajoute  le  reste  , on 
devra  reproduire  1916.  Le  calcul  indiqué  ci- 
contre  prouve  que  les  centaines  19  du>divi-‘- 
dende  sont  formées,  1°.  du  produit  i5  des  céntaines  3 du  di- 
viseur par  k quotient  supposé  5 ; 2°.  de  la  retenue  1 faite  sur  les 
dizaines;  3*.  delp  partieS  qui  provient  de  l’addition  du  reste  271. 

’ Il  suit  de  là  que,  si  l’on  pouvait  ^ter  de  19  ces  deux  retenues, 
le  reste  i5  serait  le  produit  exact  des  centaines  3 du  diviseur 
par  le  chiffre  du  quotient;  et  la  division  de  i5  par  3 ferait 
connaître  ce  chiffre.  Mais  comme  on  ne  peut  ôter  de  19  la 
doitble  retenue  qu’on  ne  connaît  pas  d’abord , on  divise  19 
par  S , prenant  ainsi  pour  dividende  un  nombre  trop  grand:  le 
quotient  qu’on  trouve  peut  être  fautif;  mais  il  ne  peut  pêcher 
que  par  excès.  Dans  notre  exemple,  19:  3dontie6;  mais  comme 
on  trouve  que  6 X Sag  = 1974  > *916  » on  reconnaît  que  le 
quotient  supposé  est  tropfqBt  : pn  essaie  5 ; et  le  produit  5x32g 
est '1645  < IQ16;  ce  qui  prouve  que  5 n’est  pas  trop  fort,  et 
que  par  con^H^ent  5 est  le  quotient  cherché.  Otant  1645  de 
1916,  on  trouve  le  reste  271 . , i" 

Concluons  de  là  que  si  le  quotient  est  ^ 1 o , c’est-à-dire  n’a 
qu’un  seul  chiffre,  il  faut  supprimer,  à droite  du  dividende  et 
du  diviseur,  un  égal  nombre  de  chiffres  ’,  et  dtviser  les  parties  qui 
restent;  le  quotient  sera  celui  qu’on  cherche , ou  le  surpassera  ; 
la  multiplication  servira  ensuite  à le  vérifer  (♦).  l^ici  quel- 


(*)  Ccst  surtout  lorsque  le  deuxième  chiffre  vers  la  gauche  du  diviseur 
surpasse  5,  que  la  tentative ‘cotaduit  à poser  un  quotient  trop  fort;  car,  dans 
la  multiplication  du  diviseur  par  le  quotient  pour  reproduire  le  dividende, 
le  produit  du  premier  chiffre  à gauche  du  diviseur  doit  être  ajouté  aux 
’iixaiiics  qui  ont  été  retenues.  Pour  i43.5  : 287,  par  exemple,  si  l’on  dit  14:2 
donne  7 ; ce  7 soin  trop  grand,  attendu  qu’en  içultipliant  287  par  7 , le  pro- 
duit 2x7  des  centaines  devrait  être  accru  de  la  retenufe  Ç^rovenant  de 
.87  X 7.  Mais  si  l’on  supfiosc  5 pour  quotient , comme  87  x^Hknnc  4 à re- 
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* ques  exemples  de  ce  calcul.  Dans  le  i*' , ou  divise  72  par  8, 
mais  on  trouve,  par  la  multiplication,  que  le  quotient gest  trop 
fort,  et' on  le  re'duit  à 8. 


72  320  f J8  369  386  782  ( 09  887 

Produit. 66  962  I 299  661  | “ — 

Reste...  5 368  ( Quotient  87  121  ( 


823  945  ( 82  476 

74^  a»4  < ^ 

8i  661  i 


Proposons  nous  maintenant  de  diviser  igi  687  par  829.  Je 
sépare  vers  la  gauche  du  dividende  la  partie  1916,  qui  soit  assez 
grande  pour  contenir  lediviseur  829;  je  fais  la  division  de  1916 
par  829 , en  suivant  la  règle  précédente  : le  quotient  est  5 , don- 
nant le  produit  i645  et  le  reste  271  ; j dé- 
cris ces  nombres  ainsi  qu’on  le  voit  ci- 
contre  : ce  nombre  5 est  le  premier  chiffre  ,er  Reste 
du  quotient,  et  désigne  les  centaines,  ou 
5oo,  attendu  que  1916  exprime  aussi  - 

centaines.  En  effet,  puisque  1916  est  coin-  3«  Reste., 
pris  entre  5 et  6 fois  le  diviseur  829,  cette 


SS’ 

2632 

658 

209 


partie  i9i6e'tai\t_slea_ceBt?jne^^  le  dividende  proposé  estlui- 
inèmc  compris  entre  5oo  et  600  fois  829  (n*  t3,  8°.);  âonc  le 
quotient  cberclié  est  composé  de  5oo  -j-  des  dixaines  et  des 
unités , qu’il  s’agit  maintenant  de  trouver. 


tenir,  et  que  14  — 4 divisé  par  2 donne  en  effet  5,  il  est  clair  que  5 est  le 
quoti^t  cherché.  . 

Observez  que,  si  l’on  remplace  287  par  3oo,  le  quotient  sera  trop  faible , 

, ooo-  ’ 

puisque,  ayant  augmenté  le  diviseur,  il  est  contenu  moins  de  fois  dans  le 
dividende  i43.5.  Si  l’on  veut  éviter  de  longues  tentatives , juand  le  deuxième 
chiffre  vers  la  gauche  du  diviseur' surpassera  5,  on  ajoutera  i au  premier  chif- 
fre, pour  obtenir  le  quotient  supposé;  mais  lorsque  ensuite  on  voudra  véri- 
fier ce  quotient  par  la  multiplication , il  faudra  rétablir  le  diviseur  tel  qu’il 
_ était.  L’erreur,  s’il  y en  a,  consiste  alors  à donner  un  chiffre  trop  faible 
pour  quotient  ; et  cette  erreur  est  manifestée  par  un  reste  qui  surpasse  le  di- 
viseur. Dans  le  cas  que  nous  considérons  dans  cette  note , il  y a quelquefois 
de  1 avantage  à doubler,  ou  tripler,...  le  dividende  et  le  diviseur,  afin  d’ame- 
ner le  deuxième  chiffre  de  celui  ci  à être  <5.  Le  quotient  n’est  point  altéré 
par  ce  calcur(n"  i5,  i®.)  * 
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Ëa  rctrancham  du  dividende  le  prodidt  de  829  par  5oo , partie  * 
connue  du  qnotient«  c'e*t>è«dire  en  ôtant  i645de  1916^  etjoii. 

' gnant  au  reste .371  la  partie  87  qu’on  avait  séparée , il  est  clair 
que  le  reste  37187  est  le  produit  de  289  par  les  dixaines  et  les 
unités  inconofics  du  quotient , plus  le  reste  : d’bù  il  suit  que,  si 
l’on  divise  27187  par  829,  on  devra  obtenir  au  quotient  ces 
dixaines  et  cea  unités. 

A^eette  question,  sémblable  à la  proposée , le  même  raisbn- 
neiueut  s’applique,  et  l’on  est  conduit  à la  même  conséquence. 
Séparons  donc  le  premier  ch üTre  à droite  7,  c’est-à-dire  descen- 
dons seulement  le  8 à la  droite  du  premier  reste  271,  ce  qui  - 
donnera 27 18  à diviser  par  829  : le  quotient  8 est,  par  la  même 
raison  que  ci-dessus,  le  chiffre  des  dixaines;  du  dividende  partiel 
2718,  ôtantle  produit  329X  8 = 2682,  le  reste  86  provient  du 
produit  de  829  par  Ig^nités,  plus  l’excès  du  dividende  total 
sur  un  multiple'  exIH^nhn , si  l’on  divise  867  par  829,  on 
obtient  les  unités  2 , et  le  reste  209.  C’est  le  même  calcul  qui 
se  reproduit  sans  cesse,  et  qui  donne  tour  à tour  les  divers 
chiffres  du  quotient,  en  vertu  d’un 
peu  de  celui  qu’on  a fait  dans  le  cas 
seul  chiffre.  t,  ' 

Donc,  pour  faire  une  division,  il  faut  séparer,  vers  la  gauche 
du  dividende,  lesphijfres  nécessaires  pour  contenir  le  diviseur, 
diviser  cette  partie  par  le  diviseur;  le  quotient  n’ aura  qu’urt 
, seul  chiffre,  qui  sera  le  premier  des  chiffres  à gauche  di^  quo- 
tient cherché,  et  son  ordre  sera  le  même  que  celui  des  unités  du 
dividende  partiel.  On  multipliera  ce  quotient  par  le  diviseur; 
on  retranchera  le  produit  du  dividende  partiel;  à la  droite  du*" 
reste , on  desceruira  le  chiffre  suivant  dans  le  dividende  pro- 
posé, et  on  recommencera  la  même  opération,  qui  donnera  Bi 
second  chiffre  du  quotient,  de  même  ordre  que  le  chiffre  des- 
cendu. On  continuera  ce  calcul  jusqu’à  ce  que  tous  les  chiffres  , 
du  dividende  soient  épuisés.  ' « 

-Sj||Vun  des  dividendes  partiels  ne  contient  pas  le  diviseur,  H 
ne  faudra  pas  oublier  de  mettre  un  xéro  au  quotient;  puis  on 
descendra  un  second  chiffre  du  dividende.  - 


lent  qui  dittere 
âent  ii’a  qu’Un 


l 


* nvisioN.  27 

Au  lieu  d’e'crire  chaque  produit  et  de  soustraire , il  est  plus 
court  d’effectuer  à la  fois  la  multiplication  et  la  soustraction. 
Par  exemple,  lorsqu’il  a fallu  multiplier  829  par  5 et  Ater  de 
1916,  voici  comment  on  a pu  opérer  : 5X9  = 4^  unités,  qu’on 
ne  peut  ôter  des  6 unités  du  dividende  1916  ; mais  ajoutez  4 
dizaines  à ce6,  et  dites  46  — 46==  1,  que  vous  poserez  sous  6. 
Comme  1916  aura  par  là  été  augmenté  de  40  t pour  oe  pus  al- 
térer la  différence  cherchée  , il  faudra  de  même  ajouter  4»  au 
nombre  à soustraire,  c’est-à-dire  retenir  4 dixninés,  qu’on  join- 
dra au  produit  suivant  2X  5=  10;  on  a donc  14  à ôter  de 
I dizaine  -,  on  dit  de  2 1 ôtez  i4  > reste* 7 ,. qu’on  écrit  sous  i , 
et  on  retient  les  deux  dizaines  ajoutées  ; enfin  5x3  +2=  1 7 , 
19 — 1 7=2  ; et  on  a le  premier  reste  271 . 

De  même,  pour  ôter  de  2718  le  produit  329X8,  on  dira 
8 X 9=72;  ajoutant  70  aux  unités8,  on  a 78 — 72  = 6,  qu'on 
pose  aux  unités , et  on  retient  7 . Ensuite  2 X 8 -4-  7 = 23  , ôtés 
de  I,  ou  plutôt  de  3i , il  reste  8 , qu’on  écrit 
sous  1,  en  retenant  3 ; enfin  ,3x8-+-  3 = 27, 
ôtés  de  27  i il  reste  o , qu’il  est  inutile  d’é- 
rrire,  etc.  L’opération  prend  alors  la  forme 
abrégée  que  nous  lui  avons  donnée  ici  (*). 

Voici  quelques  exemples  de  division. 


1916.87 
371  8 
8 67 


339 


58a* 
2 Reste. 


Reste. 


Reste. 
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...  3^6 
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74348  ' 
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70<r200.o3i  f 683679 
i65ai  o3  I ,oa4 
3847  45-  ‘ ^ 
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l 9999 


35-4  07 
a3  555 
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(*)  Ce  genre  de  calcul  seft  aussi  à vérifier  chaque  chiTIre  du  quotient  : 011 
fait  alors  l’opération  ci-dessus,  en  procédant  en  sens  contraire,  c’est-à-dire 


Digilized  : ,y  t ioogU 


I 


a8  , ARITHMÉTIQUE. 

19  Nuas  t'eroHS  observer  que^  i**.  la  division  est  la  seule  des 
({uatre  règles  qui  coinnience  par  la  {;auclio. 

7.°.  Lorsqu’on  a trouve  combien  de  fois  un  dividende  partiel- 
contient  le  diviseur,  ce  chiffre  est  toujours  précisément  celui 
qu’ondoit  mettreau  quotient.  Cependant  comme  pour  trouver 
ce  nombre  de  fois,  le  procédé  indiqué,  p.  34,  consiste  à réduire 
le  diviseur  à son  premier  chiffre  à gauche , il  se  peut  que  cette 
opération  donne  en  effet  un  chiffre  trop  fort  : mais  l’erreur  est 
dans  ce  procédé  et  non  dans  le  principe;  car  une  fois  qu’on  a 
obtenu  le  quotient  de  cette  division  partielle , on  est  assuré  que 
ce  chiffre  est  juste  celui  du  quotient  cherché. 

3°.  Chaque  chiffre  qu’on  descend  en  donne  un  au  quotient; 
l’un  et  l’autre  sont  de  même  ordre,  eù  sorte  qu’on  peut  toujours 


do  gauche  à droite  ; et  si  quelque  soustraction  est  impossible , & plps  forte 
raison  le  sera-t-elle  en  commençant  par  la  droite,  puisque  les  produits  A re- 
trancher sont  augmentés  des  retenues.  Ainsi,  pour  on  a , et  il  s'agit 

d'éprouver  le  6 qu'on  obtient,  c'est-à-dire de  s'assurer  si  le  produit  3aS  x 6 
est  chiffre  6 n'est  pas  trop  fort.  Commençons  la  multipli- 

cation par  les  centaines,  on  dira  3 x 6=::  18;  de  ig , il  reste  i,  qui,  joint  au 
chiffre  suivant  i,  donne  ii  dixaincs;  d'où  l'on  ne  peut  ùter  le  produit  des 
dixaines  6 x a ou  IQ  ; ainsi  le  6 est  trop  fort , et  on  doit  essayer  5. 

Observons  que , dans  toute  multiplication , chacune  des  retenues  ne  peut 
excéder  le  multiplicateur  qu^on  éprouve  ; s'il  est  5 , il  faudrait  que  l'autre 
facteur  fût  au  moins  10,  pour  que  le  produit  surpassât  5o.  Donc  , si  en  fai- 
sant l'épreuve,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouve  quelqu'un  des  restes 
au  moins  égal  au  quotient  éprouvé , on  est  assuré  que,  lorsqu'on  fera  l'opération 
de  droite  à gauche , et  qu'on  arrivera  â ce  même  reste , la  soustraction  sera 

possible , ainsi  que  toutes  les  suivantes.  Par  exemple , pour  , on  dira 

ioya  a 

donne  8,  qti'on  reconnaîtra  être  trop  fort  : il  faudra  donc  éprouver  7;  ce 
qu'on  fera  ainsi  qu'il  suit  : 3 X 7 =21  ; de  a.5,'  il  reste  4,  qu'on  jbint  au  6 
des  centaines  de  a5643;  on  a 46;  puis  7 x 5 = 33;  48  — 35  donne  un  reste  ^7; 
ainsi  7 est  le  quotient  cherché.  En  général,  l'épreuve  doit  être  poussée  jusqu'à 
une  soustraction  impossible,  ou  jusqu'à  un  reste  au  moins  égal  au  chiffre 
éprouvé.  Si  le  i*’’  cas  arrive,  ce  chiffre  est  trop  fort;  dans  le  a®  au  contraire 
il  ne  l'est  pas.  Il  est  rare  qu'on  soit  forcé , pour  vérifier  un  chiffre,  de  pousser 
le  calcul  jusqu'aux  unités , et  le  plus  souvcnt,<oi>Tucoanait  s'il  est  bon  dès  la^ 
seconde  soustraction. 
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désigner  à priori  la  quantité  de  chiffres  du  quotient , et  indi> 
quer  l’ordre  de  chacun.  $ 

4°.  Tout  quotient  partiel  ne  peut  exçéder  9,  qui  est  le  plus 

grand  nombre  d’un  seul  chiffre.  Ainsi,  pour  — on  dira,  il  est 

vrai,  en  17,  combien  de  fois  i ? mais,  loin  de  mettre  17  au  pro-  ,, 
duit,  il  ne  faut  éprouver  que  9,  encore  ce  chiffre  est-il  trop 
fort  ici  ; le  quotient  ti’estqueS,  qu’on  aurait  obtenu  de  suite  en 

disant-^,  au  lieu  de  — ; c’est  ce  que  prescrit  la  note,  page  ?.5.  ** 

5“.  Pour  éviter  les  erreurs,  il  conviendra  de  marquer  d’un 
point  chaque  chiffre  du  dividende,  à mesure  qu’on  l’aura  des- 
cendu. 


Décomposition  en  facteurs  premiers.  Propriétés  des 

diviseurs  communs  à plusieurs  nombres. 

% 

10.  On  dit  qu’un  nombre  est /irem/er,  lorsqu’il  n’est  cxacie- 
inent  divisible  que  par  lui-même  et  l’unité  : tels  801117,  11,  2, 1. 
Deux  nombres  qui,  tels  que  21  et  4®  T n'ont  d’autre  diviseur 
commun  que  l’unité,  sont  dits  premiers  entre  eux 

21.  Lorsqu'un  nombre  est  divisible  par  un  autre,  tous  Icf 
multiples  du  premier  sont  aussi  divisibles  pçr  le  second.  Si  1 8 
' est  multiple  de  2,  3 X «8 , qui  revient  à 18  i8  -1-  18,  est  di- 
visible par  3,  puisque  chatfue  partie  est  multiple  de ï*. 

33  Supposons  qu’après  avoir  obtenu  le  produit  de  32  par 
>57,  on  divise  ces  trois  nombres  par  un  autre  (juelconque,  tel 
que  9,  examinons  ce  qui  arrivera  (*)  : 32  étant  décomposé  en' 


' (■*)  Si  l’on  diviso  deux  facteurs  entiers  F et  P par  un 

nombre  quelconque  n,  ils  recevront  la  forme  ci-contre, 
y et  y'  étant  les  quotiens  entiers , r et  r'  les  restes.  En 

examinant  les  termes  du  produit  FP,  on  reconnaît  qu’ils  „„  . 

, , y IX  1-  . FP  = aq’n»  + q'nr 

contiennent  tous  le  facteur  n,  rr  excepte.  Donc,  en  divi-  +anr'  -4-  /•/' 

. , . . fP'^'-  >r  , . — 

sant  le  produit  par  n,  011  voit  que  ^ — doivent  . 

donner  le  même  reste. 


F=qn  -f.r 
P=zq'n-hr' 
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9X3-f-5,  si  l’on  multiplie  par  157,  la  premièie  partie  sera  . 
un  multiplie  de  9;  elle  produit  proposé  étant  divisé  par  9,  doit 
donner  le  même  reste  que  5 X i5'].  Mais  de  même  167  se  dé- 
compose en  9 X 17  4 i multipliant  par  5 et  divisant  par  9, 

le  reste  dont  il  s’agit  est  le  même  que  celui  de  4 X 5 ; ainsi  le 
reste  de  la  division  tf  un  produit  est  le  même  que  eelui  que  donne 
le  produit  des  restes  des  deux  facteurs. 

a3.  Avant  de  nous  occuper  de  la  recherche  des  diviseurs  des 
nombres , problème  d'une  grande  importance , proposons-nous 
de  trouver  le  plus  grand  nombre  qui  puisse  diviser  exactement 
deux  nombres  donnés,  tels  que  3iz  et  i32  ; c’est  ce  qn’on  ap-  , 
pelle  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Observons  que  si  i3î  divisait  exactement  3i2,  lii  serait  le** 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres , puisque  1 32  ne 
peut  être  divisible  par  un  nombre  plus  grand  que  lui-même.  , 
On  essaiera  donc  cette  division  , 3 12  ; i3a  ; mais  on  trouve  le 
quotient  2 , et  le  reste  48,  savoir  , 

3i2  = 2 X i32-j-  48. 

Divisons  toute  cette  équation  par  un  nombre  quelconque  3 qui 
divise  exactement  3i2  et  i32;  ce  nombre  3 divisera  aussi 
a X i32  (n°  2 1)  ; 48  doit  donc  être  aussi  divisible  par  3 , puis- 
que le  quotient  48  ! 3 , ajouté  à celui  de  2 X i32,  doit 
donner  pour  somme  le  quotient  de  3 12  : 3,  et  que  ces  deux 
derniers  quotiens  sont  entiers.  Concluons  de  là  que  tout  divi- 
seur commun  à deux  nombres,  divise  aussi  le  reste  de  la  divi- 
sion de  l’un  par  Vautre. 

• Maintenant,  supposons  que  12  soit  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun ci-dessus  cherché,  et  divisons  toute  l’équation  par  lajnous 
aurons  26=2  X ii-|-4-0''  le*  quotiens  26  et  11,  doivent  être 
premiers  entre  eux,  puisque,  sans  cela  , lane  serait  pas  le  plus 
grand  diviseur  de  3i2  et  i32.  De  même  1 1 et  4 ne  peuvent 
avoir  de  diviseur  commun  , puisque  ce  nombre  devrait  aussi 
diviser  26,  savoir,  26  et  ii,  contre  ce  qu’on  vient  de  dire.' 
Ainsi  12  est  à la  fois  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i2 
et  i3a,  et  aussi  de  i32  et  48.  D’où  l’on  voit  que  la  question 


s 
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se  réduit  à cliercber  le  plus  grand  diviseur  coininuii  de  182  et 
48,  problème  plus  simple , puisque  48  <[ 3 12. 

Eu  raisonnant  de  même  sur  48  et  182,  on  prouvera  qu’il 
fautMiviser  i32  par  48;  que  si  la  division  se  faisait  exacte- 
ment, 48  serait  le  plus  grand  diviseur  commun  cherché;  et 
que,  comme  on  trouve  36  pour  reste,  ce  diviseur  est  le  même 
que  celui  de  48  et  36. 

Divisant  48  par  36,  on  verra  que  le. 
plus  grand  commun  diviseur  demandé,!  3,,^  ,3,^  I 48  I 36  I ri 
est  celui  de  36  et  12  ( reste  de  la  divi-  ] "ô" , T | T | T 
sion  de  48  par  36)  ; enfin  12  divisant 

36,  c'est  12  qui  est  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i2  et 
• 32.  On  donne  au  calcul  la  disposition  ci-contre;  où  chat(ue 
reste  est  écrit  à la  droite  du  diviseur,  pour  qu’il  occupe  la 
place  convenable  à la  division  subséquente. 

Donc  pour  trouver  le  plus  grand  diviseur  commun  de  deux 
nombres , divisez  l'un  par  l'autre } divisez  ensuite  le  diviseur 
par  le  reste,  et  continuez  de  même  à prendre  chaque  reste  pour 
diviseur  du  reste  précédent , jusqu’à  ce  que  vous  trouviez  un 
quotient  exact;  ce'  quotient  sera  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun cherché. 

Voici  encore  deux  opérations  de  ce  genre,  l’une  pour  2961 
et  799;  l’autre  pour  1 15  et  6g;  les  plus  grands  diviseurs  com- 
muns sont  4?  et  23. 

•I96ij799|564|a3.')|(>4|47  "5|69j_46j^ 

24-  Remarquez  que,  1°  les  restes  étant  sans  cesse  décrois- 
.sans,  on  doit  arriver  ù un  diviseur  exact,  ne  fût-ce  que 
l’unité  : quand  le  plus  grand  commun  diviseur  est  un , les 
deux  nombres  proposés  .sont  premiers  entre  eux.  C’est  ce  qui 
arrive  pour  5o  et  21 . Il  est  fdcheux  <le  ^e  pouvoir  reconnaître 
ce  cas  à priori,  puisqu’on  a fait  tous  les  frais  d’un  calcul 
inutile. 

2°  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  devant 
diviser  tous  les  restes  successifs  qu’on  trouve  dans  l’opération  , 


ï 
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si  l’un  de  cCs  restes  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas 
le  reste  précédent , on  est  assuré  que  le  calcul  doit  se  terminer 
par  l’unité , seul  diviseur  des  nombres  proposés.  Par  exemple, 
pour  824  et  3ig,  on  arrive  au  nombre  premier  53  qui  ne  di- 
vise pas  i33  : il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  le  calcul  pour  ^ 
conclure  que  l’unité  est  le  seul  diviseqr  commun. 


3°.  Le  raisonnement  précédent  prouve  aussi  que  tout  di- 
viseur de  3i2  et  i32  , tel  que  3,  divise  aussi  48,  puis  36  et 
13,  c’est-à-dire  tous  les  restes  successifs  de  l’opération  : en 
.sorte  que  tous  les  diviseurs  de  12  doivent  aussi  diviser  3i2  et 
i33,  et  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété,  savoir, 
I,  2,  3,  4i  6 '2-  Donc  tout  diviseur  de  deux  nombres  divise 

leur  plus  grand  commun  diviseur;  et  pour  obtenir  tous  les  /ac- 
teurs communs  à deux  nombres , il  ne  faut  que  chercher  les 
facteurs  de  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

4°.  Si , dans  le  coure  des  calculs , on  reconnaît  qu’un  nom- 
bre divise  deux  restes  successifs  , 011  supprimera  ce  facteur 
dans  le  dividende  et  le  diviseur , et  on  continuera  l’opération  ; 
lorsqu’on  aura  trouvé  le  diviseur  commun,  il  faudra  le  multi- 
plier par  le  facteur  supprimé.  C’e%t  ainsi  que  483o  et  35'jo  sont 
mnltiple.s  de  lo^  prenant  donc  483  et  on  fait  la  division  , 
et  on  a le  reste  126,  qui,  ainsi  que  367 , est  divisible  par  3 : 
ôtant  ce  facteur  3 , on  opère  sur  1 19  et  4^  , dont  le  commun 
diviseur  est  7 ; ainsi  celui  de  483o  et  3670  est  iox3X7=2io. 

Mais  si  l’on  reconnaît  que  l’un  des  restes  a un  facteur  pre- 
mier qui  ne  divise  pas  le  reste  précédent , on  peut  le  suppri- 
mer, sans  que  le  diviseur  commun  soit  changé.  En‘ cherchant 
(p.  3i)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  2961  et  799,  on 
voit  que  le  reste  564  multiple  de  12  = 3x4=  d’ailleurs  le 
diviseur  799  n’est  divisible  ni  par  3 , ni  par  2 ; supprimant  ce 
facteur  12,  564  est  remplacé  par  47  ; on  trouve  le  quotient 
exact  17,  ainsi  4?  grand  commun  diviseur  cherché.  ' 

Cela  résulte  de  ce  qui  a été  dit  (3“). 


8a4  ' nombre  premier. 


■ Digitizt-- 


r 


FACTEÜHS  DES  NOMBRES.  35 

a5.  Si  le  produit  de  deux  facteurs  est  divisible  par  un  nom- 
bre qui  soit  premier  avec  l’un  d’eux,  ce  nombre  doit  diviser 
Vautre  facteur.  Par  exemple^  56  X 45,  ou  a52o  , est  divisible 
, par  i5  qui  est  premier  avec  56;  je  dis  que  i5  doit  diviser  45  • 
car  i5  divise  visiblement  i5  X 45,  et  aussi  56  X 45  (par  hy- 
pothèse); donc  1 5 doit  diviser  le  plus  f^rand  commun  diviseur 
(25,  3 ) qui  est  45,  puisque  56  et  i5  n’ont  que  i pour  fac- 
teur commun. 

I . Deux  facteurs  moindres  qu’un  nombre  premier,  ne  peu- 
vent donner  un  produit  divisible  par  ce  nombrç. 

2®.  produit  de  deux  nombres  premiers  ne  peut  admettre 
d’autres  diviseurs  que  ces  mêmes  nombres,  outre  l’unité  et  le 
produit  même. 

3®.  Plusieurs  facteurs  5 >?8  x 9 X 1 1 ne  peuvent  former 
un  produit  divisible  par  un  nombre  premier  3 , qu’autant  que 
l’un  des  facteurs  au  moins  est  divisible  par  3. 

4 . Si  un  produit  est  divisible  par  un  nombre  non  premier,  il  , 

faut  qu’on  retrouve  tous  Us  facteurs  de  ce  dernier  parmi  ceux 
qui  constituent  Us  nombres  multipliés.  Ainsi  10X70  est  divi- 
. sible  par  28,  attendu  que  28  = 2 X 2 X 7;  que  le  premier  fac- 
teur  2 se  trouve  dans  i o =2  X 5 ; et  le  second  2 , ainsi  que  7 
dans  70  = 2 X 7 X5  : le  quotient  est  5x 5.  Mais  si  quelqu’un 
des  facteurs  du  diviseur  manquait,  la  division  du  produit  serait 
impossible  exactement.  Donc,  si  plusieurs facteurs  sont  pre- 
miers avec  un  nombre  quelconque , U produit  l’est  aussi  • et  si 
ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux,  et  qu’un  nombre  soit 
divisible  par  chacun  d’eux,  il  le  sera  aussi  par  leur  produit  et 

par  les  produits  qu’on  forme  en  combinant  ces  facteurs  2 à*2 
3 à 3 ’ 

26.  Il  n'jr  a qu’un  seul  système  de  facteurs  premiers,  capable  ' 

de  produire  un  nombre  donné.  Par  exemple  , 36o=2’c<  ^ x 5 
ne  peut  être  produit  par  d’autres  facteurs  premiers  , tels  que 
7 X11X2;  car  on  aurait  2>x  3>x 5=  7 x 1 1 X2  , et  il 
s ensuivrait  que  le  premier  membre  serait  inultinle  de 
^ contre  œ qu’on  a vu  (4®.).  On  ne  peut  donc  admettre  pour  36o 
que  ks  facteurs  premiers  2 , 3 , et  5,  et  il  reste  à faire  voir  qu'on 


I 
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ne  peut  leur  donner,  qu’un  système  d’ezposans;  qu’on 
par  exemple,  360.7;  3 X 3^  X 5'.  En  effet,  il  en  résulterait 
3^  3*.  5 = %.3?.S\  on,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 
3’  = 3 X 5*  ce  qui  est  absurde  (4  .).  , ~ . 

Si  deux  nombres , tels  que  f et  1 1 , sont  premiers  entre 
eux,  deux  pnissance.s  quelconquesde  7 et  1 1 , telles  que  7^  et  1 
sont  aussi  premières  entre  elles;  puisque,  si  elles  avaient  un 
facteur  commun,  il  le  serait  aussi  de  7 et  de  1 1. 

Soirùn  cube  exact,  tel  que  8000  = ao^  : si  l’on  décomposé 
30  en  4 X 5 , 8000  sera  le  cube  de  4 X 5 ; mais  , comme  la 
multiplication  permet  d^mtervertir  l’ordre  des  facteurs , on  a 
8ooo=4^XîP.  On  voit  donc  que  chaque  facteur  se  trouve  élevé' 
au  cube.  On  peut  en  dire  autant  de  toute  puissance,  quels  que 
soient  les  facteurs.  Donc,  si  un  nombre  est  une  puissance  exacte, 
en  le  décomposant  en facteurs  premiers,  chacun  doit  être  affecté 
d’un  exposant  multiple  de  la  puissance. 

37.  .Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  ^ 
on  le  divisera  d’abord  par  2 , autant  de  fois  successives  que  celà 
' sera  possible , et  le  nombre  proposé  sera  le  produit  d’une  puis- 
sance des  par  on  quotient  connu,  non  divisible  par  2.  On  es- 
saiera de  même  la  division  de  ce  quotient  par  3 , autant  de  fois 
qu’il  se  pourra , et  il  sera  le  produit  d’une  puissance  de  3 par 
un  nouveau  quotient  connu,  non  divisible  par  3.  On  continuera 
de  même  à éprouver  si  la  division  est  possible  par  tous  les 

nombres  premiers  consécutifs  5,  7,  ii,  i3 Le  nombre 

proposé  sera  le  produit  de  ces  divers  uombres  premiers,  chacun 
élevé  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  divisions  qu’il 
a effectuées.  i ; .K.  » , ^ 

Pat  exemple , pour  36o , on  divisera  par  2 , 
puis  le  quotient  180  par  2,  enfin  90  par  23  ^ 
comme  le  troisième  quotient  45  n’est  plus  ^ 
divisible  par  2 , on  a 36o  = 2^  X 45-  On  di-  ,5 
visera  45  pa»’ 3 ; on  aura  45  = 3* X 5,  d’où  * ® 

36os=3'*X  3’  X 5.  La  décomposition  est  ici 
terminée,  parce  que  5 est  un  nombre  premier.  On  donne  or- 


2 
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dinairement  au  calcul  la  disposition  ci-contre,  afin  de  mieux 
voir  la  série  des  facteurs. 

On  trouve  de  même  que  aio  = a x 3 X 5x  7 C*;. 

Ce  procédé  conduit  au  but  par  un  nombre  limité  d’essais.  On 
sait  d’ailleurs  que  la  résolution  en  facteurs  ne  peut  produire' 
qu  un  seul  i-ésultat  (a6). 

La  uble  qu’on  trouve  à la  fin  de  l’arithmétique,  peut  faci- 
liler  cette  opération. 

Ce  pi-océdé  donne  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres;  car  en  décomposant  ces  nombres  en  leurs  fac- 
teurs premiers,  ce  diviseur  est  le  produit  de  tous  ceux  de  ces 
facteurs  qui  sont  communs,  chacun  avec  le  plus  petit  exposant 
dont  il  se  trouve  affecté  dans  l’un  et  l’autre.  Ainsi 

3ia  = 2^X3xi3,  i3a  = a-x3xii; 

le  plus  grand  commun  diviseur  est  a» x 3=ia,  comme  p.  3i, 

28.  Il  arrive  quelquefois  que  les  essais  qu’on  tente  ne  réus- 
sissent point,  et  qu’on  ne  trouve  aucun  diviseur  exact,  soit  du 
nombre  proposé,  soit  de  l’un  des  quotiens  auxquels  on  est  con- 
duit ; alors  ce  nombre,  ou  ce  quotient,  est  premier , et  on  ne 
peut  en  opérer  la  décomposition  en  facteurs.  Mais  011  doit  re- 
marquer que  ces  tentatives  inutiles  de  division  ne  doivent  être 
poussées  que  jusrfu’à  la  racine  carrée  du  nombre  qu’on  veut 
dit>iser.  En  effet,  puisque  ce  nombre  est  le  produit  de  sa  racine 
par  ellc-iiiêine , et  qu  on  ne  peut  faire  croîtu'e  l’un  des  facteurs 
sans  que  l’autre  décroisse,  pour  que  le  produit  reste  le  même  (i3) 
on  voit  que  si  ce  dividende  a l’un  de  ses  facteurs  plus  grand  que 
la  racine,  l’autre  facteur  doit  être  moindre;  en  sorte  qu’un 


(*)  Soient  a,  fi,  y...,  les  nombres  do  fois  qu’on  a pu  diviser  un  nombre  N 

parles  nombres  premiers  a,  b,  c.. . .;  on  a yV=«“  x x c’'  x iV  n’est 
divUible  ( n»  aS)  que  par  les  divers  termes  du  produit 

nombre  des  t.rmes  du  produit,  ou  la  quotité  des  diviseurs  de  iV  4t 

(i-|-«)  (i +/B) 

3,  . 
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nombre  ne  peut  être  divisible  par  une  quantité  qui  surpasse  sa 
racine  carrée,  à moins  qn’il  ne  le  soit  aussi  par  une  quantité 
moindre  que  cette  racine;  Or,  quoiqu’on  n’ait  essayé  que  des  di- 
viseurs premiers,  on  est  sûr  que  d’autres  nombres  non  premiers 
V ne  pourraient  diviser  ( n°  i5,  4*0  ! ainsi  l’on  a par  là  reconnu 
qu’il  n’existe  pas  de  diviseur  moindre  que  la  racine  du  divi- 
dende t il  n’y  en  a donc  pas  non  plus  qui  surpasse  celte  racine. 

Par  exemple,  12^  n’esi  divisible  ni  par  2,  3,5,  7,  niii,.à 
.plus  forte  raisoii  par  4,  6,  8, 9 et  10 et  comme  |/  127  est  entre 
Il  et  12,  on  est  assuié  que  127  est  un  nombre  premier. 

i5a4  est  divisible  par  3 et4>  et  on  a i524  = 2*x  3 X 127  s 
ou  voit  ensuite  que  5,  7,  11,  ne  divisent  pas  127.  Sans  pousser 
plus  loin  les  tentatives,  on  reconnaît  que  127  est  premier , et 
la  décomposition  de  i524  est  terminée. 

29.  Chercbous  maintenant  tous  les  diviseurs  d’un  nombre 
donné.  On  le  décomposera  en  facteurs  premiers,  et  l’on  sait 
( n“  27)  que  si  l’on  affecte  quelques-uns  de  ces  facteurs 
d’un  exposant  quelconque',  égal  au  plus  à ceux  dont  ils  sont 
affectés  dans  le  nombre  propose , un  aura  uu  diviseur  de  ce 
nombre  ; et  qu’il  faut  effectuer  toutes  les  combinaisons  possi- 
bles de  cétte  espèce  pour  être  assuré  de  n’avoir  omis  aucun  di- 
viseur. Voici  un  moyeu  de  n’oublier  aucune  de  ces  combinai- 
sons : reprenons  l’équation  36o  = 2^  X 3*  X 5 ; avec  2^  on 
formera  la  suite  i , 2 , 2*,  2^  ; avec  3’  on  formera  1 , 3, 3'  ; enfin  , 
5 donnera  i , 5.  D’abord  cbacun  de  ces  termes  est  diviseur  de  36o: 
en  outre  si  l’on  multiplie  tous  les  nombres  de  la  première  suite 
par  tous  ceux  de  la  deuxième,  et  le  résultat  par  tous  ceux  de  la 
troisième,  on  aura  vi.siblemcnt  toutes  les  combinaisons;  011 
' sera  donc  assuré  d’avoir  tous  les  diviseurs  cbercliés,  qui  sont 


4,  5,  6,  8,  9,  10,  12,  i5,  18,  ao,  a4,  3o,  36, 
45,  60',  7a,  96,  tao,  i8û,  38oi 


Pour2io  = 2X  3 X 5x  7,  on  formera  le  produit 
par  I et  3 , par  i et  5 , et  par  i et  7 ; et  on  aura 


, 3,  5,  6,  7,  10,  14,  i5,  ai,  3o,  35,  4a,  70,  )o5,  aïo. 
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Pour 675=3^ 5*,  fornioz  (i+3+9+-27)X(i 4-5+25),  d’où 
I,  3,  5,  9,  i5,  2Ü,  37,  45,  75,  i35,  2o5,  675. 

3o.  Puisque  le  plus  grand  coininuii  diviseur  de  deux  nombres, 
doit  diviser  tous  les  restes  donnés  par  l’opération  indiquée, 
elierclioiis  les  quotieiis  successifs  de  ces  divisions.  Reprenons 
l’exemple  de  2961  et  799,  p-  3i; 
et  cherchons  coyibien  47 
est  contenu  de  fois  dans  la 

série  des  diviseurs.  11  est  63  17  la  S 2 i 

d’abord  visible  qu’il  est  i 

fois  dans  47  > et  2 fois  dans  94  ; on  posera  1 sous  47  et  2 sous 

94.  On  a 235  = 2 X 94  -I-  4?  I d’où  ^ ~ ^ ^ ?7 

= 2X2+1,  ou  5,  qu’on  écrira  sous  235.  Ce  chiffre  5 a été 
obtenu  en  multipliant  entre  eux  les  deux  chiffres  écrits  sous 
94,  et  ajoutant  au  .produit  le  1 qui  est  à droite  dans  la  der- 
nière ligne.  De  même,  pour  obtenir  le  quotient  de  564  par 

- • - . ^ 564  f 

47 , on  a 564  = 2 X 235  + 94 , d’où  = 2 î<  5 + 2 = 12, 

qu’on  posera  sous  564-  On  continuera  à multiplier  entre  eux 
les  deux  chiffres  écrits  sous  564,  ot  à ajouter  le  chiffre  à droite. 
Voici  la  série  des  calculs  à partir  du  chiffre  5. 

3X2+1=  5,  3X5  + 3 = IJ, 

I X 13  + 5 = 17,  3 X 17  + 13  = 63. 

Ce  calcul,  auquel  nous  trouverons  par  la  suite  (n”595) 
une  grande  utilité,  peut  ici  lious  servir  à composer  deux  nom- 
bres pour  lesquels  ou  donne  le  commun  diviseur,  le  nombre 
de  divisions  nécessaires  pour  le  trouver , et  les  quotiens  succes- 
sifs. Après  avoir  écrit  ces  quotiens  formant  la  deuxième  ligne, 
on  en  déduira  la  troisième  Hgne  par  le  calcul  ci-dessus  ; enfin 
prenant  les  deux  plus  grands  résultats,  on  les  multipliera  par 
le  facteur  commun  proposé. 

Voici  encore  deux  exemples,  l’un  pour  ii5  et  6g,  dont  le 
commun  diviseur  est  a3  qu’ils  contiennent  5 et  3 fois;  l’auti^ 
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pour  3o85  et  910,  qui  contiennent  617  et  182  fois  le  diri- 

3p86  | ao  | — 

617  18a  71  40  9 4 ' 

31.  Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les, 
quatre  nombres  i5o,  90,  4©  et  200,  on  trouvera  d’abord  celui 
de  i5o  et  90,  qui  est  3o;  le  nombre  cherché  est  donc  déjà  un 
des  facteurs  de  3o;  puis  on  trouvera  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  3o  et  4o,  qui  est  10  ; enfin  celui  de  10  et  200 , qui 
est  lo  ; c’est  le  nombre  cherché.  Les  quatre  nombres  proposés 
n'ont  donc  d’autres  diviseurs  communs  que  i « 2,  5 et  10.  Ce 
procède  s’applique  à tant  de  nombres  qu’on  voudra. 

32.  Étant  donnés  plusieurs  nombres , tels  que  2,  3,  4»  ® 

et  12,  cherchons  le  plus petil^nombre  divisible  par  chacun.  Il 
est  d’abord  clair  que,  puisque  2,  3,  4 et  6 sont  contenus  exac- 
tement dans  8 ou  12 , tout  nombre  divisible  par  ces  deux  der- 
niers, le  sera  nécessairement  par  les  autres,  auxquels  il  est 
par  conséquentluulile  d’avoirégard.  En  comjmsant  un  nombre 
qui  renferine  tous  les  facteurs  de  8 et  12,  on  est  assuré  qu’il 
est  divisible  par  tous  les  nombres  dopnés  ; et  si , en  outre,  il  ne 
contient  que  les  facteurs  de  8 et  12,  il  est  le  plus  petit  divi- 
dende demandé.  Ainsi , on  a 2^  X 3 , ou  24 , pour  le  nombre 
cherché.  On  voit  donc  que  , pour  obtenir  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  des  quantités  données , après  avoir  supprimé  celles 
qui  divisent  exactement  les  autres jOnne  s’occuperaquedecelles- 
ci,  quon  décomposera  en  leurs  facteurs  premiers.  Le  nombre 
cherché  sera  formé  du  produit  de  tous  ces  facteurs,  chacun  élevé 
à la  puissance  la  plus  haute  qui  l'affecte  dans  ces  divers  ré- 
sultats. 

De  même  pour  2,  3,  5,  10,  i5,  8,  24,  ta  et  6,  comme 
2,3,  6 , 8 et  12  divisent  24,  et  que  5 divise  10 , on  n’aura, 
égard  qu’à  10  , i5  et  24 , ou  2 X 5,  3 X 5 et  2*  X 3 ; le  plus 
petit  dividende  cherché  est  donc  2'^  X 3 X 5 = 120. 


seur  5. 


"5 
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Des  Conditions  pour  qu’un  nombre  soit  divisible 

par  2,  3,  5,  7 

. » 

33.  On  (lit  qu’un  nombre  est  pair,  quand  il  est  divisible  par  a. 
Soit  un  nombre  quelconque,  tel  que  476 ; on  le  décompose  en 
dixaines  et  unités , savoir,  470  4-6=47X10  + 6:  la  première 
partie  47  X 1 o est  divisible  par  a ; il  faut  donc  que  la  seconde 
le  soit,  pour  que  le  nombre  propose' soit  un  multiple  de  2.  Ainsi 
tout  nombre  terminé  par  un  chiffre  pair  jouit  seul  de  la  pro- 
priété d'être  pair,  oit  divisible  par  a . 

En  décomposant  le  nombre  en  deux  parties,  dont  l’une  soit 
formée  des  a , 3 , . . . derniers  chiffres , on  voit  de  même  que, 
pour  qu’il  soit  divisible  par^,  il  faut  que  les  deux  derniers  chif- 
fres fassent  un  multiple  de  4 ; pour  qu’il  le  soit  par  8 , que  les 
trois  derniers  fassent  un  multiple  de  8,  etc. 

De  même , un  nombre  n’est  multiple  de  5 qu  autant  qu’il  est 
terminé  par  o ou  5.  11  n’est  divisible  par  10,  que  lorsqu’il  l’est 
par  2 et  par  5,  c’est  é diiM  lorsqu'il  est  terminé  par  un  zéro. 
On  trouverait  aussi  les  conditions  de  la  divisibilité  par  a5,  ^ 
5o,  etc.  ^ 

34.  Un  nombre,  tel  que  27642 , revient  à 

2. 1 +4*  • pouf  trouver  le  reste  de  la  divi- 

•sion  par  un  autre  nombre,  tel  que  7,  divisons  1 , 10,  io“,io'^... , 
par  7.  Le  reste  de  î est  i,  celui  de  10  est  3;  celui  de  100,  ou 
lo’,  est  le  carré  de  S fvqT".  n°  22),  ou  plutôt  9 — 7 = 2.  De 
même  celui  de  io\  ou  10’  X 10,  est  3 X 3,  ou  6;  celui  de  to* 
est  6 X 3=  18,  ou  18— - 14  = 4 » Un  multipliant  chaque 

reste  par  3,  et  ôtant  7,  s’il  est  possible,  on  aura  donc  ainsi  les 
restes  successifs  i , 3,  2, 6,  4,  5,  de  la  division  par  7,  des  nom- 
bres 1 , 10,  10*,  10®,  io<  et  10*;  mais  arrivé  à 10®,  le  reste  est 
5 X 3 = 1 5 , ou  plutôt  1 5 — 1 4 = I ■ Une  fois  qu’on  retrouve 
le  reste  i , c’est  une  conséquence  du  calcul  même  qui  cônduit 
à ces  résultats  consécutifs , qu’on  les  verra  se  reproduire  pério- 
diquement, en  sorte  qu’en  poussant  indéfiniment  les  divisions 
par  7 des  puissances  successives  de  to,  on  retrouvera  toujours 
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CCS  restes  dans  le  même  ordre.  Les  nombres  (i,  3,  3,6,4>  5) 
qui  se  reproduisent  continuellement,  sont  ce  qu’on  nomme  la 
Période.  Le  reste  de  lo*®  est  le  même  que  celui  de  10*®,  de 
10'^,  10®,  10*,  en  ôtant  les  multiples  de  6 compris  dans  2&, 
attendu  que  la  période  a 6 termes;  ce  reste  est  2.  Celui  de  to’’® 
est  le  même  que  pour  10',  ou  3. 

On  pouvait  d’avance  être  assuré  de  l’existence  de  cette  pé- 
riode ; car  les  restes  de  ces  divisions  par  7 étant  '<  7 , il  ne  doit 
au  plus  y avoir  que  ces  six  restes  i , 2,  3, 4t  viennent 

seulement  dans  un  ordre  différent  de  celui-ci  : on  est  certain  de 
ne  pas  trouver  zéro  (n°  aS),  la  division  ne  pouvant  être  exacte. 

Il  s’ensuit  donc  qu’on  doit , après  six  divisions  au  plus,  retom- 
ber sur  l’un  des  restes  obtenus  ; alors  la  période  recommence, 
puisqu’il  faut  reproduire  les  mêmes  multiplications.  Or  si  10'* 
et  lo'*  donnent  le  même  reste,  la  différence  10'®  — ro‘*  ou 
10'*  (10® — i)cst  multiplede  7 (n“  16)  ; et  comme  10“  n’a  aucun 
facteur  commun  avec  7 , il  faut  (n°  25,  4°>)  io®-i  soit 
divisible  par  7,  c’est-à-dire  que  10®  : 7 donne  | pour  reste, 

I*'  terme  de  la  période.  Et  puisque  tout  autre  diviseur  que  7 
qui  serait  premier  avec  10,  conduit  à la  même  conséquence, 
on  voit  que  quel  que  soit  le  diviseur  premier  avec  10  de  la 
suite  indéfinie  1 , 10,  io“,  10®. . . . les  restes  successifs  forme- 
ront toujours  une  période , dont  les  termes  seront  en  nombre 
moindre  que  ce  diviseur  n'a  d’unités;  la  période  commence  au 
premier  reste  un  (*). 

1®.  Prenons  9 pour  diviseur , le  reste  de  10  : 9 est  i ; donc 
la  période  est  le  seul  chiffre  i ; c’est-à-dire  que  toute  puissance 
de  10,  divisée  par  g,  donne  le  reste  i.  On  peut  en  conclure  %•  ■ 


(■*)  Qnand  la  quotité  des  termes  de  la  période  d’un  diviseur  pAmier  n’eat 
pas  précisément  ce  diviseur  moins  un , elle  est  partie  aliquote  de  ce  noml>re. 
C’est  ainsi  que,  pour  i3 , la  période  n’a  pas  in  termes,  mais  seulement  6 , e* 
Sdivise  la.  De  même,  pour  le  diviseur  11,  la  périoden’a  qw  a termes  ; et  a 
cal  facteur  de  1 1— i , ou  10  : enfin  pour  87 , la  période  est  formée  de  3 nom.- 
bres  seulement,  36-  admet  le  facteur  3.  (Voj^.  les  Recherches  arith.  de 
Gauss,  n®  3 la.) 
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( n®  aa)  <[ue  20,  200. . . , divisés  par'c),  domicnt  le  reste  2 ; 
que  3o,  3oo.,..  donnent  3;  que  ^o,  — donnent  4»  etc- 

Or,  ùn  nombre  tel  que  S^SS  peut  être  décomposé  en  unités, 
dixaines, . . . , ou  8060  700  -f-  5o  + 3 ; en  divisant  par 

les  restes  sont'8  + 7 + 5 -f- 3 :=23;  ainsi  le  reste  de  la  divi- 
sion d’un  nombre  par  g est  le  meme  que  le  reste  que  donnerait 
la  somme  de  ses  chiffres  considérés  comme  exprimant  de  sim- 
ples unités.  Rien  n’est  donc  plus  aisé  que  de  trouver  le- reste 
de  la  division  d’un  nombre  par  g : pour  8763,  par  exemple, 
ce  reste  est  le  même  que  pour  a3 , ou  2 4-  3 r=  5.  Si  la  somme 
des  chiffres  est  un  multiple  dec),  le  nombre  est  divisible  part). 

Lorsque  deux  nombres  sont  exprimés  par  les  mêmes  cbiirres, 
mais  dans  un  ordre  différent , ils  donnent  donc  les  mêmes  restes 
Kde  la  division  par  g ; leur  différence  est  donc  (11®  16)  un  multiple 
de  9.  Ainsi,  74o7g — 9742  = ^4287=9X7143. 

2®.  On  verra  aisément  que  ces  propriétés  appartiennent  aussi 
au  noii\bre  3. 

3®.  Si  le  diviseur  est  7,  la  période  est 
1 ,3,a.,6,  4 et  5.  SoTnë'cTTvid’iîndet  3527542; 
en  le  décomposant  en  2 -f-  4^*  “b  5oo 
4-  7000  les  restesde  ces  nom!)rcs,  di- 
, visés  par  7,  sont  re.spectivcinent  les  mêmes 
que  ceux  de  la  période,  répéte's,  2,  4>  5, 

7 . . . fois  ; on  écrira  en  sens  inverse  les  nom- 
bres de  la  période  spus  les  chiffres  consé- 
cutifs de  la  quantité  proposée,  comme  on  ^ 
le  voit  ci-dessus;  on  multipliera  ensuite®  a. j>=io 
chaque  chiffre  par  celui  qui  est  au-dessous. 

La  somme  i o5  des  produits  a le  même  resté 
de  la  division  par  7,  que  le  nombre  proposé 
divisé  par  7 ; et  comme  celui  de  io5 est  0,  l’un  et  l’autre  sont 
des  multiples  de  7. 

Observez  qu’au  lieu  d’évaluer  Icsquotiens  par  défaut,  on  peut 
les  prendre  par  excès  ; c’est-à-dire  qu’il  est  indifférent  de  poser 
10' égal  à 7X 1428-1-4,  ou  à 7^^1429 — 3.  Des  nombres  i,  3,  2, 6, 
4 et  5,  qui  forment  la  période,  on  peut  donc  remplacer  les  trois. 


i3  -Sot  54a 
3i  546  au 


1 

X 

=:  3 

3 

X 

4 

= 13 

X 

S 

10 

G 

X 

7 

= 42 

etc. 

Somme^iofi 
i3  527  54a 
3i  23i  a3i 


1 .2=  2 

3.4=12 

a.  5=:  10 

J. 7 = 

1.3=  3 

3.-i  = 

3.1=  3 

3.5  = 

3o 

« 
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derniers  par  leur  supplément  à 7,  ou  i,  3 et  a , qui  seront  les 
restes  soustraits  des  multiples  de  7,  c’est-à-dire  les  restes 
///j(u“4). La périodeestréduite auxtroisnombres  1,3,2; seule-  ♦ r 
ment  les  produits  sont  ta  ôt  additifs  et  tantôt  soustractifs. 

Ainsi , l’on  partagera  les  nombres  en  tranches  dé  trois  chiffres  ^ 
et  il  faudra  soustraire  des  autres  les  produits  donnés  par  les 
tranches  de  rangs  pairs.  Le  calcul  se  dispose  comme  on  voit  ci- 
dessus,  où  la  barre  est  placée  sur  les  facteurs  dont  les  produits 
sont  soustraélifs.  Ici  le  reste  de  la  division  de  13527642  par  7 ^ 

est  le  même  que  celui  de  3o  — 23  = 7,  ou  zéro. 

4“.  De  même  pour  le  diviseur  1 1 , après  avoir  trouvé  que  la  pé- 
riode est  i,  10;  on  peut  remplacer  10  par  i i-io,  ou  i,dontlepro- 
duit  devra  être  sous  trai  t,  c’est-à-dire  que  la  période  est  1 , — i , 

Donc,  si  l’on  ajoute  tous  les  chiffres  de  rangs  impairs  d’un^ 
nombre  proposé , qu'on  en  retranche  la  somme  des  chiffres  de 
rangs  pairs  , le  tvsle  sera  celui  de  la  division  de  ce  nombre 
par  1 1 . Pour  732g3 i,ona  i-j-g-l-3=i3,  3-f-2-t-7=i2, 
i3  — 12,  ou  1,  est  le  reste  de  la  division  de  732  g3 1 par  1 1 . De 
même,  pour  42g  180,  on  aurao  -f-i  -j-2  = 3-  8-l-g-|-4  = 2iT 
et,  comme  on  ne  peut  ôter  21  de  3;  il  faudra  ajouter  à 3 un  mul- 
tiple suffisant  de  1 1,  tel  que  22  ",  alors  on  aura  22-+- 3 — 21  = 4, 
qui  est  le  reste  cherché.  63  6i3  est  un  multiple  de  1 1,  puisque  , 
3-|-6-}-6  — I — 3=i5  — 4='>- 

On  peut  encore  opérer  ainsi  qu’il  suit  : comme  1 00  ; 11  donne 

1 pour  veste,  100*,  100* donnent  aussi  \<t  on  décomposera  le. 

nombre  proposé,  telqueg387g28,  en  tranches  deichif- 
fres  à partir  de  la  ‘droite,  sous  la  forme  28  X 1 -f*  • ï 

79.  ioo-f-38.  loo'-l-g.  100^,  et  divisant  chaque  partie  3 
par  II , le  reste  sera  28  -f-  79  -f-  38  -f-  9,  ou  la  -jj 
somme  1 54  des  nombres  qui  composent  les  tranches  de 

2 chiffres  : ainsi  9387928  et  i54  ont  le  même  reste  de  la  di 

sion  par  1 1.  Eti  traitant  i54  par  le  même  procédé,  on  a 55  ou 
5 X 1 1 > pou*'  plutôt  zéro  ; le  nombre  proposé  est 

multiple  de  1 1 . ^ 

5°.  Si  le  diviseur  est  37,  comnie  1000=27X374-  i,  les 
restes  de  la  divisiçn  de  t,  1000,  looo’,.,.  sont  donc  tous 
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l’uni  te  : pour  obtenir  le  reste  de  la  division  par  37 
d’un  nombre  proposé,  tel  que  99  | 782  | 4^8  | 968, 

On  opérera  donc  comme  dans  l’exemple  précédent , 
mais  en  formant  des  tranches  de  trois  chiffres  ; ainsi 
le  reste  cherché  est  le  même  que  pour  la  somme  2I257 
de  ces  tranches,  ou  plutôt  pour  267  + 2.  On  reconnaît  que  ce 
dividende  est  un  multiple  de  87  (*). 

6°.  Pour  trouver  tous  les  nombres  premiers,  moindres 
qu’une  limite  donnée,  on  écrira  la  suite  des  nombres  impairs 

3,  5,  7,9,  Il jusqu’à  cette  limite  : puis,  partant  de  3, 

on  supprimera  tous  les  nombres  de  3 en  3 rangs,  qui  sont  tous 
des  multiples  de  3;  partant  de  5,  on  supprimera  tous  les  termes 
de  5 en  5 ( multiples  de  5),  etc.  ; on  laissera  subsister  les  nom- 
bres de  départ;  et  les  termes  non  effaces  seront  tous  les 
nombres  premiers  demandes. 

Voyez  la  table  donnée  à la  fin  de  l’a  ri  ihmé  tique  (^). 

Preuves  des  quatre  Règles. 

35.  Comme  on  peut  commettre  des  erreurs  dans  un  calcul , il 
çst  utile  de  s’assurer  de  l’exactitude  du  résultat  par  une  opéra- 
tion qui  en  est  la  preuve.  Pour  qu’elle  conduise  au  but  qu’on 
se  propose,  elle  doit  être  plus  facile  à pratiquer  que  la  règle 
même,  car  elle  serait  plus  sujette  à erreur.  Ainsi , quoiqu’on 
puisse  vérifier  une  multiplication  en  divisant  le  produit  par  l’un 
des  facteurs,  et  voyant  si  l’autre  facteur  vient  au  quotient,  on 
sent  que  ce  procédé  est  propre  à faire  croire  que  l’erreur  serait 
moins  dans  la  multiplication  que  dans  la  division. 

1°,  On  vérifie  l’addition  par  l’addition  même.  Si  l’on  a fait  le 


(*)  Lorsqu'on  divise  un  nombre  impair  par  6,  le  reste  ne  peut  être  que  i , 
3 ou  5,  et  si  ce  nombre  n'est  pas  multiple  de  3,  il  ne  peut  donner  pour  reste, 
que  -p  I ou  — I (équivalent  à 5 ) : ainsi  tous  les  nombres  non  divisibles  par  3 , 
ni  3,  sont  compris  dans  la  Ibrmc  62+  1,  s étant  un  entier  quelconque.  Tous 
les  nombres  premiers  et  leurs  multiples,  excepté  ceux  de  2 et  3 , sont  de  celte 
espèce. 
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calcul  en  opérant  de  haut  en  bas,  ou  le  rcconunencera  de  bas  en 
haut,  ou  bien  on  coupera  l’addition  en  plusieurs  autres  ; ou  l’on 
ajoutera  aux  divers  nombres  donnés  des  quantités  qu’oii  ôtera 
ensuite. 

On  peut  aussi  commencer  ce  calcul  par  la  colonne 
de  l’ordre  le  plus  élevé.  Ainsi , dans  l’exemple  ci- 
contre  , la  colonne  des  mille  a 6 pour  somme  ; etcoinme 
ou  en  a trouve  7,7 — 6,  ou  i,  qu’on  pose  sous  le  7, 
annonce  qu’on  a reporté  i à cette  colonne,  et  que  par 
conséquent  celle  des  centaines  a donné,  non  pas  3, 
mais  i3.  Cette  colonne  ne  donne  que  ii  , i3 — 11=2  est  donc 
la  retenue  des  dixaines,  qui  ont  fourni  , etc.  ; à la  colonne 
des  unités , on  doit  trouver  o pour  dilTérence. 

2°.  La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  en  ajoutant  le  reste  au 
nombre  soustrait  ; ou  doit  retrouver  le  plus  grand  des  deux 
nombres  donnés. 

3°.  Pour  la  multiplication,  on  échangera  le  multiplicateur  eti 
le  multiplicande  (n®  1 1 ) ; ou  bien  on  multipliera  ou  on  divi- 
sera les  facteurs  par  des  nombres  arbitraires,  et  le  produit  aura 
éprouvé  un  changement  déterminé  par  ce  qu’on  a dit  n®  i3;  il 
sera  aise  de  vérifier  si  cette  condition  est  remplie. 

4®.  Si  l’on  multiplie  le  quotient  par  le  diviseur,  et  si  l’on  ajoute 
le  reste,  on  devra  trouver,  pour  résultat,  le  dividende  (n®  i6).  Il 
est  aisé  de  vérifier  ainsi  toute  division.  On  a encore  une  autre 
preuve  de  cette  règle,  en  multipliant  ou  divisant  le  diviseur  et 
le  dividende  par  un  même  nombre  ; le  quotient  doit  rester  le 
même  (n®  i5,  i®.  ). 

5®,  On  pourra  aussi  vérifier  la  division  et  la  muUipIication  , 
en  divisant  par  un  nombre  quelconque,  les  deux  facteurs  et  le 
produit,  puis  voyant  si  le  produit  des  restes  des  facteurs  est  égal 
aurestedu  produit  (n®22);  comme  les  res  tes  sontfacilesàtrouver 
pour  les  diviseurs  9 et  1 1 ( n®  34,  i "•  et  4®.),  on  les  préfère  ordi- 
nairement pour' cet  usage.  Nous  en  donnerons  ici  un  exemple. 
On  a trouvé,  page  19,  que  53  687  X 908  = 48  74?  79^- 
vérifier  ce  calcul,  ajoutons  tous  les  chiffres  de  ces  trois  nombres 
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et  supprimons  9 chaque  fois  qu'il  se  rencontre  ; les  restes  se- 

1 6 

ront  2,  8 et  7.  Or,  2 X 8 = 16,  et  7 est  le  reste  de  — , puisque 


6-f-  1=7;  donc  l’opération  n’est  pas  fautive  ; à moins  cepen- 
dant qu’il  n’y  ait  quelque  compensation  dans  les  erreurs,  ou  des 
chiffres  déplacés,  etc. 

Si  l’on  veut  prendre  1 1 pour  diviseur , il  faut  retrancher  les 
chiffres  de  rangs  pairs  de  ceux  de  rangs  impairs  dans  les  trois 
nombres  (n®  34,  4“-)  ; on  a i8 — n=7;i7— rO=i7,  ou6; 
25  — 27  = — 2 ou  9 (supplément  de  2 à 1 1 ).  Pour  que  la 
multiplication  soitexacte,  il  faut  que  7 x6,  ou4^divisé  par  1 1, 
donne  le  reste  9;  ce  qui  a lieu  en  effet. 

En  divisant  700  200  o3i  ptr  683  679,  on  a 1024  pour  quo- 
tient, et  1 12735  pour  reste  (p  27)  : ajoutons  les  chiffres  qui 
composent  ces  nombres,  pour  trouver  les  restes  de  leur  division 
par  9 : ces  restes  sont  4 pour  le  dividende,  3 {tour  le  diviseur,  7 
pour  le  quotient,  et  i pour  le  reste;  le  produit  7 X 3,  ou  21  , 
ajouté  à un,  donne  22,  ou  4 s ainsi  4 doit  être  le  reste  de  la  divi- 
sion du  dividende  par  9;  ce  qui  se  vérifie.  On  dispose  le  calcul 
de  ces  deux  preuves  comme  il  suit  : 


Mulidt  a 

IHuU'  8 
Prod.  7 


16  ou  7 


Dîvid‘^‘  ^ I Divis*"  3 21  -f-  I ou  4 
Reste.  ■ • I I Quoi.  7 


II.  DES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES.** 


Nature  et  transformation  des  Fractions. 


36.  Mesurer  une  chose,  c’est  donner  l’idée  précise  de  sa 
grandeur,  eu  la  comparant  à celle  d’une  autre  de  même  espèce, 
qui  est  déjà  connue,  et  qu’on  prend  pour  unité.  Si  l’unité  est 
contenue  un  nombre  de  fois  exact,  cette  quotité  est  la  mesure; 
sinon,  on  peut  prendre  une  autre  unité  qui  remplisse  cette  con- 
dition; car  sa  grandeur  est  absolument  arbitraire  et  indépen- 
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(lanteile  la  chose  qu’on  veut  mesurer;  en  sorte  qu’oii  peut  ex- 
primer la  grandeur  de  celle-ci  par  des  nombres  très  düTérens, 
suivant  qu’on  prend  telle  ou  telle  unité. 

Pour  acquérir  la  connaissance  préalable  de  plusieurs  gran- 
deurs ou  unités  de  chaque  espece,  on  divise  l’unité  primitive  eu 
portions  égales,  dont  le  nombre  soit  tel,  que  l’une  des  divisions 
soit  contenue  exactement  dans  la  chose  à mesurer;  et  c’est  cette 
partie  qu’on  prend  pour  nouvelle  unité.  La  mesure  est  alors  ce 
qu’on  appelle  une  Fraction,  c’est-à-dire  une  ouplusieurs parties 
de  l’unité.  Lorsqu’on  dit  d’une  chose  qu’elle  est  les  cinq  sep- 
tièmes de  l’unité,  il  faut  entendre  qu’après  avoir  partagél’unité 
en  sept  parties  égales , cinq  de  ces  parties  ont  formé  un  assem- 
blage égal  à cette  chose.  • 

Il  suit  de  là  que  toute  fraction  doit  être  énoncée  à l’aide  de 
deux  nombres  : l’un  qu’on  nomme  Dénominateur , marque  en 
combien  de  parties  l’unité  est  divisée;  l’autre;  qui  est  le  Numé- 
rateur, indique  combien  on  prend  de  ces  parties  : dans  cinq 
septièmes,  5 est  le  numérateur,  7 le  dénominateur.  On  écrit  ces 
deux  nombres  en  les  séparant  d’un  trait,  le  numérateur  placé 
en-dessus,  le  dénominateur  en-dessous,  Les  fractions  i, 
s’énoncent  une  demie,  un  tiers,  un  quart.  Pour  toutes  les 
autres,  on  lit  les  deux  chiffres,  en  ajoutant  la  finale  ième  au  dé- 
nominateur ; -fj-  se  lisent  5 huitièmes,  7 onzièmes. 

37.  Pour  multiplier  | par  7,  comme  chaque  septième  pris  7 
fois  donne  l’unité  , nos  * produisent  5 unités,  ou  ^ X 7 = 5 ; 
donc  toute  fraction  multipliée  par  son  dénominateur  produit  le 
numérateur. 

Il  suit  de  là  que  j est  le  quotient  de  5 divisé  par  7,  d’après  la 
définition  (n®  5),  c’est-à-dire  que  toute fraclionest  le  quotientde 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur } et  c’est  pour 
cetie  raison  qu’on  a écrit  de  même  une  fraction  et  une  division. 
Le  quotient  de  4?  > divisé  par  7,  est  donc6-{-|,  pnisqu’en 
multipliant  celte  quantité  par  7 , on  a 4^  -f-  5,  ou  47-  Donc,  si 
au  quotient  entier  d une  division,  on  ajoute  une  fraction  qui  ait  le 
reste  pour  numérateur,  et  le  diviseur  pour  dénominateur,  on  aura 
le  quotient  exact.  72312146  : 8369  donne  8640  pour  quo- 
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tient,  et  3986  pour  reste;  le  quotient  exact  est  donc  864o  + mj* 
Donc,  1°  si  le  numérateur  et  le  dénoiuitialeur  sont  é^aux,  la 
fraction  vaut  i ; ce  qui  est  d’ailleurs  visible  de  soi-iuême  : 


2°.  Si  le  numérateur  surpasse  le  dénominateur,  la  fraction  est 
plus  grande  que  l’unité  ; on  l’appelle  un  Nombre  fractionnaire, 
le  mot  fraction  s’appliquant  plus  ordinairement  aux  nombres 
qui  sont<  I.  On  extrait  les  entiers  contenus  dans  une  frac- 
tion, en  divisant  le  numérateur  par  le  dénominateur:  ou  87 

divisé  par  5,  est=7  + 5.  Il  est  en  effet  évident  que,  notre 
unité  étant  partagée  en  5 parties,  la  fraction  contient  autant 
d’unités  qu’on  prend  de  fois  5 parties,  ou  autant  que  87  con- 
tient 5. 

Réciproquement,  pour  convertir  les  entiers  en  fractions , il 
faut  les  multiplier  par  le  dénominateur  : pour  réduire  7 en 
cinquièmes,  on  multipliera  7 par  5,  et  ou  aura  7=^;  de 
même  8 + ^ =.^-4-  7 =^- 

8®.  Diviser  un  nombre  par  2,  7,  9,  11...,  c’est  en  prendre 
la  moitié  , le  7',  le  9*,  le  1 1'  - 

4®.  Prendre  les  7 d’un  nombre,  c’est  le  couper  en  7 parts 
égales,  et  prendre  cinq  de  ces  parts.  Il  faudra  donc  diviser  ce 
nombre  par  7 , et  multiplier  le  quotient  par  é.  De  ces  deux 
opérations,  on  peut  faire  celle  qu’on  veut  la  première  (p  20, 4“-)' 

Ainsi, les  | de  84  sont  5 fois— = 5x  12  = 60, ou=^  ^ : 

7 7 

les  de  4o  valent  ■■  — -xr  = > o ff- 

38.  Lorsqu’on  augmente  le  numérateur  seul,  la  fraction  croît, 
parce  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  des  mêmes  parties  de 
l’unité.  Si  l’on  augmente  le  dénominateur  sans  changer  le  nu- 
mérateur, la  fraction  diminue  ; car  l’unité  étant  divisée  en  plus 

départies,  elles  sont  plus  petites,et  on  en  prend  un  même  nombre. 
Ainsi,  on  peut,  dans  certains  cas,  reconnaître  de  suite  quelle  est 
la  plus  grande  de  deux  fractions  : | > 7,  4^  f»  | > 7- 

11  est  aisé  de  voir  qu’en  doublant  les  deux  termes  d’une  frac- 
tion, sa  valeur  demeure  la  même  ; car  si  l’on  double  le  dénomi- 
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Tiateur  9 Je  f , chacune  des  parties  sera  partagée  en  deux , 
puisque  l’unité  en  contiendra  i4  au  lieu  de  7.  Pour  avoir  la 
ineme  grandeur,  il  faudra  donc  prendre  deux  parties  au  lieu 

d’une,  4 au  lieu  de  2 , enfin  10  au  lieu  de  5;  et  *^*  a = . 

En  triplant  7 et  5,  on  aurait  de  même  = f , etc.  Donc  la 
valeur  (f  une  fraction  ne  change  pas  lorsqu’on  en  multiplie,  et 
par  conséquent  lorsqu’on  en  divise  les  deux  termes  par  un  même 


nombre  = = = 

twrrtui  c • ^ — — g — , , , ÿ — 40  O » 19  0 i * 4 

Nousconcluronsde  là  que,  i°pour  anicucr  les  fractions  | et  J 
à être  affectées  d’un  même  dénominateur,  multiplions  les  deux 
termes  5 et  7 de  la  première  par  4*  et  les  deux  termes  3 et  4 de 


5x4„.3X7 


et- 


• ou  il  et 


rs: 


il  est 


la  seconde  par  7,  nous  aurons 7 7 

^ 7X4  4X7 

clair  que  ce  calcul , qui  ne  change  pas  la  valeur  des  fractions, 
leur  donne  le  même  dénominateur  4 X 7 — 7 X 4-  Donc  on  ré- 
duira deux  fractions  au  même  dénominateur,  en  multipliant 
les  deux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de  l’autre 
fraction.  Il  est  donc  bien  facile  de  distinguer  quelle  est  la  plus 
grande  de  deux  fractions  données;  par  exemple,  |<  f,  puisque 

, 4 ..  .'.i,  ...  ,.L  ,■  > .4W/ 

, 

Le  même  raisonnement  prouve  que , si  l’on  a plus  dé  9ax 
fractions,  en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  peu"  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres , on  les  réduira 
au  même  dénominateur,  qui  sera  le  produit  de  tous  ces  déno- 
minateurs. Soient  | , ^ et  | ; on  multipliera  les  deux  termes 
de  I par  4 X 7 =28,  ceux  de  f par  3 X 4=  » enfin  ceux 

de  i par  3’x  7=21  ; il  viendra  et  donc 

La  réduction  au  même  numérateur  se  fait  aussi  facilement, 
et  pourrait  également  servir  à distinguer  quelle  est  la  plus 
grande  de  plusieurs  fractions. 

2°.  On  amène  aisément  toute  fraction  à recevoir  pour  déno- 
minateur un  nombre  donné , qui  est  un  multiple  exact  de  son 
dénominateur  actuel.  Ainsi,  peut  prendre  60  pour  dénomi- 
nateur, car  60  = 5 fois  12;  et  en  multipliant  les  deux  termes 
par  5 on  a 

Lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux , 
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la  réduction  au  même  dénominateur  peut  donc  beaucoup  se 
simplifier.  Pour  ^ et  ou  voit  de  suite  qu’en  multipliai!  t par  2 les 
deux  termes  de  -i,  on  a 2,  qui  a même  dénominateur  que  De 
même  ^ et  g,  deviennent  * et  f.  Pour  et  on  multipliera  7 et 
12  par  2,  puis  5 et  8,  par  3,  et  il  viendra  fi  et En  général,  on 
cherchera  (u“32)  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  déno- 
minateurs proposés,  eton  pourra  faite  servir  ce  nombre  de  déno- 
minateur commun.  Par  exemple,  soient  i ’ â i ^ .i_ 
Après  avoir  trouvé  que  24  est  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  2,  3,  4,  6,  8 et  12, 
on  divisera  24  par  ces  divei-s  nombres, 

et  l’on  aura  pour  quotiens 12  8 6 4 3 2 

Multipliant  les  deux  termes  de  chaque 
fraction  par  le  quotient  qui  lui  corres- 
pond, on  a 

»4  ^4  -,  -,  ,, 

La  réduction  au  même  dénominateur  est  ainsi  faite  sous  la 
forme  la  moins  composée. 

3“.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  contiennent  le  même 
lacteur,  prend  une  expression  plus  simple  par  la  suppres- 
sion de  ce  facteur,  et  elle  conserve  la  même  valeur.  Si  l’on  amène 
la  fraction  à ne  plus  avoir  de  diviseur  commun  à ses  deux  termes, 
il  sera  désormais  impossible  de  lui  faire  prendre  une  forme  plus 
simple;  car  si  7 et  1 1 étant  premiers  entre  eux,  on  admetUit,  par 
exemple,  que  — pût  être  réduit  à la  valeur  moins  composée  |, 

on  aurait,  eu  réduisant  au  inêute  dénominateur  ^ ‘ 

44  44 

ou  7x4  = 3x11.  Ce  qui  est  absurde  ( n“  25,4“),  puisque 
3x  1 1 devrait  être  divisible  par  7. 

Ainsi,  pour  réduire  une  fraction  à unevaleurégale  plus  simple 
et  irréductible,  il  suffit  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs 
à ses  deux  termes. 

Pour  cela , on  décompose  ces  nombres  en  leurs  facteurs  pre- 
miers (n“  27),  et  on  ne  laisse  subsister  que  ceux  qui  ne  sont  pas 
communs.  Il  est  plus  simple  Rechercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  { n“  23  ) , e/  de  diviser  ces  termes  par 

T.  I.  / ‘ 


Di 
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ce  dwiseur.  Ainsi,  pour  on  a trouve  (p.  3.  ) que  47  est 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  799  et  2961  : divisant  ces 
nombres  par  47,  on  a pour  la  plus  simple  expression  de 

Nous  avons  même  indiqué  (n«  3o)  un  procédé  facile  pour  dé- 
duire les  termes  cherchesde  la  série  des  quoiicns  qui  conduisent 
au  commundiviseur.  Voici  le  calcul  pour  les  deux  fractions  ^ 
et  , qu’on  réduit  à ^2^  et  fi,  les  plus  grands  communs  di- 
viseurs étant  37  et  Sq.  {V . n®  3o  ) 

,4,ç, 

33^8  5 3 a I 18  11  7 4 3 ' 

Une  fraction  peut  se  mettre  sous  une  infinité  de  formes, 
et,  sans  changer  de  valeur,  on  peut  l’exprimer  par  des  nonibres 
très  différens  ; mais  il  est  plus  aisé  de  se  faire  une  idée  juste 
de  sa  grandeur,  lorsqu’elle  est  mise  sous  la  forme  la  plus  simple. 

4°.  Lorsque  deux fractions  sont  égales,  la  fraction  qu  on  foi  me 
avec  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs  et  celle  des  dé- 
nominateurs, leur  est  encore  égale.  En  effet,  -j;;  , rai  ces 

fractions  équivalent  à A ; les  numérateurs  sont  des  multiples 
de  7,  et  les  dénominateurs,  les  mêmes  multiples  de  1 1 : or,  il 
est  clair  que  35-1-  i4  est  également  un  multiple  de  7,  et  que 
55  -J-  aa  est  le  même  multiple  de  1 1 ; donc  ff  = rr-' 

La  soustraction  réitérée,  ternie  à terme,  simplifie  de  plus  en 
plus  la  fraction  composée , sans  changer  de  valeur  : si  1 une 
est  irréductible,  les  termes  de  l’autre  fraction  sont  les 
produits  des  deux  termes  de  la  première  par  un  même  fac- 
teur (*). 


(<)  Cherchons  les  nombres  jret  j-  qu’on  peut  igouter  ou  ôter  aux  deux  termes 
d’une  fraction  sans  en  changer  la  valeur,  ou  Kn  réduisant  an 

même  dénominateur,  il  vient  <V'=  divisant  par  hy,  : donc  , In 


somAres  on  peut  ajouter  ou  ôlcr  au.  dcu.  " 

chaaerr  la  l'aleur,  doioent/ormer  uhc  fraction  égale  a la  proposée.  On  vo  t que 
X n^peut  être  =r  q«-  c’est-4-dire  qu’on  ne  peut  ajouter^ou 

ôter  le  même  nombre  aux  deux  termes  d’une  fraction  que  lorsqu  elle  est  _ i . 
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3g.  Rien  n’est  plus  aisé  que  d’ajouter  ou  de  soustraire  des 
fractions  qui  ont  iiièiuc  de'noiuinatcur  ; .on  ajoute  ou  l’on  re- 
tranche les  uunie'rateurs , et  le  de'nominàteur  reste  le  même. 

— 4--1.  = -2.ou?  ■ L=:_i.  ou  i - — -4-  -i-  0-^5 *. • ■ 

Si  les  dénominateurs  ne  sont  pas  les  memes , on  commencera 

à ramener  les  fractions  à cet  état  (n*  38,  i".  et  2°.).  Ainsi 

.■  f + 5-Hvalente-f-A^4-f^ouiIA=2+^. 

Pouri  + |4-a^i  + .i-i_|_n_i_A,  outrou- 
■vera  120  pour  le  plus  simple  dénominateur  (n®  82)  : les  numé- 
rateurs deviendront  60  -)-  80  -j-  72  -}-  84  -+■  56  100  — 45 

— 3o  — - 5o  ou  327  ; ainsi  le  résultat  cherché  est  ^ ou  2 
Lorsque  les  fractions  spnt  accompajjnces  d’entiers , on  opère 

scpaiément  sur  les  unes  et  sur  les  autres.  Pour  ajouter  3 -f  - 
avec  4 + 4 . O»  prend  ^ -j-  | = ® ou 
I + j;  on  pose  j et  on  retient  r,  qui , 
ajouté  avec  3 et  4>  donne  pour  la 
somme  cherchée,  8 -f-|. 

De  même  pour  ajouter  ii  -f-  J, 

4 + |>2  + |,-^ct3-f-4,on  trouve 
ou  3-f-j  pour  somme  des  fractions; 
on  pose  , et  on  prend  3-f-ii-J-4  + 2 + 3 = 23 
somme  est  23  -f-  -j. 

Pour  ôter  i j de  3 -4-  j,  on  ôte  j de  i , et  1 de  S;’  on  a pour 
reste  2 -j-  4-  üc  1 3 -J-  4 si  l’on  veut  ôter  7 comme  on  ne 
peut  ôter  | de  4 , on  ajoute  1 à | , et 
on  cherche  * — | : on  trouve  | ; puis 
on  ajoute  de  même  i au  nombre  7 à 
soustraire  (p.  i2)j  et  on  dit  i3  — 8=5; 
ainsi  5 -1- 1 est  la  différence  cherchée. 

4o.  Multiplier  I par  3,  c’est  ajouter  3 fois  |,  ou  |-f|  -f. 
ce  qui  .se  réduit  à répéter  3 fois  le  numérateur  2 ; g X 3 = 5 . 
Pour  muWfplier  une  fraction  par  un  entier,'  il  faut  multiplia 

- *P 
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le  numérateur  par  l'entier  ;on'ÿQ\nv!i\lA\xss\dii'iser  le  dénomiiut- 

3 ü 

leur,  s’il  était  un  multiple  de  l’entier  : car  | X 2 donne  — — , ■ 

en  supprimant  le  facteur  2 commun  aux  deux  termes,  on  a ^ ; 
l'opération  s’est  réduite  à diviser  par  2 le  déuoininateur  de 
On  trouve  de  même  -l-j  X 36  — ip  x 2 = 22  ; X 12  = 
Réciproquement,  pour  diviser  une  fraction  par  un  entier,  il 
faut  multiplier  le  dénominateur , ou  diviser  le  numérateur  par 
cet  entier.  Car,  si  le  nuinéraleiir  est  un  multiple  du  diviseur’,, 
comme  pour  pi;  5,  le  quotient  est  visi!>lenient-;p,  puisqtjc,  si 
l’on  multiplie  -JP par  le  diviseur  5,  on  retrouve  ledividende.Mai.s 
si  le  nttmerateur  n’est  pas  iiu  multiple  du  diviseur,  comme, 
pour  1 : 5,  on  peut  aisémint  le  rendre  divisible  par  5,  en  «nul- 

6x5... 

tipliant  les  deux  termes  par  5;  on  a la  division  par  5- 

1 . 2^^  . . ' . .',r 

donne  donc  calcul  qui  a consiste  à multiplier  le  dénomi^i 
nateur  7 par  5.  * ' 

4*-  Veuons-enaux  cas  où  le  multiplicateui' et  le  diviseur  sdnt 
fractionnaires;  prenons,  par  exemple,  3 X 5.  D’après  la  defi^' 
nilion  (n®3)  de  la  multiplication,  on  veut  donc  répéter  le 
multiplicande  3,  autant  de  fois  que  l’indique  le  nombre  d’unités 
du  multiplicateur  5;  mais  puisque  ce  dernier  facteur  n’est  que 
les  5 de  l’unité,  il  est  clair  qu’on  ne  veut  ici  prendre  que  les  J 
de  ce  que  donnerait  i fois  3,  savoir  les  ? de  3.  Donc  en  général 
multiplier  par  c'est  prendre  les  | du  multiplicande  {*)  , ..  . 


(•)  Ces  considérations  équivalent  à donner,  avec  M.  Cauchy,  cette  détiiii- 
tîon  de  la  multiplication  : multiplier  A par  B,  c’est  opérer  sur  lenombre  A,pré- 
cisément  comme  ôn  opère  sur  l'unité  pour  obtenir  le  nombre  h.  AinsiScstl’tülité 
ajoutée  cinq  fois;  donc  pour  multiplief  3 par  5,  il  faut  aussi  ajouter  3 cinq 
fois.  * est  Tunité  divisée  en  7 parties  égales,  dont  on  prend  l’une  cinq  fqisj  ■ 
de  même  , -pour  multiplier  3 par  | , il  faut  diviser  3 en  7 parties  égales,  et  ré-' 
péter  5 foi^^le  résultat  ^ ; le  produit  est  V,  o»*.  “ qui  retient  au  même,  les  ÿ 
du  nombre  3.  C’est  ce  que  M.  Lacroix  exprime  en  disant  que  le  produit  M 
composé  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur  l’est  avec  l’unité.  Mais' 
cette  énonciation  manqusde  clarté,  parce  que  le  mot  composé  dqjt  y être 
pris  avec  une  signification  active  ou  passive,  selon  que  le  mult^licateiw  Mt 

un  nombre  entier  ou  nne  fraction.'  ’ 

*- 
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Nous  avons  vu  (u“  3^ , 4"  ) (l*ie  , pouv  pieiulrc  Icsî  de  3,  il 
laut  multiplier  2 par  3 et  diviser  par  5;  |x3  = ®=3Xi;.  De 
même  multiplier  | par  f , c’est  prendre  les  , de  ^ ; il  faut  donc 
former  7 parts  dans  la  grandeur  j , et  en  prendre  5,  ou  multi- 
plier J par  5 et  diviser  le  résultat  par  7 ; la  première  de  ces 
opérations  donne  et  la  seconde 

Donc , 1®.  pour  multiplier  deux jractions  , il  faut  multiplier  ' 
terme  à terme,  c’est-à-dire,  diviser  le  produit  des  numérateurs 
par  celui  des  dénominateurs . 

2°.  Le  produit  est  plus  petit  que  le  multiplicande,  quand  le 
multiplicateur  est  une  fraction  moindre  que  i . 

3°.  On  peut  intervertir  l’ordre  dcsfacteurâ,  comme  dans  la 
multiplication  des  nombres  entiers  (n°  11). 

4’’.  Lorsqu’il  y a des  facteurs  communs,  il  convient  de  les 
supprimer  avant  d’effectuer  les  multiplications;  par  exemple, 
pour  avoir  les  | des  fdes  | des  de  l’unité,  c’est  ce  qu’on 
nomme  une  fraction  de  fraction,  il  faut  effectuer  le  produit 

5 X I X I X t 


ou 


2X3  X 5x4 1 


3x4x6  B = 3’"" «“pprnaant 

les  facteurs  3 , ^ eiS. 

5®.  Le  carré,  le  cube,  et  en  général  toute  puissance  d’une 
fraction  se  forme  en  élevant  les  deux  termes  à cette  puissance  : 
par  exemple,  le  carré  de  | est  | X f = §;  le  cube  est  | X * 
= -^,  etc.  ; donc  SI  fa  fraction  proposée  est  irréductible,  la  puis- 
sance l’est  pareillement  (n®  26). 

6®.  Pour  multiplier  5348  par  on 
pourrait  multiplier  5348  par  i3  et  divi- 
ser le  produit  par  16;  mais  comme  le 
multiplicande  est  un  nombre  assez  fort , 
il  est  plus  court  de  décomposer  ^ en 
parties  aliquotes , c’est-à-dire  en  frac- 
tions qui,  réduites,  aient  i au  numéra- 
'teur,  savoir: 

' ^ 4 I ^ 2 I • I I 

ib  ““  % "T“  4 “t*  I 6 • * 

On  prendra  donc  d’abojd  la  moitié  de  5^4^  i P^*is  le  quart  . 


Mult^‘ . 


4'  • 

f 

Tff- 


5348 

2674 

1337 

334^ 


Produit...  43454 
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qui  c«l  la  iiioilié  du  résultat  qu’on  vient 
de  trouver,  puis  le  seizième  (quart  du 
produit  précédent). 

On  voit  ci-coutre  le  produit  de  356 
par  23  I ; où  l’on  a décomposé  | en  ^ ou 


et  I ou  i. 


20.  . 
3.. 


356 
23  g 
io68 
^.'20 
178 

8484  I 


Pour  diviser  | par  f,  multipliez  les 
deux  termes  de  | par  6X7,  savoir 

3 3x5X7  _ ^ ^ ? X - , or  pour  diviser  par  - , il  suffit . 

4 4x5X7  4X5  7’  ^ ^ 7’ 

de  supprimer  ici  le  facteur  ce  qui  donne  pour  quotient 

? ^ , ou  ^ X T ï ainsi  il  faut  multiplier  le.  dividende  par 

4x5’45  •'  ^ 

la  fraction  diviseur  renversée. 

8 :|  = 8x|  = ^ = i3i;  = 

Le  quotient  est  d’ailleurs  plus  {>rand  que  le  dividende,  quand 
le  diviseur  est  moindre  que  l’unité. 

Si  les  fractions  renferment  des  facteurs  communs,  il  ne 
faut  pas  attendre  que  la  multiplication  soit  effectuée  pour  les 
supprimer.  | j est  la  même  cho.se  que  a : 4 = 50“!: 


13 

I 9 


9 _ 2-9  a.19  _ 2 


- X - = 4- 

II 


'9  9 

42.  Lorsqu  il  J a des  entiers  joints  aux  fractions , on  les 

convertit  eri  nombres  fractionnaires  (n®  87,  2®.).  Ainsi 

— iSvii  — lis  — Ü 
^ 9 7 1 9 s >7  ,7  ’ 

45|X'7l  = -4^X^=^  = 8o8'; 


I « 

' 5 • 


Al  — ’ 13.-==^- 'iC  — — 

4^4  3 • 4 3'’^l9  


iS 

o7  7 


Observez  qu’il  est  souvent  plus  court 
d’exécuter  séparément  la  multiplication 
de  chaque  parûe,  et  d’ajouter.  Pour 
3^X8,  on  multipliera  par  8,  d’abord  j, 
et  ensuite  3 ; on  aura  | ou  2 , et  24  ; le 
produit  est  donc  26.  L’exemple  ci-contre 
montre  le  développement  du  calcul  de 
45 1 X 1 7 J : on  multiplie  45  par  1 7 , | par 


45  i 

'7  7 

3ÏÏÏ~ 

45 


45  X 3 3o 

I,  X I 


808 
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i , 45  par  5 , et  I 7 par  j ; la  somme  de  ces  résultats  est  808  [ , 
produit,  cherclic. 

Ou  abrège  souvent  le  calcul  en  décomposant  la  fraction  qui 
multiplie,  en  ses  parties  aliquoles , c’est-à-dire  en  d’autres 
fractions  qui , réduites  ont  Vunité pour  numérateur,  et  opérant 
pour  chacun  séparément.  Ainsi  pour  prendre  les  de  756,  on 
pose  + TT  ; ou  prend  la  moitié  de  756 

qui  est  378;  pour  le  tiers  qui  est  a5a  ; enfin  pour  7^5, 

le  quart  de  aSa  qui  est  63;  les  -|-j  de  756  sont 

= 378  a5a  -f-  63  = 6g3. 

Dans  la  division,  ou  peut  chasser  lè  dénominateur  du  divi- 
seur, en  multipliant  les  deux  quantités  proposées  par  ce  même 
dénominateur,  ce  qui  n’altère  pas  le  quotient  (n°  i5,  i”.).  Pour 
diviser  a-j  par  3 je  multiplie  ces  deux  nombres  par  6;  j’ai  i4 
à diviser  par  a3  ou  De  même  , laS  j : 18  | = 5oi  | : 76 
— rr  ® T"  îTï»  ‘ *^*7  — 7 — y- 

Des  Fractions  décimales. 

• 

43.  L’embarras  qu’entraînent , dans  les  calculs , les  deux 
termes  des  fractions,  a inspiré  l’idée  de  fixer  d’avance  le  déno- 
minateur et  de  le  sous-entendre , ce  qui  donne  lieu  à deux  sorte^ 
de  dispositions , les  fractions  décimales  et  les  nombres  com- 
plexes; mais  les  unes  et  les  autres  sont  assujetties  aux  règles 
données  précédemment,  qui  seulement  deviennent  plus  simples. 
Occupons-nous  d’abord  des  fractions  décimales. 

On  a vu  (n®6)  qu’un  chiffre  vaut  dix  fois  moins  que's’il  oc- 
cupait la  place  qui  est  à sa  gauche;  si  l’on  continue  la  même 
convention  à la  droite  des  unités  dont  le  rang  sera  marqué  par 
une  virgule , on  verra  que  le  premier  chiffre  après  les  unités 
représentera  des  dixièmes,  le  deuxième  des  centièmes,  le  troi-  ' 
sième  des  millièmes;  etc. . . 3,3  désignera  3 entiers  et  — ; 42,05 
vaudra  42  et-î^  ; o,4o3  = -f.  7^  = 

Ainsi  la  partie  qui  suit  la  virgule  est  le  numérateur , et  il  est 
inutile  d’écrire  le  dénominateur,  qui  est  toujours  i suivi  d’au- 


) 
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tant  de  zéros  qu’il  y a de  chifTres  après  La  virgule.  11  est  donc 
bien  facile  de  lire  une  fraction  décimale  écrite , oU  réciproque- 
ment d’écrire  une  fraction  décimale  proposée  , puisque  l’énoncé 
même  est  le  numéra,tcur  ou  la  partie  qui  suit  la  virgule , et  que 
le  dénominateur  est  marqué  par  le  rang  de  la  dernière  déci- 
male, qui  indique  combien  on  doit  écrire  de  zéros  à la  droite 
de  I.  Par  exemple , 8,7oo20i=8et  ^00201  .millionièmes  ; parce 
que  I étant  au  sixième  rang,  le  dénominateur  est  loooooo  : de  • 
même  354,oo63  = 364  -f-  63  dix-millièmes.  Réciproquement 
3dix-millièmess’écrito,ooo3,  parce  que  dix  mille  porte4zéros, 
et  que  la  dernière  décimale  doit  être  au  quatrième  rang. 

Mille  entiers  et  4 centièmes  = 1000,04. 
i3  mille  cent  millionièmes  = 0,000  i3ooo. 

44.  On  remarquera  que,  i".  en  déplaçant  la  virgule,  suivant 
qu’elle  recule  vers  la  droite  ou  vers  la  gauclie,  le  nombre  est 
multiplié  ou  divisé  par  10  pour  un  rang,  par  100  pour  deux 
rangs,  par  1000  pour  trois  rangs,  etc.,  parce  que  chaque 
chiffre  a pris  une  place  qui  lu^donne  une  valeur  mpltipliée 
ou  divisée  par  10,  100,  1 000,;  tiinti, j^a,53, est  10  fois-34,253; 

2®.  On  peut ÿ sans  chsmger'la;  yateur  d’une  fraction  déçi-, 
gnale , mettre  ou  ôter  un  ou  plusieurs  zéros  à sa  droite;  car  on 
\nulliplie  alors  les  deux  termes  de  la  fraction  par  r-o,  100, 1000... 
o,3  = o,3o=o,3oo.. . revient  à ^ = ^ = 

3°.  Deux  fractions  décimales,  forinéesd’autant  de  chiffres, 
ont  même  dénominateur.  Pour  réduire  au  même  dénomina- 
teur , il  suffit  de  rendre  égal  le  nombre  des  chiffres  des  frac- 
tions décimales,  en  ajoutant  des  zéros  à la  droite  de  l’une  d’elles. 

4®.  Pour  distinguer  la  plus  grande  de  deux  fractions  dëci-,  . 
males,  ce  n’est  pas  le  nombre  de  chiffres  qu'il  faut  consulter,, 
«nais  la  grandeur  des  chiffres , à partir  delà  virgule.  o,4<o,5i,  1 

0,7  > 0, 54321, parce  qüe  7 > 5;  o,oo4  > 0,00078;  o,o9<o,i  ; 
0,687  > 0,6839.  . 

45.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  règles  de  l’a.d- 
dition,  la  soustrartion...,  lorsqu’il  s’agit  de  fractions déciiuulçs.,  . 
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3,02 

2,70 

B,oo 

■8,4' 


4852,791 

4.00745 

2,7 

o.u49 

4859,54745 
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Pour  ajouter  ou  soustraire,  comple'tez  les  nombres  de  déci- 
males en  ajoutant  des  ze'ros  à la  droite  (n“  44>  ) S puis  faites 

le  calcul  à l’ordinaire , comme  s’il  n’y 
avait  pas  de  virgule,  sauf  à la  placer  au 
même  rang  dans  le  résultat.  Observez 
qu’à  proprement  parler,  les  zéros  qu'on 
ajoute  sont  inutiles,  et  qu’il  suffît  de 
donner  à chaque  chiffre  la  place  qui  convient,  eu  égar^  à son 
rang  compté  de  la  virgule. 

Voici  quelques  exemples  de  soustraction.  •; 

57,0a  4.8274  6,00435  3,842 

48,1  2,oi3g  0,17  2,004554 

8,9a  a, 81 35  5,83435  2,837446 


46.  Pour  multiplier  les  deux  quantités  43,7  et  3,91 , obser- 
vons (ju’elles  équivalent  à ^ et  Le  produit  des  numéra- 
teurs (il®  40  doit  être  divisé  par  celui  des  dénominateurs, 

437X3qi  170867  oc  n ~ f • f 

ou  — = — = — ~ 1 70,067.  Donc,  pouroblemr  le  nro-‘ 

1000  1000  /Il  I 

duil  de  deux  nombres  décimaux,  il  faut  multiplier  sans  avoir 

égard  à lu  virgule , et  séparer,  à droite  du  produit,  autant  de 

chiffres  décimaux  qu'il  jr  en  a dans  les  deux  facteurs. 


Voici  divers  autres  exemples  de  multiplication  : 


2,454a 

o,oo53  • 

3.7 

4.1a 

21,3a 
0, iüoio3 

0,04 

0,007  . 

73626 

,74 

5396 

0,000a» 

IM7IO 

37 

ai3a 

0,01300726 

14  8 

a i32 

■5,244 

2,13419596 

On  pourrait  exécuter  là  inulliplication  en  commençant  par 
le  cliid're  de  l’ordre  le  plus  élevé;  alors  chacun  des  produits 
partiels  devrait  être  avancé  d’un  rang  vers  la  droite;  la  pre- 
mière ligne  serait  celle  qu’on  a coutume  «récrire  la  dernière; 
l’avant-tleriiière  deviendrait  la  deuxième,  etc.  C’est  ce  qu’on 


/ 


/ 
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peut  remarquer  dans  l’ope'ralion  ci- 
contre;  ou  a même  cet  avantage,  qu’on 

trouve  d’abord  les  chiffres  de  plus  haute  ■ 3...  a8o35^  > 

valeur  et  leur  ordre,  ce  qui  suffit  quel-  ^ ..^86g^ 

quefois.  Par  exemple,  le  premier  pro-  ^ 

duit  ayant  donne'  7 chiffres,  et  les  quatre  — ~‘''3âÔ3i^i)oo 

autres  multiplicateurs  partiels  exigeant 

qu’on  recule  les  produits  de  quatre  rangs,  il  y* aura  en  tout 
7 -f-  4 chiffres  au  produit.  Le  nombre  28  qui  commence  la 
première  ligne  est  donc  suivi  de  9 chiffres , ou  28  suivi  de  9 
zéros,  {^Voy.  p.  19.) 

On  peut  donc  arrêter  chaque  multiplication  à tel  rang  qu’on 
veut,  et  par  conséquent  obtenir  au  produit  tant  de  chiffres 
qu’on  juge  à propos.  Par  exemple,  pour  obtenir  le  produit 
15,7343a  X 32a,  1179,  3®  Replace  les  virgules  et  je  fais  en 
sorte  que  dans  l’un  des  nombres,  il  n’y  ait  qu’un  seul  chiffre 
entier  : le  produit  sera  donc=  i573, 432X3, 221 1 79,  puisque 
j’aurai  déplacé  la  virgule  d’autant  de  rangs  vers  la  droite  dans 
l’un , que  vers  la  gauche  dans  l’autre.  Je  fais  d’abord  la  multi— 
plicat'ion  par  l’entier  3,  et  la  place  de 
la  virgule  se  conserve  visiblement  la 

même  que  dans  le  multiplicaude,  Sup-  3,211179 

posons  qu’on  veuille  quatre  décimales  au  ”.".'2 

produit.  Je  multiplie  par  le  2 des  dixiè-  f 

mes,  et  je  recule  d’un  rang  à droite,  ce 

qui  me  donne  3i4»6864.  La  inultipli-  7 

cation  par  les  2 des  centièmes,  ne  doit  5068,3059’ 
commencer  qu’au  deuxième  chiffre  (3) 

du  multiplicande,  dont  on  supprime  le  dernier  chiffre  2 à 
droite,  en  le  marquant  d’un  point.  On  voit  en  effet  que  si  l’on 
voulait  conserver  le  produit  en  totalité , il  faudrait  encore  le 
reculer  d’un  rang  à droite , et  que  le  produit  4 se  trouvant  daus 
la  colonne  des  cinquièmes  décimales  , devrait  ensuite  être  né- 
gligé. Le  facteur  1 des  millièmes  exige  qu’on  supprime  un  se- 
cond chiAre  du  multiplicande,  on  n’a  donc  pas  égard  au  3,  et 
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le  inulliplicaiide  est  15784  : pour  le  i suivant,  il  est  de  même 
iSjS.  Le  facteur  7 donne  1 toi  ; le  9,  i4i. 

Pour  plus  d’exactitude,  il  est  convenable  d’ajouter  au  pro- 
duit du  premier  chiffre  les  dixaines  contenues  dans  le  produit 
du  chiffre  négligé  à droite.  Par  exemple,  pour  le  facteur  7,  le 
multiplicande  est  réduit  à 167;  mais  à 7 X 700  doit  ajouter  2, 
provenant  du  produit  supprimé  de  7 par  3.  De  même  9 X i5 
est  accru  de  6,  qui  est  la  retenue  du  produit  9X7.  Dans  notre 
exemple,  le  produit  demandé  est  5o68,3o6,  ainsi  qu’on  peut 
s’en  assurer  en  exécutant  la  multiplication  en  totalité,  et  rédui- 
sant le  résultat  aux  seuls  millièmes. 

Voici  un  autre  exemple  où  l’on  a multiplié  deux  nombres  de 
sept  chiffres  décimaux  , et  où  l’on  n’a  voulu  conserver  que  sept 
décimales  au  produit. 


17,3243527 

3,54^319 

. 5i,073o58i  produit  par  3 

* 8,6021764  5 augmenté  de  4 

' : 

i385o4 8 2 

5i92 3 I 

. 173  ».  I O 

• i56 9 •.•  3 

61,3772693  produit  61,377269 

Lorsque  les  facteurs  ne  sont  qu’approchés,  cette  règle  est 
surtout  utile  ; car  le  procédé  général  aurait  l’inconvénient 
d’allonger  le  calcul  pour  donner  au  produit  plus  de  chiffres  qu’il 
ne  faut,  attendu  qu’on  n’y  doit  conserver  au  plus  que  des  par- 
ties décimales  de  même  ordre  que  dans  les  deux  facteurs  ('•'j. (*) 


(*)  Lorsqu’on  multiplie  doux  nombres  a et  6,  qui  no  sont  qu’approchés  , 
les  erreurs  étant  x etx,  le  vrai  produit  est  . 

(a-f-x)  (i-l-x)  = ab-f-ix-f-ax+3Xi 

négligeons  ay  qui  est  une  fort  petite  quantité.  L’erreur  du  produit  ai  est 
donc  bx  + tv,  et  s’aflaiblit  quand  l’un  des  facteurs  est  approché  par  défaut  et 
l’autre  parcxccsi  car  x oiy  ayant  des  signes  contraires,  la  somme  bx  + cyr 
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La  (leniiùi'c  (lectinaie  qu’on  obtient  par  ce  procède  est  un  pcm 
fautive,  à cause  de  la  retenue  qui  provient  des  colonnes  négli- 
gèes.  Ou  remédie  à cet  inconvénient  en  calculant  une  figure  dé- 
cimale , outre  celles  qu’on  veut  conserver,  sauf  à la  négliger 
ensuite. 

47.  Pour  diviser  des  quantités  accompagnées  de  cliilFrcs  dé- 
cimaux, on  en  complète  le  nombre  (pardeszéros)pour  qu’èlles 
en  aient  autant  Tune  que  l’autre,  et  l’on  supprime  la  vii^ule;par 
là  le  quotient  reste  le  même,  puisque  ledividende  et  le  diviseur 
sont  multipliés  par  la  même  puissance  de  10  (n“  i5,  1“.).  Soit 
8,447  ® diviser  par  3,72;  j’écris  3,a»o,  et  j’ai  8447  * diviser 
par  3220,  le  quotient  est  2,  cl  le  reste  2007.  Ainsi , 

= 2 -1- s — de  meme  . 

3220  . ' 

49,1  4q» 49*®® ^ 

20,074  20,074  20074  20074" 


devient  une  dilTérunco.  Il  convient  donc  de  rhoisir  des  Tacteurs  a et  & qui 
soient  dans  ce  cas. 

Mais  s’il  eu  est  autrement,  ou  si  l’on  igpaoro  dans  quel  sens  chaque  nombre 
est  approché,  le  terme  ay  le  plus  influent  de  l'erreur,  s’aflaiblit  quand  y dé- 
croît , c’est-ù-dire  quand  b est  très  approché.  Ainsi  Terreur  du  produit  ab  est 
d’autant  moindre  i/ue  le  plus  petit  Jacteur  b est  plus  approché. 

En  (;énéral  x et  sont  toujours  < j dans  une  multiplication  de  deux  frac- 
tions décimales,  parce  qu’il  faut  supposer  qu’on  a supprimé  la  virgule  pour 
rendre  entiers  les  facteurs  a et  A , et  que  si  la  première  décimale  négligée  est 
au  moinsS,  on  a dû  augmenter  de  i le  ebiffredes  unités.  Faisons  donc  x=j'=t 
la  limite  de  l’erreur  est  ; (a  -«-A)  : ainsi  il  sera  facile,  dans  chaque  cas  [>arti- 
culier,  de  distinguer  leschiflres  du  produit  ab  qui  sont  certains,  de  ceux  qui 
110  le  sont  pas.  Par  exemple,  53,71  x 1,02  = 54.7842;  si  les  facteurs  ne  sont 
qu'approchés , en  supprimant  la  virgule , leur  demi-somme  ayant  4 figures , 
les 4 derniers  chiffres  peuvent  être  fautifs;  les  4 décinialcsTdu  produit  n’étaient 
donc  pas  utiles  à trouver , puisqu’on  est  incertain  s’ils  sont  exacts.  Ile  là  ré- 
sulte qu’il  est  avantageux  de  sim]iUfier  le  calcul  de  la  multiplication,  pourvu 
qu’on  n’altère  que  ces  cbifircs  défectueux , qu'on  serait  d'ailleurs  obligé  de  re~ 
jeter  ensuite.  Dans  l'exemple  cité  p.  .5g,  la  demi-somme  des  facteurs  a g chif- 
fres, et  le  produit  complet  14  décimales;  il  n’y  a donc  que  les  5 premières  dé- 
cimales dont  on  soit  sûr  : on  n'en  doit  chercher  que  6 (ou  7 au  plus  ) , et  erv 
nwliger  ensuite  une.,  Le  produit  est  61,3772g. 


^.44? 

3,22 
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règle  se  siinplific('*‘)lorsque  le  diviseur  n’a  pas  de  fraci  ions, 

car  on  peut  divisera  part  les  entiers;  — ^=2,3i  i5.  S’il  y a 

plus  de  décimales  dans  le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  est 
ramène  à ce  dernier  cas,  en  déplaçant  la  virgule  d’autant  de 
rangs  des  deux  parts,  de  manière  que  le  diviseur  devienne  un 

5 

nombre  entier;  8,447  • ®>°9=844>7  î 9 ~ 93,8  H . 

9** 


Des  Approximations  et  des  Périodes. 


48.  L’erreur  que  l’on  commet  en  négligeant  le  dernier  cliilFre 
d’uuefraction  décimale,  est  d’autant  moindre  que  cette  fraction 
a plus  de  figures.  Ainsi,  lorsqu’on  prend  o,4,aulieu  de  o,43, 
on  fait  une  erreur  de  3 centièmes;  elle  n’est  que  de  3 millièmes 
quand  on  pose  0,04, au  lieu  de  o,o43.  Lorsqu’on  se  contente  de 
deux  ou  trois  décimales,  et  qu’on  néglige  les  autres,  c’est  qu’on 
suppose  qu’il  n’en  résulte  que  des  erreurs  trop  petites  pour  mé- 
riter qu’on  y ait  égard;  il  êSt  rare  qu’on  emploie  plus  de  six 
ou  sept  ligures  décimales. 

Le  résultat  d’un  calcul  étant  4,837  ia3,  on  peut  prendre  4,8 
ou  4*83,  ou  4,837....  pour  valeur  de  cette  quantité;  et 
comme  elle  est>  4*8  4»9>  <l“®  deux  expres- 

sions sont  approchées  à moins  de  l’une  par  défaut,  l’autre 


3ao3 176,8 
3ga6oi  8 
25791  8 
7101  3 
559  7 


93/,5a5 

3,4276 


(*)  La  division  éprouve  une  simplification  ana- 
logue à celle  de  la  multiplication  > par  exemple, 

320,31768  à diviser  par  93,45a5,  si  l’on  no  veut 
que  4 chiiïres  décimaux,  après  avoir  trouvé  les 
deux  premiers  chiOres  3,4  & l'ordinaire , on  sup- 
primera le  dernier  chiffre  5 du  diviseur;  de  là  le 

quotient  partiel  a , et  l’on  aura  à multiplier  9345a  par  a,  et  à sonstrairc  do 
357918;  il  restera  71013.  On  supprimera  de  nouveau  un  chiffre  au  diviseur, 
et  l’ftn  aura  le  quotient  7 et  le  reste  5597,  ^tc.  On  aura  soin,  chaque  fois  qu’on 
nécÜQera  un  chiffre , d’accrottre  le  produit  suivant  des  dixaines  que  donnerait 
ce  même  chiffre.  Du  reste,  les  derniers  chiffres  du  quotient  sont  défectueux. 
Tout  cela  s’explique  facilement. 


Ga  • ARITHMÉTIQUE. 

par  excès.  De  même  et  4»84  le  sont  à moins  de  ^ , et 
même  on  préférera  4,84 , attendu  que  le  chiffre  suivant  est  7,  , 
et  que  4,84,  approche  plus  que  4j83.  En  QénéraX,  si  le  premier  des 
chiffres  qu’on  supprime  est  5 ou  plus,  on  doit  augmenter  d’une  ' 
unité  le  dernier  chiffre  conservé. 

4g.  Il  arrive  souvent  que  le  résultat  d’uu  calcul  est  une  frac- 
tion  irréductible  compliquée;  on  se  contente  alors  d’une  ap- 
proximation dont  le  degré  dépéud  de  la  nature  de  la  question. 
Ainsi,  au  lieu  de  supposons  qu’on  demande  une  autre  frac- 
tion plus  simple,  et  qui  en  diffère  de  moins  de  g.  Il  est  clair 
que  si  l’on  connaissait  deux  fractions,  telles  que  | et  dont* 
le  dénominateur  fût  8,  et  dont  les  numérateurs  ne  différassent 
que  de  I,  elles  rempliraient  l’une  et  l’autre  la  condition  exigée, 
si  4^  était  compris  entre  elles;  il  s’agit  de  trouver  ces  numéra- 
teurs 5 et  6.  Multipliant  ces  trois'  fractions  par  8,  celles  qu’on 
cherche  seront  réduites  à leurs  numérateurs  inconnus  dout  i 
est  la  différence,  et  la  proposée  , qui  devient  8X  ou 
sera  encore  comprise  entre  ces  numérateurs  : mais,  en  extrayant 
les  entiers,  on  trouve  que  ^^est  entre  5 et  6;  ce  sont  donc  les 
numérateurs  demandés.  En  effet,  on  vérifie  aisément  que  ne 
diffère  de  goe  de  -ç^î-ç,  bien  moindre  que  -g.  De  là  cette 
règle  (♦)  : 

Multipliez  la  fraction  proposée  par  le  dénominateur  donné  y 
r entier  approché  du  produit  {par  excès  ou  par  défaut)  est  le 
numérateur  demandé.  Pour  approcher  de  à moins  de-j^,  on 
multiplie  par  1 1,  et  on  a ^ = 6 ou  7 en  nombre  entier;  donc 

et  sont  les  fractions  cherchées.  Pour  approcher  de  ^ à 


moins  de 


3 > 


on  a 


; 4f‘,  or  ^ à moins  de  est  entre  ^ et 


donc  4 f et  5 sont  les  nombres  demandés. 


(*)  Fout  approcher  d'une  fraction  ^ à moins  de  - ; il  faut  détemiu^  « 

parla  condition-que multipliant  tout  par  q,  il  faut  «|no 
q 0 q ^ • 

< x+  I ; c’est-i-dire  que  les  numérateurs  inconnus  de  nos  fractions 
b 

sont  les  qiiotiens  entiers  x et  x+i , par  défaut  et  par  excès,  de  aq  divisé  par  i. 
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Appliquons  celle  règle  aux  fractions  déciiiiales.  Proposons- 
nous  d’approcher  de  | à moins  de  ; et  niultiplions  | par  lo, 
il  viendra  qui  est  entre  5 et  6;  donc  o,5  et  o,6  sont  les  frac- 
tions demandées.  Pour  approcher  à moins  de  o,o  i , il  faut  mul- 
tiplier par  loo,  et  on  a entre  5']  et  58;  donc,  0,57  et  o,58 
ne  diffèrent  pas  de  0,01  de  f.  En  général,  divisez  le  numérateur 
par  le  dénominateur,  et  ajoutez  au  reste  de  chaque  division  un 
zéro,  jusqu  à ce  que  vous  ajrez  obtenu  au  quotient  un  chijjre  de 
V ordre  de  V approximation  demandée. 

Ainsi  ^ soumis  à cette  méthode  d’approximation,  donne  3,5 
ou  3,57,  ou  3,571,  ou  3,57i4i  • • • • suivant  qu’on  veut  que  la 
valeur  soit  approchée  à moins  de  7^,  7^, ...  De  même 

après  avoir  donné  le  quotient  entier  407,  en  continuant 
la  division  à l’aide  d’un  réro  placé  après  chaque  reste , donne 

407,389 

5o.  Lorsque  après  avoir  ajouté  un  nombre  suffisant  de  zéros, 
la  division  amène  le  reste  zéro,  la  fraction  est  exprimée  exacte- 
ment en  décimales.  On  a exactement  i=o,5,  ? = o,75, 
I =o,6a5,  0)65.  Il  est  aisé  de  prévoir  dans  quel  cas  cela 

arrivera  ; car  la  division  ne  pouvant  s’effectuer  qu’après  avoir 

multiplié  le  numérateur  par  10,  100,  1000 il  faut,  si 

la  fraction  est  irréductible,  que  cette  puissance  de  10  soit  divi- 
sible par  . le  dénominateur  (n®  aS,  4“0»  c®  q“*  suppose  qu’il 
n’a  d’autres  diviseurs  premiers  que  2 et  5,  et  que  le  plus  haut 
exposant  de  2 et  5 est  la  puissance  de  10  qu’on  emploie  ('*'). 
Donc,  pour  qu'une  fraction  irréductible  puisse  être  convertie 
exactement  en  décimales , il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le 
dénominateur  ne  contienne  que  des  puissances  de  et  de  5, 
quel  que  soit  d’ailleurs  le  numérateur  ; le  nombre  de  fgures 
décimales  est  égal  à la  plus  haute  puissance  de  2 et  de  5. 


(*}  La  forme  générale  des  fractions  réductibles  exactement  en  décimales  est 

” - -,  le  nombre  des  figures  est  le  plus  grand  des  deux  exposans  m et  n;  et 

i*"  X 


si  l'un  surpasse  l’autre  de  k,  la  partie  décimale  est  a x S* , ou  u x a*,  selon 
que  m est  ^ ou  n;  si  m = n,  la  partie  décimale  est  a. 


é 


G4  ARlTHMÉTIQÜF. 

Si  ce  ücnominateiii'  est  a*x5*  ou  200,  il  y a 3 figures;  par 
exemple , ^ = 0,735. 

51.  Daus  tout  autre  cas  , une  fraction  ne  peut  être  exprimée 
en  décimales  que  par  approximation;  mais,  connue  les  restes 
des  divisions  successives  sont  nécessairement  moindres  que  le 
diviseur,  et  que  le  nombre  de  ces  restes  est  indéfini , on  ne  tarde 
pas  à retrouver  l’un  d’entre  eux.  On  a alors  une  seconde  fois  le 
même  dividende,  quiconduitau  quotientet  au  restesubséquent 
qu’on  a obtenus  alors , et  ainsi  de  suite.  On  retrouve  donc  au' 
c[\xoû^nt périodiquement  les  mêmes  chiffres  dans  le  même  ordre; 
et  puisque  cette  période  s’établit  lorsqu’on  retrouve  le  même 
reste,  et  que  ces  restes  sont  moindres  que  le  dénominateur , la  • 
quotité  de  restes  différens  qu’on  peut  trouver,  est  au  plus  ce  di- 
viseur moins  un;  Aone  la  période  est  composée  de  moinsdechif— 
fres  que  le  dénominateur  n'a  d'unités.  Nous  indiquerons  à l’a- 
venir la  période  , en  la  plaçant  entre  deux  crochets. 

Par  exemple  , | = 0,666. . . = o,[6]  ; = 0,27  27  27 . . . 

= «.[27]:  lA = O , [3/p] ...  ^ = O, [57 1 428] ...  5 = 0,83333 . . . 
= o,8[3]  ; o,58[3] ....  : la  période  est  tantôt  de  i,  tantôt 

de  2,  de  3. . . chiffres;  là  elle  commence  dès  la  virgule;  ici  elle 
ne  prend  qu’un,  deux  ....  rangs  au-delà. 

52.  Si  le  dénominateur  n’a  ni  2,  ni  5 pour  facteur j la  pé- 
riode commencera  dès  la  virgule.  Car  en  réduisant  ^-en  frac- 
tion décimale,  supposons  que  les  restes  Set  2,  donnant  les 
dividendes  5o  et  20,  aient  pu  conduire  à deux  restes  égaux  ; 
la  différence  5o  — 20  serait  divisible  par.  7 (p.  21  ) , ce  qui  est 
impossible,  puisque  les  restes  5 et  2 sont  <[  7,  et  que  7 n’a  2, 
ni  5 pour  facteurs.  Ainsi  deux  restes  inégaux  5 et  2 ne  peuvent 
donner  le  même  reste,  et  si  l’on  obtient  deux  restes  égaux, 
les  restes  précédeus  l’étaient  eux-mêmes  ; et  ainsi  eu  remon-, 
tant  jusqu’au  i*'  reste  3 (*). 


(*)  Pour  réduire  une  fraction  ^ en  décimales , il  faut  ajouter  un  zéro  près 

de  chaque  reste  ; admettons  que  loD  et  loiP  soient  deux  dividendes  parttola 
conduisant  au  même  reste  r ; les  qnotiens'étant  9 et  ç',  on  a * 9” 

loD  = i^-j-r,  ioi)'  = J/-f.r, 
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Mais  si  le  dénominateur  de  la  fraction  a pour  facteurs  des 
puissances  de  2.  et  de  5 , avec  d’autres  nombres , la  période  est 
précédée  d'autant  de  chiffres  qu’il  y a d unités  dans  r exposant 
le  plus  élevé  de  2 et  de  5.  Car  soit  proposée  la  fraction  , 
comme  i4o  = 2*. 5. 7,  si  l’on  multiplie  par  loo,  on  a 

83  5x  83  4*5  r r Qt:  n 

= = t=^857i4];  cette 

période  commence  dès  la  virgule  : donc,  en  divisant  par  100, 
83 

= o,59[2857i4]  dont  la  partie  périodique  est  précédée  de 
deux  figures. 

Supposons  qu’une  fraction , telle  que  f = o,  [7 1 4285] , ait  à sa 
période  le  plus  grand  nombre  possible  déchiffrés,  c’est-à-dire 
autant  qu’il  y a d’unités  dans  son  dénominateur  moins  i . On  a 
dû  obtenir  dans  les  divisions  successives  tous  les  restes  1,2, 3,... 
jusqu’à  6,  mais  dans  un  autre  ordre  : si  donc  on  veut  réduire  -J 
en  décimales,  il  est  inutile  de  recommencer  le  calcul;  il  suffit 
de  le  reprendre  à l’endroit  où  l’on  a obtenu  le  reste  3,  et  de 
faire  commencer  la  période*  au  terme  qu’on  a déduit  de 
qui  est  4 ; on  a de  suite  j = [42857 1].  On  voit  (ju’on  a seule- 
ment rejeté  à la  fin  les  deux  premiers  cliiffrcs  7 1 de  la  première 
période.  De  même  -pj  = o,[o5263i57894736842i] , et  pour 
■75  on  rejeUera  les  trois  premiers  chiffres  o5a  à la  fin,  et  l’on 
aura  [63 1 . . .aïoSa].  C’est  ce  qui  se  voit  aisément,  en  com- 


d'où  retranchant 


Or,  si  b n’a  pour  facteur  ni  3 ni  5,  10  et  4 sont  premiers  entre  eux;  q </'  est 

< 10,  puisque  chaque  quotient  partiel  n’a  qu’un  chiffre;  le  second  membre 
, ne  peut  donc  être  un  multiple  de  10,  ce  qui  démontre  que  cette  équation  ne 
peut  subsister  que  par  9 — 9'=  o ; d’où  0 = 1/  : c’est-à-dire  que  le  même  r 
ne  se  reproduit  qu’autant  que  le  dividende  partiel  est  lui-même  revenu  ; 
donc  9 fait  partie  de  la  période,  puisqu’elle  s’annonce  au  retour  de  l’un  des 
restes  déjà  obtenus.  Et  comme  le  reste  D doit  aussi  provenir  d’un  dividende 
qui  a déjà  été  employé,  il  s'ensuit  qu’il  faut  remonter  au  premier  dividende 
«,  pour  trouver  l’origine  do  la  pcrio<lc,  laquelle  commence  par  conséquent 
dès  la  virgule. 

I.  5 ^ 
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mençant  le  calcul  pour  puisqu’on  trouve  que  les  premiers 
cliilTres  sonl63... 

On  peut  faire  la  inéine  chose,  lorsque  la  fraction  proposée 
ii’a  pas  autant  de  chiffres  que  d’unités  dans  le  dénominateur 
moins  i (^,  pourvu  que  le  numérateur  de  la  deuxième  fraction 
soit  un  des  restes  obtenus  pour  la  première.  Ainsi  ^ = o,[o37]; 
pour  on  a o,  [370]  ; pour  on  o,  ; parce  que  10 

est  le  premier  reste,  et  19  le  deuxième  dans  la  division  de  1 
par  27.  Pour  ’il  suffit  de  doubler  les  quotiens  et  les  restes  : 
ainsi, -;^  = o,  (074), ^ = 0,(740),-^  ou  plutôt 44=0,  (407). 
On  obtient  de  même,  en  multipliant  par  5,  ^ = 0,  ( i85), 
î7=o,  (85i),^=o,  (5i8;, 

Voici  diverses  périodes  dans  le  cas  où  le  numérateur  est  i ; on 
y a inscrit,  pour  chaque  chiffre  de  la  période,  le  reste  qui  l’a 
donné,  afin  d’en  pouvoir  tirer  les  périodes,  quand  le  numéra- 
teur n’est  pas  i . 
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Réduisons  en  décimales  une  fraction  dont  le  numéraleiH' 
soit  I,  et  supposons  qu’on  obtienne  un  reste  égal  au  dénomi- 
nateur moins  un;  par  exemple,  après  trois  divisions, 
donne  le  quotient  0,07601  le  reste  12.  Pour  continuer  l’opé- 
ration , il  faut  réduire  en  décimales  — , ou  * = 1 

* 1 3 1 3 i 3 

(*)  On  remarque  que,  lorsque  le  diviseur  est  un  nombre  premier,  si  la 
riode  n'a  pas  auUnt  de  chirfres  que  ce  nombre  a d’unités  moins  1,  dn  moins 
elle  en  a une  quotité , qui  est  facteur  {partie  aliquote)  de  cette  différence* 

Ainsi  n’a  que  6 chiffres  A la  période;  mais  Gest  ftclêur  de  i3— 1.'(  Vqè.la 

page  43,  et  VArith.  compt.  dcM.  Berthevin.J 

t 
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il  faut  donc  retrancher  de  i la  partie  ,076  déjà  obtenue  an 
quotient,  c’est-à-dire  prendre  les  compléinens  de  tous  ses 
chiffres  à 9,  savoir,  gaS  ; en  sorte  que  75  = o,  [076928].  La  pé- 
riode est  alors  accomplie  ; car  puisque  1 S'*  divisé  par  1 3 a donné 
le  reste  12,  en  ajoutant  i,io'*-f-  i doit  donner  le  reste  i3,  ou 

plutôt  zéro,  ^ * = entier  : multipliant  par  lo^ — i,  on 


10” 


= entier,  c’est-à-dire  que donne  le 

1 


trouve  que  ^ ^ 

reste  1 ; la  période  a donc  6 termes. 

Ce  qu’on  vient  de  dire  s’applique  toujours  au  cas  où  la  pé- 
riode est  composée  d’autant  de  chiffres  qu’il  y a d’unités  dans 
le  dénominateur  moins  un,  car  on -est  sûr  d’obtenir  (dans  un 
ordre  différent)  tous  les  restes  i,  2,  3,  4,  ” et  par  conséquent 
le  dénominateur  moins  un  : le  nombre  des  divisions  qui  don- 
nent la  période  est  réduit  à moitié.  Ainsi  pour  ~ , neuf  divi- 
sions donnent  le  quotient  0,052681578  et  le  reste  18;  prenant 
donc  les  complémens  à 9,  on  joint  à la  suite  le  nombre 
947368421,  et  on  a = o, ([052631578947368421].  Pour  ^ 
on  a o,oi36  et  le  reste  72,  donc  jj  r=  o,[oi36g863]. 

Le  procédé  suivant  permet  de  prolonger  rapidement  la  par- 
tie décimale  obtenue , par  quelques  divisions  initiales.  Poui  -;^ 
on  trouve  o,o5263  avec  le  reste  3 , et  il  reste  à développer 
ou  3 X 7^  ; on  multipliera  donc  par  3 le  quotient  trouvé  et  011 
écrira  ce  produit  à la  suite  ; savoir  1578g;  alors  le  reste  est  9, 
et  il  faut  multiplier  par  9 le  quotient  total,  ou  plutôt  par  3 le 
produit  précédent,  et  ainsi  de  suite.  On  donne  au  calcul  la 
disposition  suivante: 


^ = O,  o5a63 


15789 


47367 

I 421  01 


4 263... 


i^  = o,(o5rf3  15789  47368  421)05  263.. 

Chaque  produit  par  3 ajoute  cinq  figures  au  résultat,  et  quand 
ce  produit  a 6 chiffres,  le  6^  s’ajoute  aux  unités  du  prod^t 
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précédent.  Ou  trouve  de  même 

= 0,0140845  avec  le  reste  5 
produit  par  5. . . . 0704225 

35ai ii5 

I 7605C25 

8 8028125. . . 

ÿj- = 0,0140845  0704225  3521126  7()o5633  8oa8i25... 

53.  Il  est  facilMle  remonter  d’une  fraction  décimale  à sa  gé-* 
iiératrice.  i®.  Si  cette  fraction  est  finie,  comme  o,^5,  on  l’écrira 
sous  la  formel,  qu’il  s’agira  ensuite  de  réduire  (n®  38,  3®.)  à 
la  plus  simple  expression 

2“.  Si  la  fraction  décimale  n’est  qu’approchée , et  qu’on  n’en 
connaisse  pas  la  période  en  totalité,  le  problème  admet  une  in- 
finitéde  solutions.  C’est  ainsi  que  O,  75;o,756;o,755;o,  75 12,  etc., 
répondent  aux  fractions  j ^ , etc. , qui , réduites  en  de'- 
cimales,  ont  0,75  pour  premiers  chiffres. 

3®.  Mais  si  la  période  est  connue,  et  qu’elle  commence  dès 
la  virgule,  comme  pour  0,666 0,2727...  etc.,...  on  ob- 
servera que  5,  9^,....  réduites  en  décimales,  donnent 

o,  [1],  o,  [01],  O,  [001]...  On  peut  donc,  par  exemple,  regar- 
der O,  (27)  comme  le  produit  par  27  de  o,  [01]  ou^;  ainsi 
o,[27]  ou  De  même,  o,[6]  est  le  produit  par  6 de 

o,[i]  ou  9 ; ainsi  o,[6]  = | ou  j.  Donc,  pour  remonter  d une 
fraction  décimale  périodique  à la  fraction  génératrice , il  faut 
diviser  la  période  par  le  nombre  formé  d'autant  de  9 successifs 
que  la  période  a de  chiffres. 

On  trouvera  ainsi  que  o,[342]  = |||  = ^ ; o,[57l428J 

=H^ff  = ?-;o,[o36]  = ^=TfT. 

4®.  Si  la  période  ne  commence  pas  dès  la  virgule,  on  trans- 
portera la  virgule  à l’origine  de  la  période,  et  on  cherchera  la 
fraction  qui  est  égale  à toute  la  partie  périodique  : réunissant 
cette  fraction  l’entier , on  en  formera  une  fraction  à deux 
termes  dont  on  multipliera  le  dénominateur  par  une  puissance 
de  10  marquée  par  la  quotité  des  figures  de  la  partie  non  pé- 
riodique. Ainsi,  pour  o,5333...,  je  multiplie  p.ar  10,  ét  j’ai 
5,333...  = 5 7 = -^:  divisant  par  10,  il  vient  o, 5333...= 

— Pour  o,88[5i3],  on  prend  88,[5i3]  = 88  ^ 
divisant  par  100,  on  trouve  o,88[5i3]  = 
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Des  Nombres  concrets  et  complexes, 

54-  Jusqu’ici  les  nombres  que  nous  avons  introduits  dans  nos 
calculs  sont  abstraits , c’est-à-dire  que  l’unité  n’a  pas  été  définie. 
Mais  ces  nombres  ne  peuvent  faire  acquérir  la  notion  de  la  gran- 
deur des  objets  que  quand  l’uni  té  est  connue.  Par  le  nombre  24> 
on  marque  bien  que  la  grandeur  à mesurer  est  formée  de  24 
l’unité  : mais  lorsqu’on  dit,  ^ar  exemple,  que  le  jour  est  coin, 
posé  de  24  heures , on  énonce,  i“.  que  l’unité  de  temps  est  la 
durée  d’une  heure;  2°.  que  24  de  ces  unités  durent  autant  qu’nn 
jour.  Ces  sortes  de  nombres , composés  d’une  unité  particulière, 
qu’on  répète  autant  de  fois  que  l’indique  une  quantité  abstraite, 
sont  ce  qu’on  nomme  des  Nombres  concrets  : ce  sont  de  véri- 
tables produits,  dont  le  ihultiplicande  est  l’unité,  et  le  mul- 
tiplicateur un  nombre  abstrait  : l’énoncé  24  francs  revient  à 24 
fois  un  franc. 

Nous  devons,  avant  tout  , faire  connaître  les  dénominations 
qui  servent  à désigner  les  diverses  unités, 

i”.  L’unité  de  longueur  se  nomme  Mètre  ; c’est  la  dix-millio-  ■ 
nièine  partie  de  l’arc  du  méridien  de  Paris,  qui  s’étend  du 
pôle  à l’équateur. 

; 2°.  Un  carré  dont  le  côté  a 10  mètres  est  l’unité  de  surface  ; 
^n  le  nomme  Are.  , ^ 

3®.  Le  cube  qui  a pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre  est 
l’unité  de  volume  ; c’estle  Litre.  On  se  sert  aussi  du  mètre  cube, 
ou  stère , pour  mesurer  le  bois  de  chauffage. 

4°.  Le  poids  d’un  cube  d’eau  qui  a pour  côté  le  centième  du 
mètre  est  l’unité  de  poids  ; c’est  le  Gramme.  Comme  le  poids 
d’un  volume  croît  avec  la  densité,  il  faut  ajouter  que  l’eau  doit 
être  pure , et  au  maximum  de  densité , qui  est  vers  4 degrés 
du  thermomètre  centigrade. 

5“.  L’or  et  l’argent  monnayés  doivent  contenir-^  d’alliage, 
c’est-à-dire  être  à o’,g  de  fin.  L’unité  monétaire  est  le  Franc, 

■ pièce  d’argent  du  poids  de  5 grammes. 

Mais  ces  unités  sont,  pour  divers  usages,  ou  trop  grandes,  ou 

• •*. 
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trop  petites  : par  exemple,  la  distance  de  deux  villes  et  l’cpais- 
seur  d'un  Lvre , exprime'es  en  mètres , seraient  d’une  part  un 
trop  grand  nombre,  et  de  l’autre  une  fraction  gênante  : on  a 
réuni  plusieurs  de  nos  unités  de  chaque  espèce  en  une  seule  pour 
mesurer  les  grandeurs  considérables,  et  sous-divisé  chacune  en 
parties  propres  à mesurer  les  petites  quantités.  La  longueur  de 
dix  mètres  forme  le  Décamètre  ; la  capacité  de  dix  litres,  le 
£>éca/t/rey  le  poids  de  dix  grammes,  le  Décagramme,  etc.  La 
longueur  de  cent  mètres  est  V Hectomètre;  le  volume  de  cent 
litres,  V Hectolitre  ; cent  grammes,  V Hectogramme  ; cent  arcs, 
V Hectare,  etc.  ; mille  mètres  font  le /fifomè/rc  mille  litres,  le 
Az7of/tre;millegramines,  le  Kilogramme , etc.  ; dix  mille  mè- 
tres valent  un  Mjriamètre , etc. , ces  nouvelles  unités  devenant 
ainsi  de  dix  en  dix  fois  plus  grand^. 

On  partage  de  meme  le  mètre,  le  litre,. . . . en  dix  parties  ; 
on  nomme  Décimètre,  le  dixième  du  mètre  ; Décilitre,  ledixième 
du  litre;  Décime,  le  dixième  du  franc,  etc.  Chacun  de  ces 
dixièmes  se  partage  de  meme  en  dix  ; le  Centimètre  est  le  cen- 
tième du  mètre;  le  Centime , le  centième  du  franc ; le  Mil- 

limètre est  le  millième  du  mètre,  etc. 

.4insi , en  se  réglant  toujours  sur  l’ordre  décimal , la  nomen- 
clature s’est  trouvée  comprise  dans  nos  six  noms  d’unités  princi- 
pales, devant  lesquels  on  place  des  additifs  empruntés  à la  langue 
grecque  pour  désigner  des  mesures  de  dix  en  dix  fois  plus 
grandes  : déca,  dix  ; hecto,  cent;  kilo,  mille;  mj'ria,  dix  mille; 
et  les  adjectifs  dérivés  du  latin  : deci,  dix  ; centi,  cent;  milli, 
mille,  pour  indiquer  des  unités  de  dix  en  dix  fois  plus  petites. 
Par  exemple,  un  kilogramme  vaut  mille  grammes  ; un  centi- 
mètre, le  centième  du  mètre,  etc.  De  même  8827,5  grammes 
valentSkilogrammes,  Shcctogrammes,  2 décagrammes,  7 gram- 
mes et  5 décigramincs  ; où , si  l’on  veut,  3 8,275 hectogrammes, 
ou  3,8275  kilogrammes.  On  énonce  ces  grandeurs  de  la  manière 
accoutumée  aux  fractions  décimales;  la  seconde,  par  exemple, 
se  lit  ainsi  : 38  hectogrammes  et 

Tl  s’en  faut  de  beaucoup  qu’on  ait  besoin  de  toutes  les  espèces 
d’unités  comprises  dans  cette  exposition;  mais  on  rejette  celles 
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qui  n’ont  pas  d’usaj'e.  Nous  dirons  donc  que  le  mètre  est  la  dix- 
millionième  partie  de  l’arc  du  méridien  qui  va  du  pôle  à l'équa- 
teur ; Vare  est  le  décamètre  carré}  le  litre,  un  décimètre  cube}  le 
stère,  un  mètre  cube } le  gramme  est  le  poids  d’un  centimètre 
cube  deau  distillée  au  maximum  de  densité}  le  franc  est  le 
poids  de  5 grammes  d’argent  à de  fin  La  conception 
simple  et  grande  qui  a donné  naissance  à ce  système  repose  sur 
cette  idée,  qu’il  faut  prendre  dans  la  nature  un  terme  invariable, 
le  mètre,  et  déduire  ensuite  de  cette  mesure  toutes  les  autres: 
si  quelque  catastrophe  venait  à détruire  tous  nos  étalons,  ils  se- 
raient faciles  à retrouver. 

Git  admii-able  système  a rencontre  une  opposition  devant  la- 
quelle on  a cru  devoir  fléchir  ; on  permit  l’usage  des  anciens 
noms  : ainsi  on  traduit  le  mot  hectare  par  arpent,  décalitre  par 
•velte,  litre  par  pinte, hectolitre  jwir  septier;  décalitre  par  bois- 
seau, kilogramme  par  livre,  etc.  Ce  ne  fut  pas  une  idée  heu- 
reuse que  de  céder  ainsi  sur  la  nomenclature  ; ce  ne  sont  pas  les 
noms  dont  l’usage  est  gênant;  c’est  une  habitude,  contractée  dès 
l’enfance,  qui  a mis  nos  besoins  en  relation  avec  des  mesures 
qu’il  faut  changer.  Ainsi  l’on  ne  remédia  qu’à  un  mal  imagi- 
naire, et  l’opposition  demeura  dans  toute  sa  force. 

55.  Le  plus  bel  éloge  qu’on  puisse  faire  des  nouvelles  mesures 
est  l’exposition  des  anciennes.  Nous  présentons  ici  le  talricau  de (*) 


(*)  Les  pièces  do  5 francs  pèsent  a5  grammes;  4 do  ces  pièces  pèsent  un  hec- 
togramme; 100  francs  pèsent  un  demi-kilogramme.  On  accorde,  sur  te  poids  et 
le  titre  des  pièces  de  5 francs,  une  tolérance  do  o,oo3  en  plus  cl  en  moins.  Le 
kilogramme  d'argent  j)ur  vaut  environ  aaa  francs.  Les  pièces  de  5 francs  ont 
37  millimètres  de  largeur  diamétrale;  27  de  ces  pièces , plaeces  sur  tinc  même 
ligne,  bout  h bout,  donnent  la  longueur  du  mètre;  S pièces  forment  à pou 
près  3 décimètres. 

Les  pièces  dc4ofr.  pèsent  ia,9o322  gramntos;  celles  de  20  fr.,6,4-'>>(>i  gram- 
mes, ou  i55  pièces  do  20  francs  pèsent  un  kilogramme,  valant  3ioo  francs. 
On  accorde  une  tolérance  do  0,002  sur  le  titre  et  sur  le  |>oids , soit  en  plus, 
soU  en  moins.  34  pièces  de  20  fr.  et  1 1 de  4»  fr. , jducées  l>out  à bout  spr  une 
ligne,  forment  la  longueur  du  mètre.  Le  kilogramme  d'or  pur  vaut  environ 
3444  fr.  Lu  valeur  du  l'or  monnayé  est  i5  fois  ut  demie  celle  de  l'argent. 
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celles  qui  e'taiciit  en  usage  à Paris  ; car  elles  changeaient  avec 
les  provinces , et  même  avec  les  villes  d’un  même  État  (*). 

L’unité'  de  longueur  se  nommait  Toise  ; elle  se  divisait  en 
6 Pieds,  chacun  de  12  Pouces,  et  chaque  pouce  de  i-i  Lignes. 

L’unité  de  poids  était  la  Livre  Ife,  partagée  en  i6  Onces  J , 
chacune  de  8 Gros  ou  Dragmes  3 , divisés  chacun  en  72 
Grains  gr,  ou  en  3 Scrupules  3 (<le  24  grains).  La  livre  était 
encore  partagée  en  2 Marcs,  de  8 onces  chacun,  etc.  Le  signe  g 
désigne  une  demie  ; ainsi  3 üg  veut  dire  2 gros  ét  demi. 

La  livre-nionuaic,  dite  Tournois,  était  composée  de  20  Sous, 
chacun  de  12  Deniers. 

L’unité  pour  peser  les  diainans  était  le  Karat,  poids  de  3,876 
grains  poids  de  luai-c,  ou  2 décigramiues;  il  se  divise  en  4 
grains  (**).  ' 

Le  Jour  se  partage  en  24  Heures,  l’heure  en  60  Minutes', 
chacune  de  60  Secondes  ' . 

Les  étoffes  étaient  mesurées  avec  une  longueur  nommée 
Aune,  d’environ  41  pouces  ( 43'’°, 9028  — 43'’“  io“,  8333). 


t 


{ 


-, 


(*)  Ces  irrégularités  tiennent,  soit  aux  besoins,  soit  aux  usages  des  pays. 
Tantôt  on  préCiraif.  la  sous.diTision  par  la,  tantôt,  par  ao  : on  shnisissait  dus 
mesures  en  relatiof  ici  avec  les  travaux  de  l’agriculture , là  avec  les  consom- 
mations. Far  exemple , le  boisseau  ras  de  blé  en  grain  pesait  ao  lt>  ; un  seplier 
de  farine  pesait  aao  tb,  etc.  ; la  livre  de  Lyon  avait  1 4 onces  ; ailleurs  elle  n’en 
contenait  que  la,  etc. 

En  faisant  disparaître  toutes  ces  variations , le  nouveau  système  a rendu  un 
service  incontestable  aux  hommes;  mais  il  a malheureusement  l’inconvénient 
de  ne  pas  être  devenu , par  l’usage , en  relation  avec  nos  besoins. 

(**)  La  valeur  4’un  diamant  dépend  de  son  poids,  de  sa  taille,  de  sa  figure, 
de  son  eau.  ( son  éclat  et  sa  transparence). . . Pour  l’cvalner,  d’apres  la  règle 
de  JcITcrics,  on  exprime  d’abord  le  prix  du  poids  d’un  karat,  et  l’on  multiplie 
ce  prix  par  le  carre  du  nombre  de  karata.  Far  exemple  , si  le  karat  vaut  , 
5o francs,  un  diamant  du  |33  karats  vaut  5o  x (i33)>,  ou  884 4^  francs.  Le 

3 

Pitre,  diamant  de  la  couronne,  du  poids  de  i36  karats  y,  fut  payé  a mil- 


lions et  demi,  ce  qui  revient  à i34  francs  le  premier  karat.  Le  Sanex,  autre 


diamant  do  la  couronne , pèse  53  - karats.  Au  reste , la  règle  do  Tefferies  ne 


subsiste  que  jusqu’à  un  certain  poids , passé  lequel  le  diamant  n’a  qu’un  prix, 
d’affection. 
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Le  Boisseau,  capacité  de 655,78  pouces  cubes,  coutei^it  i6 
litrons  (de  pouces  cubes  chaque).  Le  Septier  valqit 

ta  boisseaux , c'est-à-diie  7869,36  pouces  cubes  ; la  Mme 
boisseaux  ; le  Minot,  3}  le  Muid,  i44»  c’est-à-dire  t’a  sep- 
ûers.  * 

La  Pinte,  qui , selon  l’ordonnance  des  Ëcbevins , devait  con- 
tenir 48  pouces  cubes,  n’en  avait  réellement  que  48, 9S.  La 
Velte  valait  8 pintes  ; le  Muid  a88;  il  se  divisait  en  a Fei/t7/e«es 
ou  4 Quarlauts.  Le  Tonneau  valait  a tnuids  ou  576  pintes.  A 
Bordeaux,  le  tonneau  contenait  3 inuids  ou  864  pintes;  la 
Queue  d’Orléans  valait  43a  pintes. 

Récapitulons  les  mesures  ci-dessus  énoncées. 


Jour.  Heures.  Minutes.  Secondes. 
I = 24  = 144°  = dUiuo 

1 = 60  = 3ooo 

I = Go 


Toise.  Pieds.  Pouces.  Lignes 
I = 6 = 72  = 864 

I = 12  = 144 

- i = 12 

‘ Livre.  Marcs^  Onces.-  Gros.  Scrupules.  Grain», 
I = 2 = 16  = 128 

I = 8 = 64 

^ ^ I = 8 

....  J 


Muid.  Septiers.  Bois.scaux.  Litrons. 
1 = 12  = 144  = a3o4 

I = 12  = 19a 

Tf  I = 16 


r=  9216 

= 4608 
= 076 

= 72 

= 24 

Livre.  Sous.  Deniers. 
I =_20  = 240 

“ I = 12 


384 

192 

24 

.3 

I 


Quant  aux  rapports  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  me- 
sures, voyez  à la  fin  de  l’Arithmétique.  .-s  -.  V* 

Il  nous  reste  à parler  des  moyens  de  faire  les  quatre  règles 
sur  des  nombres  complexes  : on  nomme  ainsi  ceux  qui  sont 
formés  d’unités  principales  et  de  sous-divisions.  Nous  n’avons 
rien  à dire  pour  les  nouvelles  mesures  qui , n’admettant  que 
des  fractions  décimales,  rentrent  dans  ce  qu’on  a enseigné 
( n*’ 45,  46  et  47  )•  " 

56.  Pour  ajouter  ou  soustraire  les  quantités  complexes,  on 
écrit , au-dessus  les  unes  des  autres , les  parties  qui  ont  une 
même  dénomination,  et  l’on  opère  successivement  sur  chacune» 
en  commençant  par  les  plus  petites.  Si  la  somme  d’une  colonne 
surpasse  le  nombre  d’unités  nécessaires  pour  former  une  ou 
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plusieurs  unités  de  l’ordic  supérieur,  on  les  retient,  et  l’on  ne 
pose  que  l’exccdaiit. 


Exemples  d’addition  : 

Toises.  Pieds. 

Pouces.  Lignes. 

Marcs.  Onces.  Gros.  Grains. 

|54  3 

7 9 î 

i5  3 6 42 

23  2 

8 II  ^ 

217  7 7 60 

i32  5 

10  3 1 

4i  6 5 17 

o a 

7 • 

4 5 6 10 

3l  I 2 

10  I 1 

280  0 1 57  _ 

Livres.  Sous. 

Deniers. 

Jours.  Heures.  Minutes.  Secondes. 

322 

5 

2 10  4*  ^4 

43  II 

7 

5 9 17  19 

7 8 

4 

0 21  3 48 

l8  2 

7 

8 17  4 * 

43  i6 

6 

1 

435  i6 

5 

il 

Dans  le  preiniei'  de  cc^cxeinples,  la  colonne  des  lijjnes  doiiue 

25  lignes  ou 

2 pouces  I ligne  ^ , parce  que  1 2 lignes  valeut 

I pouce  ; on  pose  donc  seulement  i | , et  l’on  reporte  2 à la  co- 

lonne  des  pouces , qui  donne  34 

, ou  2 pieds  1 6 pouces  ; posez  1 0 

et  retenez  2,  etc. 

Voici  quelques  soustractions 

: 

Urres.  Oaocs.  tin».  Grains. 

Toises.  Pieds.  Pouces.  Lignas, 

3a  9 

2 44 

487  000 

12  12  , 

5 12 

319  4 3 10 

19  12 

5 32 

167  I 8 2 

Livres.  Sous. 

Deniers.  Jours.  Heures.  Minutes.  Secondes. 

349  >7 

4 

17  II  47  3 

127  8 

7 

i3  18  55  (^o 

222  8 

9 

3 16  5i  25 
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On  voit  qu’après  avoir  soustrait  12  grains  de  44>  passe  aux 
gros;  mais  comme  2 — 5 ne  se  peut,  on  ajoute  i once  ou  8 
gros,  et  l’on  a 10  — 5 = 5;  puis  on  ajoute  pareillement  une 
once  aux  12  qu’il  faut  ôter  de  g ; de  sorte  qu’on  dira  9 — 13  ne 
se  peut;  ajoutant  une  livre  ou  16  onces,  on  a 25 — 1 3=  12,  etc... 
Cette  opération  est  fondée  sur  le  même  principe  que  pour  les^ 
nombres  entiers. 

Descartes,  né  le  3 avril  1596,  est  mort  le  11  février  i65o; 
Pascal , né  le  19  juin  1623,  est  mort  le  10  août  1662  ; Newton, 
né  le  1 5 décembre  1642 , est  mort  le  18  mars  1 72^.  On  demande 
la  durée  de  la  vie  de  ces  grands  géomètres. 

57.  Pour  la  multiplication  des  nombres  complexes,  d’après 
les  principes  donnés  (11°  4^) , on  opérera  séparément  sur  les 
entiers  et  sur  les  fractions.  On  remarquera  que  le  multiplica- 
teur doit  toujours  être  un  nombre  abstrait  (n®  54),  destiné  à 
marquer  combieu  de  fois  on  répète  le  multiplicande.  Multiplier 
12  francs  par  3 aunes , ce  ne  peut  être  répéter  1 2 francs  3 aunes 
de  fois,  mais  bien  répéter  12  francs  autant  de  fois  que  l’unité 
est  comprise  dans  trois  aunes,  c’est-à-dire  3 fois.  Auisi,  lorsque 
les  deux  facteurs  paraissent  concrets,  c’est  que  la  question  est 
mal  interprétée.  Au  reste,  ceci  s’éclaircira  par  la  suite. 

Il  se  présente  deux  cas , suivant  que  le  multiplicateur  est  ou 
n’est  pas  complexe. 

i"  CAS.  On  voudrait  savoir  le  prix  de  17  aunes  ^ d’une 
étoffe  qui  coûte  45  livres  12  sous  6 deniers  l’aune  ; il  est  clair 
qu’il  faut  répéter  ce  dernier  noinbie  17  fois  et  de  sorte  que 
le  multiplicateur  17  ^ cesse  de  repeésenter  des  aunes,  et  de- 
' vient  un  nombre  abstrait  ( u®  54  )•  On  multiplie  d’abord 
45  livres,  puis  12  sous,  puis  enfin  6 deniers  par  17.  Le  pre- 
mier de  ces  calculs  n’ofire  pas  de  difficultés.  Décomposons  12 
sous  en  i o-J-2  ; puisque  1 livre  répétée  1 7 fois  , donne  1 7 livres , 
10  sous  ou  { livre  doit  donner  la  moitié  de  1 7 livres  ; 2 sous  en 
donne  le  dixième,  ou  le  cinquième  du  produit  de  10  sous.  On 
a pour  6 deniers,  le  quart  du  produit  que  donne  2 sous.  On 
prend  ensuite  les  deux  tiers  du  multiplicande,- et  l’on  ajoute  k 
tout 
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Voici  l’ordre  (^u’on  suit  dans  ce  calcul  : 

45»«  12^  6*' 


:S 


3i5* 

\ 

45o 

8... 

10'^.  . . . 

I . . . 

«4 

0 

8..  6»> 

i5... 

4- . 2. 

i5. . . 

• • 2 • , 

806^ 

o-^  lO** 

1 7 fois  45*" 


pour  I , le  tiers  du  multiplicande, 
pouri. 


Dans  ce  genre  d’opérations  tout  se  réduit  à décomposer  cha- 
que fraction  en  ses  aliquotes,  comme  n’’  Ainsi  19  sous 
ou  ^ de  livre,  se  décompose  en  = = et  ^ = f ; il 

faudrait  donc,  pour  19 sous,  prendre  la  j,  le  j et  le  J de  l’entier 
multiplicateur,  considéré  comme  des  livres.  On  pourrait  aussi 
prendre  -jf  = j,  ^ = j et  deux  fois  De  même  pour 

I on  prendra  i=|,  i = f et  i. 

On  voit  donc  que,  pour  multiplier  uue  fraction  complexe, 
après  l’avoir  exprimée  en  fractions  à deux  termes,  il  faut  dé- 
composer son  numérateur  en  parties  qui  divisent  le  dénomina- 
teur ; les  fractions  composantes  seront  donc  réduites  à d’autres 
dont  le  numérateur  est  i . Par  exemple,  pour  10  pouces,  ou de 
pied,  on  coupera  10  en  6 -f- 2 4-2,  ce  qui  fera,  eu  réduisant , 
ïj  5 et  i;  ou  bien  en  4 + 4 + j,  j et  ou  en 

6 + 3 -f-  1,  qui  donnent  *,  | et  etc.... 

Observons  que  si  le  multiplicateur 
n’a  qu’un  seul  chiffre , il  est  plus 
simple  d’opérer  comme  pour  l’addi- 
tion. Dans  l’exemple  ci- contre,  on 
dira:  7 fois  18  grains  = 126  grains  = 

1 gros  54  grains.  On  pose  54  et  on  retient  i . Passant  au  produit 
de  4 gros  par  7 , on  a4X  7 + > = 29 gros,  ou  3 onces  5 gros; 
on  pose  5 gros  et  l’on  retient  3 onces,  etc. 

Pour  multiplier  i4  s.  par  483 , il  faut  prendre  les  ^ ou  les  ^ 
de  483  livres;  on  a ou  338, i , ou  enfin  338 liv.  2 s.  Cet 
exemple  prouve  que,  pour  multiplier  un  nombre  pair  de  soui^ 


Liv.  One.  Gros.  Grains. 

57  5 4 

T 


4oi 


54 
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il faut  en  prendre  la  moitié , faire  le  produit  de  cette  moitié,  en 
mettant  au  rang  des  sous  le  double  des  unités  de  ce  produit. 
Pour  18  s.  X 56,  comme  56X9  = 5o4,  on  a 5o  Hv.  8 s.  ; 80 
pièces  de  12  s.  font  8 X 6 = 48  liv. 

2*  CAS.  Cherchons  la  valeur  de  36  marcs  6 onces  4 gros  d’ar- 
gertt  à 5i  liv.  i5  s.  5 den.  le  marc.  On  répétera  d’ahord  5i  liv. 
1 5 s.  5 den.  36  fois  ; et  ensuite  autant  de  fois  que  6 onces  4 gros 
sont  contenus  dans  le  marc  : le  multiplicateur  est  abstrait  et 
cesse  de  représenter  des  marcs.  Ainsi  on  ne  multipliera  d’abord 
5i  liv.  i5  s.  5 den.  que  par  36,  ainsi  qu’on  le  voit  ci-contre, 
d’après  la  règle  exposée  ci-dessus.  Il  reste  ensuite  à multiplier 
par  la  fraction  6 onces  4 gros  ; en  prenant  d’abord  pour  4 onces 
la  moitié  du  multiplicande  total  5i  liv.  i5  s.  5 den. , parce  que 
4 onces  équivaut  à ou  la 
inoitiéd’un  marc;  pouraonces, 
on  pi;end  ensuite  la  moitié  de 
ce  produit,  etc. 

Il  arrive  souvent  que,  pour  pQy^ 
faciliter  lescalculs,  ont  fait  un 
faux  produit  : par  exemple, 
si  l’on  avait  eu  1 4 s.  au  lieu  de 
i5  s , il  aurait  fallu  de  meme 
faire  le  produit  de  i s. , qu’on 
auraitegacé  après  avoir  trouvé 
le  produit  des  5 den. 

Voici  deux  autres  exemples  : 

11*  i8-^  8»> 

4a‘  gr  41” 


24^ 


F. 


48 

p'  i8-^...37 


pr.  de 
P' 


4s>.. 
4»>.., 
3P.. 
2P.  . 
4P’.. 


Z 

O 

O 

6 

4 

O 


i6-^ 

Z 

«4 

>4 

î 

«4 


554 


4*> 

23 

4Î 


5i«- 

36" 

i5-^ 

6” 

5». 

4*’ 

i53 
i4"''. . .a5 

¥ 

I-''...  I 

16 

4*“. . . 0 

la 

i**. . . 0 

3 

4“ 25 

8 ; 

2“ ...  1 2 

10 

10  i 

4»’...  3 

4 

8 A 

1905 

16 

^ ■!% 

37** 

i£H- 

8». 

- 9‘ 

3P 

IlPO 

340^ 

1-» 

0*> 

P’  3P  i8 

*7 

10 

•.  de  I 0 

4 

If  { 

p’  41™  2 

I 

> * I 

4P”  2 

I 

3P”  I 

1 1 

364 

>4 

i3  1 1 
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58.  Puisque  le  quotient,  multiplié  par  le  iliv^eur,  produit  le 
dividende,  la  division  doitolTrir  aussi  deux  cas,  suivant  que  le 
quotient  ou  le  diviseur  représeute  le  multiplicateur,  et  doit  être 
considéré  comme  abstrait. 

i"CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicateur,  lequotient  est  le 
multiplicande  et  doit  être  de  la  meme  espèce  d’unités  que  le 
dividende , qui  représente  le  produit. 

Lorsque  le  diviseur  n’est  pas  complexe,  on  opère  tour  à tour 
sur  chaque  espèce  d’unités  du  dividende , en  commençant  parla 
plus  grande.  Ainsi,  pour  diviser  234  i5  s.  7 den.  par  4 ; 
on  prendra  le  quart  de  a34  liv. , qui  est  58  liv. , avec  le  reste 
2 liv. , qu’un  réduira  en  sous  pour  les  joindre  aux  1 5 s.  du  divi- 
dende, 40+  i5  = 55,  dont  le  quart  est  i3  s.  avec  le  reste  3 s. 
ou  36  den.  ; 36  + 7 = 43  den. , dont  le  quart  est  10  ? deu.. 
le  quotient  est  donc  58  liv.  1 3 s. 


iSi*  14^  6J« 
a5» 

SoeJ" 

■4 

SliS 

5o4 

lU 

laoA 

6 

ia6 

O 


4^ 

3«-  laJ’  3»» 


10  i den.  I4J"  6J>  f 

Unouvrierareçu  i5i  liv.  i4s.  ' 

6 den.  pour  4^  jours  de  travail  ; 
pour  savoir  ce  qu’il  gagnait  cba- 
que)our,  on  divisera  i5i  liv.  i4s. 

6 den.  parle  nombre  abstrait  42. 

On  voit  ci-contre  le  détail  du 
calcul. 

Quand  le  diviseur  ik’a  qu’un  seul  chifTre , comme  dans  le 
premier  exemple,  au  lieu  de  suivre  tous  les  détails  de  ce  type 
de  calcul , il  n’est  besoin  d’écrire  que  le  quotient,  attendu  que 
la  mémoire  suffit  pour  retracer  les  restes  successifs.  C’est  ainsi 
<^u’on  en  a usé  ( p.  a3  ) , et  même  dans  les  exemples  de  multi- 
plications complexes, lorsqu’il  a fallu  prendre  la  moitié,  le  tiers, 
le  quart 

Si  le  diviseur  est  complexe , mais  qu’on  doive  encore  le  re- 
garder comme  abstrait,  il  faut  d’abord  faire  disparaître  les  frac- 
tions qui  l’alfectent  : pour  cela , on  multipliera  le  dividende  et 
le  diviseur  par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  plus  petite 
e.spèce  d’unités  de  celui-ci  est  contenue  dans  la  plus  grande. 
Cette  opération  n’altérera  pas  le  quotient  (n®  i5.  i“);  et  comme 
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chaque  espèce  «l’unilés  du  diviseur  produira  des  unités  entières , 

11  siira  rendu  entier.  Ainsi , 4^  toises  5 pieds  4 pouces  ont  coûté 
554  liv.  i3  s.  Il  den.  g ; ou  demande  le  prix  de  la  toise?  Il  faut 
diviser  ce  dernier  nombre  par  le  premier,  considéré  comme 
nombre  abstrait.  Comme  4 pouces , ou  4 de  pied , est  contenu 
18  fois  dans  la  toise , on  doit  multiplier  les  deux  nombres  pro- 
proscs par  18.  La  question  devient:  77a  toises  ont  coûté  9984  Hv. 
los.  8 (len.;/{uelestleprix  de  la  toise?  La  division  de 9984  liv. 
10  s.  8 den.  par  le  nombre  abstrait  772  donne  pour  quotient 

12  liv.  18  s.  8 den. 

De  même,  pour  diviser  806 liv.  o s.  10  den.  par  17  j,  il  faut 
hiultiplier  par  3,  et  l'on  a 2418  liv.  2 s.  6 den.  à diviser  par  53. 
Si  le  diviseur  est  3“  7®  4*'»  on  multipliera  par  16,  parce  que 
4 gros  ou  la  moitié  de  l’once , est  contenu  16  fois  dans  le  marc. 

2*  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicande , il  doit  être  de 
la  même  espèce  que  le  dividende  ; le  quotient  est  abstrait , et 
indique  combien  de  fois  l’un  contient  l’autre.  On  fera  dispa- 
raître les  fractions  du  dividende  et  du  diviseur,  ainsi  qu’il 
vient  d’être  dit,  puis  on  les  regardera  l’un  et  l’autre  comme 
des  nombres  abstraits  • en  effet , 1 2 liv.  contiennent  3 liv.  autant 
de  fois  que  i2  contient  3. 

Par  exemple,  pour  diviser  364  üv.  i4  s.  3 den. par  37  liv. 

1 5 s.  8 den. , on  multipliera  ces  deux  nombres  par  20X12X18 
ou  4320 , parce  que  le  dix-huitième  de  denier  est  contenu  432o. 
fois  dans  la  livre.  Il  faudra  donc  diviser  i 575  565  par  i63  224, 
ce  qui  donne  9 Pour  faire  la  preuve  par  la  multiplica- 
tion, p.  77  , il  faut  évaluer  la  fraction  en  parties  de  la 

toise,  comme  on  va  le  dire. 

Combien  de  fois  i43  liv.  17  s.  6 den.  contient-il  1 1 liv.?  Il 
faut  multiplier  par  40,  et  diviser  entre  eux  les  produits  5755 
et  440  ; on  trouve  1 3 fois  et 

59.  Les  fractions  à deux  termes , les  décimales  et  les  com- 
plexes sont  les  trois  sortes  de  fractions  en  usage.  Nous  savons 
déjà  convertir  les  deux  premières  l’une  en  l’autre  { p.  63  et  68)  ; 
voyons  ù les  changer  en  la  troisième,  et  réciproquement. 

On  réduit  une  fraction  en  nombre  complexe,  en  divisant  le 


"1 
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numérateur  par  le  de'noininateur.  Ainsi , pour  avuir  les  } de  la 
livre,  on  divisera  5 livres  par  7,  et  l’on  aura  i4  sous  3 de- 
niers J. 

Réciproquement,  pour  convertir  un  nombre  complexe  en 
fractions  à deux  termes , il  faut  le  réduire  à sa  plus  petite  es- 
pèce. Ainsi  <4  s.  3 den.  ^ vaut  171  den.  y,  ou  de  den.  : 
comme  la  liv.  vaut  240  den. , on  divisera  par  240 , et  l’on  aura  ’’ 
•^ô  ou  f de  liv. 

Pour  évaluer  en  sous  et  deniers  la  fraction  0,715  liv. , ilfaut 
multiplier  par  20 , et  l’on  a i4,3s.  ; de  même  multipliant  o,  3 s. 
par  12,  on  a 3 ,6den.  ; donc  o*’,7i5=  i4'^ 3*',6. 

On  réduit  une  fraction  complexe  en  décimales , en  la  con~ 
vertissant  d’abord  en  fraction  à deux  termes , puis  celle-ci  en 
décimales  (n®  5o). 


ni.  PUISSANCES  ET  RACINES. 


Formation  des  Puissances. 

60.  En  multipliant  un  nombre  par  lui-même,  i 2,  3, ... . 
fois  successives,  on  en  obtient  les  puissances  2,  3,  4,< . ■ comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  ci-contre. 


,re 

2® 

3« 

4® 

5' 

6* 

7® 

8® 

9* 

a 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

5i2 

3 

9 

27 

81 

243 

7»9 

2187 

656i 

19683 

4 

16 

64 

256 

1024 

4096 

■6384 

65536 

262144 

5 

25 

125 

625 

3i25 

i5625 

78125 

390625 

1953125 

6 

36 

216 

1296 

7776 

46656 

279936 

1679616 

10077696 

7 

49 

343 

2401 

16807 

117649 

823643 

5764801 

40353607 

8 

64 

5|2 

4096 

32768 

262144 

2097152 

16777216 

134217728 

1 ^ 

8i 

729 

656i 

59049 

53i44> 

4782989 

43046721 

387420489 

Le  carré  ( n®4 1 , 5°)  de  | est  5 X | = -^  ; le  cube  est 
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Lorsqu’on  veut  former  une  puissauceeleve'e,  ou  peut  éviter 
«le  passer  successivement  du  carré  au  cube , du  cube  à la  qua- 
trième puissance.. . . a Soit  demandé  3"  ; comme  il  s’agit  de 
rendre  3 onze  fois  facteur,  je  décompose  1 1 en  3 -f-  4 + 4 » 
vient  3‘‘=3^x3+X  3b  On  voit  donc  qu’/7 faut  décomposer 
la  puissance  proposée  en  d'autres  dont  elle  soit  la  somme,  et 
multiplier  ces  résultats  entre  eux  ; en  sorte  que , dans  la  multi- 
plication, les,  exposons  s'ajoutent.  Ici,  3’ = 27,3'*=  8i ; en 
multipliant,  on  a 3' = 2187  ; multipliant  de  nouveau  par  81, 
on  trouve  3'*=  I 77  147. 

Observez  que  3*  X 3+  n’est  autre  chose  que  le  carré  de  3<,  ou 
8i’=656i';  ainsi,  multipliant  (3*)’,  ou656i  par  3^=27,  on 
obtient  de  même  3".  La  puissance  1 2 est  3^  X 3^  X 3^  =le  cube 

de3^ou(3')’>  on  trouve  3‘’ = 8i^=  53i  44*  ■>  divisant  par  3, 

il  vient  3"  = 17^  i47-  En  général,  décomposez  la  puissance 
proposée  en  deux  facteurs  , formez  la  puissance  indiquée  par 
l’un,  et  élevez  le  résultat  à la  puissance  marquée  par  Vautre  ; 
ou  autrementj/Jonré/ever  à une  puissance , multipliez  T expo- 
sant par  le  degré  de  la  puissance.  n®  j Par  exemple, 

pour  5'^,  faisons  i x 5'*.  Or  i8  = 2X3x3;  ; on 

fera  donc  le  carré  de  5,  on  l’élevera  au  cube , puis  le  résultat 
encore  au  cube,  et  l’on  aura  la  dix -huitième  puissance; 
après  quoi  on  divisera  par  5 pour  avoir  la  dix  — septième. 
Voici  le  calcul  : 5*  = 25,  25’*=  5®  = i5  625,  dont  le  cube  est 
5’*  = 3 81 4 697  265  025;  enfin  5‘*  = 762'939  453  laS.  On 
remarquera  avec  quelle  rapidité  les  puissauccs  croissent.  La 
soixante-quatrième  de  2 est  18  44^  744  ®?3  709  55i  616. 

. Extraciioîi  des  Racines  carrées. 

61 . Le  carré  d’un  nombre  de  2 chiiTrcs,  tel  que  35 , se  forme 
par  la  multiplication  de  35  par  35,  opération  qui  exige  quatre 
produits  partiels;  i®.  5 X 5,  ou  le  carrédes  uijités  ; 3®.3ox5, 
ou  le  produit  des  dixaines  par  les  unités;  3®.  une  seconde  fois 
3o  X 5 ; 4°-  3o  X 3o , ou  le  carré  des  dixaines.  Donc  le  carré 
T.  I.  . 6 • 


8t.  arithmétique. 

d’un  u'oiubre  de  2 chill'res  est  forme  du  carré  des  dixaines,  deux 
fois  le  produit  des  dixaines  par  les  unités , plus  en  fin  le  carré 
des  unités.  Ainsi  35’  = 900  + 3oo  -f-  ^5  = 1 2a5. 

Pour  multiplier  7 + 5 par  7 + 5 , on  multiplie  7016  d’abord 
par  7,  puis  par  5,  et  l’on  ajoute  ; ce  qui  donne  7’  + 7 X 5 d’une 

p.ort,et7x5-(-5’del’aulre.Donci2’est=49'l“25+2X35=i44- 

Donc,  pour  faire  le  carré  de  7 + 5 , il  ne  suffit  pas  de  carrer 
7 et  5,  il  faut  encore  ajouter  le  double  du  produit  de  7 par  5. 
Le  carré  d'un  nombre  composé  de  deux  parties  se  forme  des 
carrés  de  chacune,  augmentés  du  double  de  leur  produit.  ( J^oy. 

““g?»*”) 

62.  niscarrésde  10,  100,  1000...  sont  100,  10000,  i 000  000 
ou  1 suivi  de  deux  fois  autant  de  zéros  qu’il  y en  a à la  racine  : 
ainsi  tout  nombre  d’un  seul  chiffre,  ou  compris  entre  1 et  10, 
a son  carré  entre  1 et  100,  c’est-à-dire  composé  de  i ou  2 
chiffres  : de  même  tout  nombre  de  2 chiffres  en  a 3 ou  4 ^ son 
carré , etc.  En  général , le  carré  a le  double,  ou  le  double  moins 
I , des  chiffres  de  la  racine  (p.  ig). 

Procédons  au  calcul  de  l’extraction  des  racines  carrées.  Celles 
des  nombres  de  i ou  2 chiffres  sont  comprises  dans  les  tables 
n°’  14  et  60  : quant  aux  autres,  il  faut  distinguer  deux  cas. 

1"  CAS.  Si  le  nombre  proposé,  tel  que  784 , a 3 ou  4 chiffres, 
sa  racine  en  a deux  ; et  784  est  composé  du  carré  des  dixaines 
de  la  racine,  de  celui  des  unités,  et  du  double  du  produit  des 
dixaines  par  les  unités.  Or,  la  première  de  ces  parties  se  forme 
en  ajoutant  deux  zéros  au  carré  du  chiffre  des  dixaines(n“  1 3, 3®.); 
d’où  il  suit  que  ce  carré  n’entre  dans  l’addition  de  ces  trois  parties 
qu’au  rang  des  centaines.  En  séparant  les  deux  chiffres  84,  on 
voit  que  7 contient  le  carré  du  chiffre  des  dixaines , considérées 
comme  des  unités  simples,  et  en  outre  les  centaines  produites 
par  les  autres  parties  du  carré. 

On  prendra  la  racine  du  plus  grand  carré  4 contenu  dans  7, 
elle  sera  le  chiffre  des  dixaines  cherché  : car  7 étant  compris 
entre  les  carrés  de  2 et  de  3 , le  nombre  proposé  784  l’est  entre 
20’  et  3o’  ; ainsi  la  racine  est  entre  20  et  3o,  et  l’on  a 2 pour  le 
chiffre  des  dixaines. 
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En  retranchant  4 ‘le  7,  le  reste  3 est  la  retenue;  ainsi  384  est 
compose  du  carré  des  unités , plus  du  double  des  dixaines  mul- 
tiplié par  les  unités. 

On  forme  le  produit  du  double  des  dixaines  parles  unités,  en 
multipliant  le  double  du  chilfre  des  dixaines  par  les  unités , et 
mettant  un  zéro  à droite.  Ainsi , dans  l’addition , ce  produit 
est  compris  au  rang  des  dixaines,  et  contenu  par  conséquent 
dans  38,  en  séparant  de  384  l®  chiffre  4 des  unités  : 38  contient 
en  outre  les  dixaines  produites  par  le  carré  des  unités , et  celles 
qui  proviennent  de  ce  que  784  peut  n’être  pas  un  carré  exact. 

51  ces  dixaines  étaient  connues  , en  les  ôtant  de  38,  le  reste  se- 
rait le  double  produit  dont  il  est  ici  question;  donc,  en  le  divi- 
sant par  4 > double  du  chiffre  des  dixaines,  le  quotient  serait  les 
unités.  Divisons  donc  3o  par  4>  le  dividende  sera  plus  grand  que 
celui  qu’on  doit  employer,  et  le  quolientpourraélre  trop  grand; 
mais  il  sera  facile  de  le  rectifier. 

Car  si  le  quotient  , ou  9 en  nombre 
entier,  représente  en  effet  les  unités , en 
plaçant  g à côté  du  double  '4  du  chiffre 
des  dixaines,  4g  sera  le  double  des  dixai- 
nes ajouté  aux  unités;  et  4g  X g sera 
le  double  du  produit  des  dixaines  par 
les  unités , plus  le  carré  des  unités.  Or, 

4g  X g = 44*  > 384;  donc  g est  trop 
grand.  On  éprouvera  le  chiffre  8 de  la 
même  manière;  et,  comme  48x8=384; 
qui,  retranché  du  resta,  donne  o,  on 
voit  que  784  est  le  carré  exact  de  28.  , 

On  a mis  ici  le  type  du  calcul , ainsi  que 
celui  de  \/  2735,  qui  est  52  , avec  le  reste  3i  ; de  sorte  que 

52  est  la  racine  du  plus  grand  carre  contenu  dans  2735  , c’est- 
à-dire  celle  de  2735 — 3i;  ou  2704.  On  trouve  ainsi  \/  121  = 11. • 

*2*  CAS.  On  raisonnera  de  même  si  le  carré  a plus  de  quatre' 
chiffres;  car  alors,  biesi  que  la  racine  en  ait  plus  de  deux,  011 
peut  encore  la  regardercomme  composée  de  dixaines  et  d’unités; 
par  exemple,  523  a 52  dixaines  et  3 unités. 
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Ainsi,  pour  Sag,  on  verra  , par 
la  mêiiie  raison  , que  le  carré  des 
dixaines,  considérées  comme  simples 
unités , est  contenu  dans  3785  ( en 
séparant  les  deux  chifTres  à droite , 
ag),  et  que  Ifi  racine  du  plus  grand 
carré  contenu  dans  3785  donne  les  dixaines'.  On  a trouvé  ci- 
dessus  5a  pour  cette  racine , èt  8 1 pour  reste  ; de  sorte  que 
descendant  ag  à côté  de  81,  8iag  est  le  double  produit  des 
dixaines  5a  par  les  unités  inconnues , plus  le  carré  de  ces  unités  ; 
supprimant  le  chiffre  g,  on  divisera  8ia  par  io4,  double  des 
dixaines  5a  ; on  aùra  le  quotient  8,  qui  est  les  unités  de  la  ra- 
cine , ou  un  nombre  plus  grand. 

Enfin  , plaçant  ce  quotient  à droite  de  io4,  et  multipliant 
1 043  par  3 , on  retranchera  le  produit  3i  ag  du  reste  3 1 ag  ;^ainsi 
5a8  est  exactement  la  racine  cherchée. 

Ce  raisonnement  s’applique  à tout  nombre;  on  voit  qu’il  faut 
le  partager  en  tranches  de  deux  chiffres  , en  commençant  par 
la  droite , ce  qui  ne  laissera  qu’un  seul  chiffre  dans  la  dernière 
tranche  , lorsque  le  nombre  des  chiffres  sera  impair.  Chaque 
tranche  donne  un  chiffre  à la  racine , en  opérant  sur  chacune 
comme  il  vient  d’être  dit.  Il  est  donc  bien  facile  déjuger  à priori 
du  nombre  de  chiffres  de  la  racine  d’un  nombre  donné.  Quand 
cette  racine  n’est  pas  exacte , le  calcul  conduit  à un  reste  ; nous 
allons  montrer  l’usage  de  ce  reste  pour  approcher  de  la  racine. 

Observez  aussi  qu’il  est  inutile  d’écrire  les  divers  produits  à 
soustraire , et  qu’on  peut,  comme  pour  la  division  (p.  37) , faire 
à la  fois  chaque  multiplication  et  la  soustraction. 
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On  peut  aussi  s’exercer  sur  les  exemples  suivans:  ^ 7 283291 
= 26^,  reste  4087  ; et  1/  3 179089=  1783. 

63.  On  appelle  Commcnsurables  ou  Rationnels  les  nombres 
qui  out  une  commune  mesure  avec  l’unilé  : tel  est  parce  que 
le  5*  de  l’unité  est  contenu  cinq  fois  dans  i , et  deux  fois  dans  5. 

Mais  tout  nombre  entier,  qui  n’est  pas  le  carré  exact  d’un  en- 
tier, ne  saurait  l’être  non  plus  d’un  nombre  fractionnaire,  et 
par  conséquent  sa  racine  est  incommensurable  avec  l’unité.  Cae 
s’il  y avaitune  commune  mesure,  contenue,  par  exemple,  cinq 
fois  dans  Tunité  et  treize  fois  dans  ^ 7,  en  sorte  que  (36)  la 
racine  de  7 fût  représentée  exactement  par  .^^  = y/  7 , en  éle- 
vant au  carré  on  aurait  ^ = 7 ; ce  qui  est  absurde,  ces  deux 
fractions  étant  irréductibles  (n“  4*»  5®.). 

Puisqu’en  divisant  l’unité  en  parties  égales,  on  ne  peut  ja- 
mais prendre  celles-ci  assez  petites  pour  que  l’iiue  d’elles  soit 
contenue  exactement  dans  y/  7,  et  qu’aucune  fraction  ne  peut 
être  la  valeur  juste  de  y/  7 , si  l’on  veut  la  mesure  exacte,  i^ 

■faut  prendre  une  autre  unité  (36);  à moins  qu’on  ne  se  con- 
tente d’une  approximation  , en  rendant  les  parties  de  l’unité  ^ 
assez  petites  pour  que  la  différence  entre  y/  7-  et  un  certain 
nombre  de  ces  parties,  puisse  être  négligée  comme  de  peu  d’ini-  ' 
portance.  Par  exemple,  si  l’unité  contient  100  parties,  et  qu’on 
trouve  que  2 unités -f-64  de  ces  parties  sont<  y/  7 , tandis  que 
65  surpassent  y/  7 , c’est-à-dire  que  7 soit  entre  les  carrés  de 
2,64  et  2,65,  on  dit  que  y/  7 est  entre  ces  nombres,  et  qu’on 
:i  cette  racine  à moins  de  un  centième.  C’est  ce  qui  explique 
ce  paradoxe,  qu’on  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  y/  7, 
quoique  y/'  7 n’existe  pas  numériquement. 

Si  l’on  veut  négliger  les  quantités  moindres  que  le  cinquième 
de  l’unité,  il  faudra  donc  trouver  combien  y/  7 contient  de  ces 
cinquièmes , c’est-à-dire  chercher  deux  fractions , telles  que  ^ 
et  ^ ayant  5 pour  dénominateur , dont  les  numérateurs  ne  dif- 
ferent que  de  I,  et  qui  comprennent  y/  7 entre  elles,  ou  plutôt 
7 entre  leurs  carrés.  Pour  obtenir  ces  numérateurs  i3  et  i4,  con- 
cevons les  carrés  de  nos  fractions  et  celui  de  y/7  multipliés  par  ^ 
a5;  a5  X 7 sera  compris  entre  les  carres  des  numérateurs  in- 
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connus,  et  par  conséquent  \/(^5X’j)  ou  175  sera  com- 
pris entre  ces  numérateurs.  Or,  1/  175  tombe  efUre  i3  et  ; 
donc  et  sont  les  fractions  cherchées , ou  les  valeurs 
approchées  de  V/7f  à moins  de  5,  l’une  par  défaut,  l’autre  par- 
excès  (■*‘). 

De  même  pour  avoir  v/  ( 3 f ) à moins  de  , on  multipliera 

par  I l’ou  121;  onaura449f>  dont  il  faudra  extraire.la racine 
en  nombre  entier  : elle  est  21 , en  sorte  que  est  comprise 

entre  ff,  et  ou  2.  Obsei-vez  qu’on  supprime  dans  44g  } non- 
seulement  la  fraction  J,  mais  même  toute  la  partie  de  449  9“* 
excède  le  carré  de  21.  Pour  ex  traire  la  racine  d’un  nombre  avec- 
une  approximation  déterminée , on  le  multiplie  par  le  carré  du 
dénominateur  donné,  et  l’on  extrait  en  nombre  entier  la  racine 
du  produit  : elle  est  le  numérateur  cherché. 

64.  Si  l’on  veut  approcher  à l’aide  des  décimales , c’est-à- 
dire  à moins  de  0,1, 0,01....,  il  faut  multiplier  le  nombre  par 
le  carré  de  10,  de  100. . , ce  qui  revient  à reculer  la  virgule 
vers  la  droite  d autant  de  fois  deux  rangs  qu’on  veut  obtenir  de 
décimales,  en  ajoutant  un  nombre  convenable  de  zéros , si  cela 
est  nécessaire,  i/o, 3 à moins  de  0,01  est  7-^  y/3ooo,  eu  reculant 
la  virgule  de  quatre  rangs,  ou  7-3^  X 54  o,54*  De  mcine 

1/5,7,  à moins  de  733,  est -733  \/  67000,  ou  2,38. 

Au  lieu  de  placer  une  longue 
suite  de  zéros  apres  le  nombre  pro- 
posé,-on  peut  se  contenter  d’ad- 
joindre ces  zéros  par  couple , après 
chaque  reste.  C’est  ce  qu’on  ob- 
servera dans  les  calculs  ci-contée 
de  V/  321  et  \/  2.  On  voit  que  pour 
avoir  une  décimale , on  se  contente 
de  placer  une  tranche  de  deux 
zéros  près  du  premier  reste.  Pour 
une  deuxième  décimale,  on  place 


3. ai 
aa.  1 

3 30. 0 
5 

a 3i  90.0 

16  94  4 


a 

10.0 
40.0 
Il  go. O 
60  4< 
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i4i4ai3.36 
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aSai 

40 . 0 aSaoa  ‘ 
3 83  60.0  280841 
I 00  j5  g etc. 


(*)  L’unité  étant  cliviscc  on  f parties  écalcs,  pour  connaître  le  plu»  grand 
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du  incmu  deux  zéros  après  le  second  reste,  etc. . . On  marque 
de  suite  la  place  de  la  virgule  dans  la  racine  , et  l’on  pousse  le 
calcul  de  l’approximation  jusqu’au  degré  nécessaire,  en  mettant 
deux  zéros  après  chaque  reste  successif. 

La  racine  d un  produit  est  le  produit  des  racines  des facteurs  : 
ainsi  de  i44=gx  16,  on  tire  v/i44  = V/9X  t/i6=3x4=i2. 
Cette  règle,  qui  est  f»ndée  sur  ce  qu’oii  a dit  (n*6o),  peut 
servir  à simplifier  les  extractions  des  racines  : 

X 4)  = 2^2=2Xi,4i42-*-  = 2, 82842712. 
65.  La  racine  d'une  fraction  s'obtient  en  extrayant  la  racine, 
de  chacun  de  ses  deux  termes.  Ceci  résulte  de  la  manière  dont 
ou  forme  le  carré  (n®4i , 5“.).  = = 

La  racine  est  irrationnelle , lorsque  les  deux  termes  ne-sont 
pas  des  carrés  exacts.  Si,  par  exemple,  pouvait  être  une 
autre  fraction,  telle  que  il  en  résulterait  ^ = ce  qui 
est  impossible  (n®  38,  4°0-  On  ne  peut  donc  avoir  la  racine 
qu’en  approchant  à un  degré  donne  par  la  nature  de  la  question  ; 
on  procède  alors  comme  il  a été  dit  (n®  63).  Par  exemple,  {/f  h 
moins  de  se  trouve  en  multipliant^  jjar  I2i  = 1 1*,  et  l’on 
a\/^  = ^/  5i  f;  et  ne  prenant  la  racine  de  5i  qu’à  moins  d’une 
uuité,"ou  a|/ 1 comprise  entre  -it  et 


Observez  que  ^ ^ peut  bien  être  pris  = 


Vi 


puisque,  si  Ton 


multiplie  cette  expression  par  elle-même , on  trouve  y pour  pro- 
duit. Mais  outre  que  cette, double  extraction  exigerait  deux  va- 
leurs approchées , le  degré  d’approximation  du  résultat  serait 
incertain.  11  arrive  souvent  que  ce  degré  n’est  déterminé  qu’à 
la  fin  du  calcul  ; cette  partie  de  l’opération  doit  donc  être  di- 


nombre  j do  ces  p.irlies  contenu  dans  ^JV,  c’est-à-dire- pour  obtenir  uæ 
traction  i approchée  de\/iVà  moins  d’un  y«de  l’unité,  il  faut  détermin®  j-, 

de  sorte  qu’on  ait  - < ✓ iV<  ; or,  \//V=  L v'JV  = 

1 1 Ÿ V . 

'<  v'(  %’)<  ■<••-1- I , c’est-à-dire  que  x est  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  y'(IVi/’). 
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rigée  de  manière  à permettre  nne  approximation  illiinite'e.  Pour 
cela  , on  multiplie  les  deux  termes  delafraction  par  son  de'no- 
iniqateur,  afin  de  rendre  celui-ci  un  carré;  devient  ^ , en 
multipliant  haut  et  bas  par  7 , et  f ^ 21  ; on  poussera 
V/21  jusqu’au  degré  exigé.  Par  exemple,  si  v/ 21  est  prise 
= 4j582,  c’est-à-dire  à moins  de  0,001,  le  septième  est. . . 
1/ 1 = 0,654,  valeur  qui  ne  diffère  pa»  d’un  sept-inillième. 

Si  l’on  eût  demandé  |/  y à moins  de  f , le  calcul  eût  de  même 
conduit  à ^ 21,  entre  f et  |. 

Pour  ( 3 I)  , on  écrira  1/  ~ = ‘ 26  X 7 ; or  1 82 

= 13,4907. . . . , dont  le  septième  est  ^/(3  *)  = 1,9272.. . , 

66.  Les  équations  suivantes  se  démontrent  en  élevant  tout 
au  carré  : 

4XV/7=V/7X4==V/(‘<iX7);  V^3x\/2=V/2XV/3=\/6.  • 
i/«:  v/|=v^|xi/|=\/|  = f 1/2. 

Ainsi  on  peut  intervertir  l’ordre  des  facteurs  irrationnîls , et 
multiplier  par  le  même  facteur  les  «leux  termes  «l’une,  fraction 
irrationnelle-  ' 

Nous  terminerons  par  plusieurs  remarques. 

I®.  On  doit  toujours  préparer  les  nombres  de  manière  à ne 
.soumettre  que  des  entiers  au  calcul  de  l’extraction. 

2*.  Le  nombre  des  décimales  d’un  carré  est  toujours  pair  et 
double  de  celui  de  la  racine  : on  doit  ajouter  des  zéros  ou  sup- 
primer des  décimales,  pour  que  cette  condition  soit  remplie 
dans  tous  les  cas.  ' ' 

3®.  Chaque  tranche  ne  devant  donner  qu’un  seul  chiffre,  on 
ne  peut  mettre  à la  fois  plus  de  9 à la  racine. 

4®.  Le  carré  d’un  entier,  tel  que  18 , étant  donné , pour  avoir 
«îelui  du  nombre  suivant  19,  comme  19=  i8-4-  i , le  carré 
est  i8*-4-2X  i8-f- 1 (n®  61)  ÿ on  ajoutera  donc  37  à 324,  carré 
de  18,  etl’on  aura  36i  = 19’.  En  général,  quand  on  a le  carré 
dtun  entier,  en  ajoutant  un , plus  le  double  de  ce  nombre  , on  a 
le  carré  de  l'entier  suivant.  Il  suit  de  là  que  dans  l’extraction 
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de  racines  carrées,  chaque  reste  doit  être  moindre  que  le  double 
de  la  racine  qui  s’y  rapporte  ; car  si  Kpn  trouvait  un  reste  plus 
grand  que  ce  double,  il  faudrait  mettre  une  unité  de  plus  à cette 
racine. 

5“.  La  preuve  de  l’extraction  se  fait  par  l'élévation  de  la  racine 
au  carré  ; il  faut  qu’en  multipliant  1*  racine  par  elle-même,  et  y 
ajoutant  le  reste , on  retrouve  le  noinbre  proposé  ; ce  reste  doit 
d’ailleurs  être  moindre  que  deux  fois  la  racine.  On  peut  aussi 
appliquer  ici  la  preuve  par  9,  par  1 1 ,. . . exposées  n“  35,5“. 

Extraction  des  Racines  cubiques. 


67.  Avant  d’extraire  la  racine  cubique,  ilconvientd’analyser 
la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le  cube , qui  est  le  produit  d’un 
nombre  par  son  carré.  En  imaginant  ce  nombre  décomposé  en 
deux  parties , on  a vu  (n°  61)  que  le  carré  est  composé  du  carré 
de  là  première,  du  carré  de  fa  seconde,  et  du  double  de  leur  pro- 
duit : c’estle  système  de  ces  trois  quantités  qu’il  faut  multiplier 
par  les  deux  parties  du  nombre  donné.  Or,  en  les  multipliant 
d’abord  par  la  première , on  obtient 

(7  + 5)’  = 7’  -faX7X5-t-5* 

7+5 


i“.  Le  cube  de  la  i'®  partie 7* 

a°.  a fois  le  carré  de  la  1®®  x la  a®. 

30  La  I®®  X le  carré  de  la  a®. 

Do  même  en  multipliant  les  trois 
parties  du  carré  par  Pa  a®  du  nombre 
donné,  il  vient  : 

I®.  Le  carré  de  la  i®®  X la  a® 

a°.  a fois  le  carré  de  la  a®  x la  i®®. . 
3®.  Enfin  le  cube  de  la  a® 


a X 7’  X 5; 

7 X 


7’  X 5 

a X 7 X 5» 

5* 


en  réunissant  ces  six  résultats,  7^-J-3X7*X5-f-3X7X5*-f-5* 
on  voit  que  le  cube  de  tout  nombre 

formé  de  deux  parties , se  compose  de  quatre  parties , savoir  : 
i“.  le  cube  de  la  première;  2“.  trois  fois  le  .carré  de  la  pre- 
mière multiplié  par  la  seconde  ; 3“.  trois  fois  le-  carré  de  la 
seconde  multiplié  par  la  première  ; 4*-  cube  de  la  seconde. 


f 


> 
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Concluons  de  là  <(ue  le  cube  de  tout  nombre  composé  de 
dixaincs  et  d’unités  est  fdrmé  du  cube  des  dixaines,  trois  fois 
le  carré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités,  trois  fois  le  carré 
des  unités  parles  dixaines,  enfin  le  cube  des  unités. 

68.  Le  cube  de  10,  loo,  looo...  est  formé  de  Tunilé  suivie 
de  trois  fois  autant  de  zéros*  ainsi  un  nombre  de  deux  cbilfi  es, 
c’est-à-dire  entre  lo  et  loo,  a son  cube  entre  looo  et  1000  000  ; 
il  est  donc  composé  de  quatre , 'cinq  ou  six  chiffres.  En  général 
le  cube  d’un  nombre  a le  triple  de  chiffres  de  sa  racine > ouïe 
triple  moins  i , ou  moins  2. 

Les  racines  des  nombres  1000,  n’ayant  qu’un  chiffre,  le 
tableau  (p.  80)  les  a fait  connaître.  Nous  partagerons  l’extrac- 
tion des  autres  nombres  en  deux  cas. 

t"  CAS.  Si  la  racine  n’a  que  deux  chiffres,  comme  l’est  celle  • 
de  2 1 g52 , je  remarque  que  le  cube  des  dixaines  cherchées  se 
forme  en  cubant  le  chiffre  des  dixaihes,  et  plaçant  trois  zéros  à 
droite  (p.  16).  Donc  en  séparant  les  trois  chiffres  962  du  nombre 
proposé,  21  contient  le  cube  du  chiffre  des  dixaines  considérées 
comme  des  unités  simples,  et  en  outre  les  mille  qui  proviennent 
des  autres  parties.  Le  plus  grand  cube  contenu  dans  21  est  8,  ^ 

dont  la  racine  est  2 ; c’est  le  chiffre  des  dixaines  : car  puisque  2 1 
est  compris  entre  les  cubes  de  2 et  de  3,  21962  l’est  entre  les 
cubes  de  20  et  de  3o. 

Otous  2’  ou  8 de  2 1 , il  reste  iSgS  2,  qui  représente  les  trois  au  très 
parties  du  cube  : or  le  produit  de  trois  fois  le  carré  des  dixaines 
par  les  unités  se  forme  eu  multipliant  par  les  unités  le  triple  du 
carré  de  2,  c’est-à-dire  12,  et  plaçant  en  outre  deux  zéros  à 
droite  : ainsi  séparant  les  deux  chiffres  62 , le  toombre  1 3g  con- 
tiendra douze  fois  les  unités,  et  les  centaines  produites  par  les 
deux  autres  parties  du  cube.  Eu  divisant  1 3g  par- 12,  le  quotient 
sera  dpnc  les  unités , ou  un  nombre  plus  grand  ; et  comme  ce 
chiffre  ne  peut  excéder  g,  on  prendra  9 pour  le  quotient  de 

Il  s'agit  de  vérifier  si  g est  plus  grand  que  les  unités.  Pour 
cela  , sous  1200,  qui  est  le  triple  du  carré  des  dixaines,  plaçons 
le  triple  du  produit  des  dixaines  par  9,  ou  3.2o.g  = 54o;  puis 


r 
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le  carré  de  g ou  8i , et  multiplions  la 
somme  1821  par  g.  Si  9 est  le  chiffre 
des  unités,  le  produit  devra  être  égal 
au  reste,  puisqu’on  forme  ainsi  les 
trois  parties  que  ce  reste  contient.  Ce 
produit  excède  iSgSa,  d’où  il  suit 
«jue  les  unités  soul<^g.  On  essaiera 

donc  8;  et  comme  en  faisant  la  même  épreuve,  on  trouve  préci- 
sément iSgSa,  on  reconnaît  que  a8est  la  racine  cubique  exacte 
<le  aigSa.  Ce  rai.sonnement  est  analogue  à celui  qu’on  a fait 
pour  la  division  et  la  racine  carrée  (n*‘  18,  62);  on  tirera  faci- 
lement la  règle  qu’il  faut  suivre  dans  ces  sortes  de  calculs. 

2*  CAS.  Si  la  racine  a plus  de  deuxxhiffres,  comme  pour  le 
nombre  12  3o5  472  001,  on  raisonnera  comme  précédemment 
(n®62,  2°.).  On  verra  qu’il  faut,  i“.  couper  le  nombre  en  tran- 
ches de  trois  chiffres^  à partir  de  la  droite. 

2®.  Extraire  la  racine  cubique  de  la  dernière  tranche  1 2,  qui 
est  2 ; c’est  le  chiffre  des  mille  de  la  racine  : retranchant  de  1 2 le 
cube  8 des  mille,  il  reste  4- 

3®.  Descendre  à côté  de  ce  reste  4 la  tranche  suivante  3o5, 
dont  on  séparera  deux  chiffres  p5  ; et  diviser. par  1 2,  triple  du 
carré  du  chiffre  obtenu.  Le  quotient  3 doit  être  éprouvé  comme 
on  vient  de  le  dire.  On  reconnaît  qu’il  y a 3 centaines;  le  reste 
est  i38. 

4“.  Descendre  près  de  ce  reste  la  tranche  , dont  on  sépa- 
rera de  même  72,  et  diviser  i384  par  1287,  triple  da  carré 
de  23  ; on  posera  à la  racine  le  quotient  zéro. 

5".  Descendre  près  du  teste  la  tranche  00 1 , et  diviser  1 384720 
par  158700. 

Et  ainsi  de  suite.  Voici  le  type  du  calcul. 

• ’ 12.3  o5.  4/2  .001  f a3o3  Racine. 

12  1.7  870  ’o 

18  55  20 

ÇL 

i38')  15  na5  26 1 

3 ^ 

.(i(i;  127  r^o•l  112 

* 


H a.oa 
4 ■ 67 
c .38  4.7? 

I 38  4 72  0.01 

I 27  .4  02  I VJ 

Reste.  ..  110  6;  8 tîj 


21952  f 

28  Racine. 

12 

1:1 

i3  9.5i  1 

54 

i3  9 52 

81 

«4 

0 

i8« 

9 

iG383  'i3()52 
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69.  On  (Icmoiiirera  comme  au  n“  63,  que,  i “.lorsqu’un  nombre 
entier,  tel  que  3 , u’a  point  de  racine  cubique  entière , il  n’en  a 

pas  non  plus  de  fractionnaire;  mais  on  peut  approcher  iudèfini- 

3 

ment  de  cette  racine.  Pour  obtenir  3 à moinsde  j,  on  mul- 
tipliera 3 par  le  cube  de  4 , et  l’on  aura  3 X 64 , ou  192,  dont  la 
raciuQ  cubique  est  5 en  nombre  entier  : donc  | est  le  nombre  de— 
3 3 

mandé,  et  y/  3 tombe  entre  j et  De  meme  ; our  \/  (3  à 

moins  de  jV,  on.aS  ^ X t '^=4943  la  racine  cubique  est  i>j; 

donc  ff  est  approché  de  \/  ( 3 ® ) à moins  de’-^. 

2“.  Pour  approcher  à l'aide  des  décimales , on  reculera  la  vir- 
gule d’autant  de Jois  trois  rangs  à droite  qn  on  veut  déchiffrés 
décimaux  : on  ajoutera  pour  cela  un  nombre  convenable  de 

s 

zéros,  si  cela  est  necessaire.  Ainsi , pour  avoir  o,3  à moins 
de  on  prendra  \/3ooooo  qui  est  67  j d’où  ^ o,S  = o,G’]. 

De  jnème  V/^>>7  ^ moins  de  se  trouve  en  prenant  5700 
qui  est  18,  et  l’on  a 1 ,8. 

3 3 

Enfin,  ^/3, 2178a  moins  de  est  = V^3ai7  = i ,5. 

3”.  Si  le  nombre  proposé  est  entier,  on  se  contentera  de  pla- 
cer, près  de  chaque  reste,  une  traiïche  de  trois  zéros,  juseju’à 
ce  qu’on  ait  obtenu  le  nombre  de  chifFres  décimaux  qu’on  dé- 
sire (■*'). 

4 3 

Voici  le  calcul  pour  477. 


(«!  Le  calcul  devient  très  long  lorsque  la  racine  est  un  grand  nombre  : mais 
on  peut  en  abréger  1a  partie  la  plus  pénible,  qui  est  la  recherche  des  diviseurs 
destines  & donner  pour  quoliens  les  chiffres  consécutifs  de  cette  racine  : ap- 
pli<|uons  le  procédé  à la  racine  de  477.  Supposons  qu’on  ait  déjà  trouvé  la 
]iarlic  7,8  de  cette  racine,  et  qu’on  veuille  pousser  l’approximation  plus  loin  : 
il  faudra  faire  3 x 78’  ; mais  on  a déjà  formé  la  quantité  (3a’-fr3a44-4')4,  on  * 
faisant  a = 7 dixaines  ,4  = 8 imités  , et  l’on  veut  trouver  3a'*  = 3 (o  4}* 

= 3 («’ + an4-f- 4’),  quantité  qui  surpasse  3a* -t-3u4 -f- 4»  de  3«4  + a4». 
.Ainsi,  à lC44i  qui  représente  le  1“'' trinôme,  il  faut  ajouter  3a4,  ou  iG8dixaines, 
ol  a4*  ou  deux  fois04.  Ce  calcul  est  indiqué  ci-après.  TIne  fois  le  diviseur 
trouvé,  on  oluient  aiséanent  le  chiffre  des  centième.*-  et  1e  reste,  puis  le  diviseur 


Si 

i^Io.oo 
i3i5  5a 


KACINES  CUBIQUES. 

( 7.81339 


9^ 


480.00 
275  4» 


164 


1 82.52 

234 


1827541 


6 204  590.00 
etc. 


On  trouve  \/a=  1,259921,  ^3=i,442^9- 

4".  La  racine  cubique  d’une  fraction  se  trouve  en  prenant 

î 

celle  de  chacun  de  ses  deux  termes  : ^ — = Mais  si  ces 
termes  ne  sont  pas  l’un  et  l’autre  des  cubes  exacts , on  prouve, 
comme  n” 65,  que  la  racine  est  incommensurable,  et  qu’on 
n’en  peut  avoir  qu’une  valeur  approchée.  Si  le  degré  d’approxi- 
mation est  donné  d’avance , on  opérera  comme  il  vient  d’être 
dit  i“.  ; ‘ ‘ 

V/'|àmoinsdeiest=^  (JX  27)  = t ( 10 f ), 
valeur  comprise  entre  f et  i , qui  sont  les  résultats  demandés. 
, Mais  si  l’approximation  doit  demeurer  arbitraire , on  rendra 
le  dénominateur  un  cube  exact,  et  l’on  approchera  de  la  racine 
s • - 3 3 

du  numérateur.  Pour  [/y,  on  prendra  ^ {/ (5x4^)  = 7^245 

= 1x6,2578  = 0,8939.  Demême  v/(  17 1 )ou  477 

=?x  7,81339=2,604463 

Nons  ne  dirons  rien  ici  sur  l’extraction  des  racines  quatrièmes, 
cinquièmes. . . . , pour  lesquelles  on  trouverait  des  méthodes 
analogues  aux  précédentes  ; mais  nous  ferons  observer  que , 
d’après  ce  qti’on  a dit , n”  60,  lorsque  le  degré  de  la  racine  est  le 
produit  de  plusieurs  facteurs , elle  peut  se  décomposer  en  racines 
successives  de  degrés  moindres.  Ainsi  de  i2  = aX2X3,  on 
conclut  que  la  racine  douzième  revient  à deux  racines  carrées 


subséquent  par  le  même  procédé,  etc. 

4^2  t 


■340.00 
i3i5  52 
24  4^0 ■ 00 


i6i 


64  .2fpis.  128 
16444  X 8 i8252  = 3,78* 
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et  une  racine  cubique.  Pour  a44  '4”  ^^5,  on  prendra  d’a- 
bord la  racine  cubiqAe  qui  est  ôaS,  "puis  \/  GaS  qui  est  a5,  enfin 
y/  25  = 5,  qui  est  la  racine  douzième  cherchée.  L’extraction 
des  racines  est  une  opération  très  pénible,  mais  qui  sera  bientôt 
rendue  facile , parles  belles  propriétés  des  logarithmes  (n®87). 

IV.  Des  R.4PPORTS. 


, Des  Èquidifférences  et  Proportions. 


70.  On  compare  les  grandeurs  sous  deux  points  de  vue,  en 
cherchant , ôu  l’excès'de  l’une  sur  l’autre , ou  le  nombre  de  fob 
qu’elles  se  contiennent  mutuellement.  Le  résultat  de  cette  com- 
paraison s’obtient  par  une  soustraction  dans  le  premier  cas, 
et  par  une  division  dans  le  second.  On  nomme  Raison  ou  Rap- 
port de  deux  nombres  le  quotient  qu’on  trouve  en  divisant  l’un 
par  l’autre.  C’est  ainsi  que  3 est  le  rapport  de  1 2 à 4 , puisque  3 
est  le  quotient  de  12  ; 4*  On  pourrait  également  dire  que  le  rap- 
port deiaà4est^0U3,  puisqu’il  est  indifférent  de  dire  que  le 
premier  des  nombres  est  triple  du  second , ou  que  celui-ci  est  le 
tiers  de  l'autre.  Nous  conviendrons  à l’avenir  de  diviser  le  pre- 
mier nombre  énoncé  par  le  second. 

Le  premier  terme  d’un  rapport  est  V Antécédent,  le  second  est 
le  Conséquent. 

On  sait  (n®  4)  qae  la  différence  de  deux  nombres  demeure  la 
même  lorsqu’on  les  augmente  ou  diminue  de  la  même  quantité, 
et  qu’on  ne  change  pas  un  rapport  (n®  i5)  en  multipliant  ou 
divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre 


12  — 5 = i3  — 6=11  — 4;  — — — — 

~ / t 5 a 


r 


11  est  aisé  d’attacher  un  sens  net  au  rapport  des  quantités  ir- 
rationnelles J puisqu’elles  n’entrent  dans  le  calcul  que  comme 
représentant  leurs  valeurs  approchées  (n®  63).  Du  reste,  ce 


/ 
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rapport  peut  quelquefois  êtrë  commensurablc  : aiusi, 

* /la ^4 2 

7 1 . Loi-sque  la  dil^reuce  entre  deux  nombres,  tels  que  i o et  8 
est  la  même  qu’entre  deux  autres  7 et  5,  ces  quatre  quantités 
forment  une  Équidijffërence  ; 10  — 8=7  — 5.  Quand  le  rap- 

*port  de  deux  nombres  est  le  même  que  celui  de  deux  autres,  ces 
quatr  e quanti  tés  forment  une  Proportion  ; elle  résulte  de  Vëga- 
lilé  de  deux  rapports  : 20  et  i o,  aussi  bien  que  i4et7,ont2pour 
rkpport  ; oU  a donc  une  proportion  entre  20 , 16,  i4et7,tfu’on 
écrit  ainsi  20  : 1 o : : 1 4 C 7 , et  qu’on  énonce  20  est  à to  comme 
i4  à 7.  On  peut  aussi  l’indiquer  ainsi  ^ Lorsque  nous 
préférerons  cette  dernière  notation , ce  qui  arrivera  le  plus  sou- 
vent, nous  lui  conserverons  l’énoncé  reçu  : 20  est  à 10  comme 
1 4 est  à 7 ; et  non  pas  20  divisé  par  10  égale  i4  divisé  par  7, 
quoique  ces  locutions  soient  équivalentes. 

Les  termes  20  et  7 sont  les  ■Exù'émes,  10  et  14  les  Moyens 
de  la  proportion. 

Lorsque  les  deux  moyens  sont  égaux  entre  eux , on  dit  que  la 
Proportion  est  Continue  : telle  est  la  suivante  16  : 24  24  t 36, 
qu’on  écrit  ainsi  fr  16  I a4  ! 36.  Le  second  terme  se  nomme 
Moyen  proportionnel. 

Il  est  visible  que  l’idée  ^ plus  générale  qu’on  puisse  se  faire 
de  la  mesure  des  grandeurs  (n®  36) , consiste  à avoir  leur  rap- 
port avec  l’unité  de  leur  espèce.  Ainsi,  lorsqu’on  dit  qu’une 
chose  est  = f , ou  est  cinq  fois  le  septième  de  l’unité , cela  re- 
vient à dire  que  le  rapport  de  cette  grandeur  à l’unité  est  le 
fôême  qiie  celui  de  5 à’7.  De  même  (n®63)  on  mesure  l’incom- 
mensurable 7,  en  remplaçant, son  rapport  avec  l’unité  par 
' celui  de  deux  nombres,  tels  que  1 3 et  5 , qui  donnent  la  pro- 
portion inexacte , mais  approchée , 7 : i : : 1 3 ; 5. 

72.  Suivant  que  les  restes  de  deux  soustractions  10 — 8ct7 — 5 
sont  égaux  ou  inégaux  , ils  le  seront  encore  après  leur  avoir 
ajouté  la  somme  8-j-5  des  quantités  soustractives;  ce  qui  donne 


q6  arithmétique. 

10+5  et  7+8.  Donc,  lorsqu’on  a l’e'quidifFërence  lo — 8=7 — 5, 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à celle  des  moyens  ^ et  récipro- 
quement si  10  + 5=7+8,  on  a re'quidifférence  10 — 8=7 — 5. 

II  est  donc  bien  aisé  de  trouver  un  terme  d’une  équidifférence 
connaissant  les  trois  autres  termes^  car  s|j^  demandé  le  qua- 
trième terme  x,  les  trois  premiers  étant' to',  8 et  7 ; puisque 
l’inconnue  a:,  augmentée  de  10,  doit  être  =8+ 7,  il  faut 
( n®  4 ) que  x = 8 + 7—  io  = 5;  on  a donc  l’équidifFérence 
10—8=7  — 5. 

Soient  pareillement  deux  rapports  | et  : pour  juger  s’ils 
sont  égaux  ou  inégaux , il  faut  les  multiplier  par  3X7  pre<luit 
des  dénominateurs,  on  a 6 X 7 d’une  part,  et  i4  X 3 de  l’autre. 
Donc,  si  l’on  a quatre  nombres  en  proportion  6:3;;  14:7, 
le  produit  des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens. 

Réciproquement,  si  l’on  a quatre  nombres  6,  3,  i4ct7,  tels 
que  les  produits  6x7  et  3xi4  se  trouvent  égaux,  on  en  con- 
clura l’égalité  de  leurs  rapports , ou  la  proportion  6;  3 ; ; i4;  7 > 
ou  = ® = -^  : donc  on  peut  toujours  former  une  proportion 
avec  les  facteurs  de  deux  produits  égaux. 

I®.  Le  produit  des  moyens  devient  un  carré , s’ils  sont  égaux. 
Donc  le  moyen  proportionnel  entre  deux  nombres  est  la  racine 
carrée  de  leur  produit.  Entre  3 et  1 2 , le  moyen  proportionnel 
est  (3  X 1 2)  = 6 , savoir  fr  3 ; 6 ; 1 2 . Réciproquement  si  l’on 

a6*=3  X t2,  on  pourra  former  la  proportion  continue 

= 3 ; 6 ; i'2, 

2®.  Si  une  proportion  renferme  un  terme  inconnu,  telle  que 
6 ; 3 ;;  i4  i 2:;  comme  trois  fois  1 4 doit  être  égal  à six  fois  l’in- 
connue, elle  est  (n®  5)  le  quotient  de  3.  X i4  divisé  par  6, 
ou  ^ = 7 ; donc  6 ; 3 ;;  i4  ; 7-  En  général,  Vun  des  extrêmes 
se  trouve  en  divisant  le  produit  des  moyens  par  l'extrême  connu. 
Si  l’inconnue  était  un  moyen,  on  diviserait  le  produit  des  ex- 
trêmes par  le  moyen  connu. 

3°.  On  peut,  sans  détruire  une  proportion,  faire  subir  aux 
di^ÿ6rs  termes  qui  la  composent  tous  les  cbangemens  qui  cou— 
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duisent  encore  à donner  le  produit  des  extrêmes  égal  à celui 
des  moyens. 

Ainsi  pour  6 : 3 ” i4  : 7 , qui  donne  6 X 7 = 3 X »4» 

peut 

I.  De'placer  les  extrêmes  entre  eux,  ou  les  moyens  entre  eux 
^(ce  qu’on  désigne  par  jilternando) ; ainsi, 

^ 6 : 14  3 : 7 

ou  7 : 3 ::  i4  : 6 

ou  7 : i4  3 ; 6. 

II.  Mettre  les  extrêmes  à la  place  des  moyens  ( ce  qu’on 
nomme  Invertendo). 

. 3 : 6 ::  7 : 14. 

11  J.  Enfin , multiplier  ou  diviser  les  deux  antécédens , ou  les  ' 
deux  conséquens,  par  le  même  nombre  (n°  70). 

73.  En  appliquant  le  théorème  du  n'’38 , 4°,  à la  proportion  ‘ 
3o  : 6 i5  ; 3,  ou-^==^^,  on  trouve 

3o  d:  i5  i5  ^^3o+*5  3o — i5  / 

6 ±:  3 T’  6+  3 ~ 6 — 3~* 

Si  l’on  faitrie  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens , 
les  produits  communs  à l’un  et  à l’autre,  peuvent  être  suppri- 
més, et  il  reste  les  quantités  3o  X 3 et  i5  X 6,  égales  d’après 
la  proportion  donnée. 

Donc,  1°.  la  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à 
celle  des  conséquens , comme  un  antécédent  est  à son  consé- 
quent. 

a“.  La  somme  des  antécédens  est  à leur  différence,  comme  la 

somme  des  conséquens  est  à leur  différence. 

3°.  Soit  une  suite  de  rapporU  égaux  ^ on 

6+io-f-i4  + 3o  i4  3o  , . 

aura  7: = — t — ? = — = — p ; donc , dans  toute  suite  de 

3d-  5 + 7 -f  i5  7 i5’ 

rapports  égaux , la  somme  des  antécédens  est  à celle  des  consé- 
quens, comme  un  antécédent  est  à son  conséquent. 

T.  I.  ..  7 • • 
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4“.  Si  l’on  renverse  la  proportion  donnée,  on  a 3o  ; i5  i:  6;  3,’ 

d’où  ~ 5 ^ CompoiUmdo , Dividende). 

74*  On  peut  multiplier  deux  proportions  terme  à terme. 

En  effet,  3o  : i5  6 : 3.  et  2 : 3 " 4 î 6 donnent  les  fractions 
égales  ^ = |,et|=^;  on  trouve  ; en  les  paultipliant.  ^ . . , . , 
3ox2:  i5x3  ::  6x4  :3  x6. 

Donc , on  peut  élever  les  termes  d’une  proportion  au  carré,  au 
cube,  et  par  conséquent  on  peut  aussi  en  extraire  la  racine 
carrée,  cubiqite. . . . \i 

Des  Règles  de  Trois. 

75.  Lorsque  les  élëmens  d’un  problème  peuvent  former  une  . 
proportion  dont  l’inconnne  est  le  dernier  terme,  un  calcul 
simple  ( n°  72 , ) donne  la  valeui;.de  ce  terme  : c’est  ce  qq’oii 

nomme  une  Réglé  de  trois.  Ainsi  3o  ouvriers  ont  fait  20  mètres 
d’ouvrage;  combien  2i  ouvriers  en  feraient-ils  dans  le  même 
temps  ? Accordons , poor  un  moment , que  les  conditions  de  cette 
question  soient  exprimées  par  la  proportion  3o':  20  21  : x, 

en  désignant  par  JT  le  nombre  de  mètres  demandé;  on  en  conclut 
20  X 21 

que  cette  inconnue  x = • — — = i 

Lorsqu’on  veut  résoudre,  à l’aide  d’une  règle  de  trois,  une 
question  proposée,  il  est  nécessaire  de  s’assurer  si  la  solution 
peut  dépendre  des  proportions  ; après  quoi  il  ne  reste  d’autre 
difRcultéqu’à  placer  les  nombres  contenus  danslaquestion,  aux 
rangs  qui  leur  conviennent  dans  la  proportion. 

On  reconnaît  que  la  solution  d’une  question  dépend  des  r^les 
de  trois , lorsque  l’énoncé  est  formé  de  deux  périodes  : les  deux 
termes  de  la  première  étant  Homogènes  respectivement  à ceux 
de  la  seconde,  c’est-à-dire,  de  même  nature  deux  à deux  j et  c[vte 
de  plus  ces  deux  termes  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  par  le 
même  nombre  sans  altérer  la  solution. 

Ainsi  ^ dans  notre  problème,  3o  ouvriers 
et  21  ouvriers  sont  homogènes,  et  l’on 
pourrait  multiplier  ces  deux  nombres  par 
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4 ou  par  3. . . . , sans  y rien  changer.  Si  l’on  disait , par  exemple, 
€o  ouvriers  ont  fait  20  mètres , combien  en  feraient-ils?  Cette 
question  aurait  visiblement  la  mêm^  solation  que  la  première. 

Au  contraire , le  temps  qu’une  pierre  emploie  à tomber  n’é- 
tant pas  double  lorsque  la  hautem'  est  double  ; un  tonneau  n’em- 
ployant pas  à se  vider  un  temps  triple,  lorsque  sa  capacité 
est  triple,  ces  élémens  ne  peuvent  faire  partie  d’une  règle 
de  trois.  ‘ : 

^ 76.  Après  avoir  reconnu  que  la  solution*d’un  problème  peut 
être  donnée  par  une  proportion , il  s’agit  d’assigner  à chaque 
terme  le  rang  qu’il  y doit  occuper.  Le  quatrième  et  le  troisième 
sont  d’abord  l’inconnue  et  son  homogène,  qui  seul  peut  lui  être 
comparé . Le  second  rapport  étant  ainsi  une  fois  établi,  il  reste  à 
former  le  premier,  lequel  est  composé  des  deux  autres  nombres 
compris  dans  le  problème,  et  homogènes  entre  eux.  Or,  la  ques- 
tion fait  connaître  lequel  doit  être  le  plus  grand  des  deux  termes 
déjà  posés,  c’est-à-dire  de  l’inconnue  et  de  son  homogène  ; et, 
comme  lel  antécédens  doivent  être  ensemble  plus  grands  l’un  et 
l’autre,  ou  moindres  que  leurs  conséquens^  il  est  facile  de  dé- 
cider lequel  de  ces  deux  termes  homogènes  qui  restent  à placer 
'doit  occuper  le  premier  ou  le  second  rang. 

Ainsi , dans  la  question  précédente , après  avoir  posé  20  mè- 
tres ; X mètres,  on  voit  que  21  ouvriers  doivent  faire  moins 
d’ouvrage  que  3o , et  que  le  conséquent  x est  20  • donc,  des 
deux  nombres  3o  et  3i  qui  restent  à placer , 3o  est  le  premier, 
et  l’on  a 3o  ; 21  ;;  20  ; x.  vi-éri,-  ' 

' Les  deux  exemples  suivans  éclairciront  ceci. 

ün  ouvrage  a été  fait  en  5 jours  par  67 
ouvriers;  combien  faudrait-il  de  jours  à 19 
ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage?  Puis- 
qu’on pourrait  prfendre  deux  ou  trois  fois  plus  de  jours  et  au- 
tant de  fois  moins  d’ouvriers , la  question  dépend  des  propor- 
tions. On  placera  d’abord  5 jours  : x jours;  et  comme  il  faut 
plu»  de  jours  à 19  ouvriers  qu’à  S'j  pour  accomplir  la  même 
tâche,  le  conséquent  x est  ]>  que  5 ; 57  est  donc  le  conséquent  du 
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premier  rapport,  eiron  a tgouT.  : 67  ouvr.  ' ; 5jours  ! .r  jours 

5 5t  ’ • ■ 

.r  = -=  1 5 jours.  f 

‘9  • . 

Il  a fallu  6 mètres  d’une  étoffe  large  de  | pour  couvrir  un 
meuble  ; combien  en  iaudra-t-il  d’uue  étoffe  large  de  | ? Quoi- 
qu’ici  les  quatre  termes  soient  des  mètres,  on 
reconnaît  que  les  uns  expriment  des  longueurs  | 6 mèt. 

et  les  autres  des  largeurs,  et  que  6 mètres  et  ^ .r 
l’incolÉue  sont  les %eux  homogènes.  Ainsi,  la 
proportion  est  terminée  par  6 mètres  : x mètres.  Or,  il  faut 
moins  de  longueur  à l’étoffe  qui  est  la  plus  large  ; comme  ^ ^ f , 
on  a X > 6 ; ainsi  | est  l’antécédent  du  premier  rapport^  et  l’on 
trouve I : I ::  6 : j:,  d’où x=6x|x|  = 6|. 

77.  Quoiqu’il  soit  toujours  facile  de  faire  ce  raisonnement, 
en  l’évitant  on  donne  plus  de  rapidité  au  calcul.  On  distingue 
deux  sortes  de  rapports;  le  Direct,  formé  de  nombres  qui 
croissent  ou  décroissent  ensemble  : l’un  décroît  au  contraire 
((uand  l’autre  croît , dans  le  rapport  Inverse.  Les  3lô  ouvriers 
et  20  mètres  de  la  première  question  sont  en  rapport  direct, 
parce  que  ji/us  il  y a d’ouvriers , et  plus  ils  font  d’ouvrage.  Dans 
la  seconde,  au  contraire,  57  ouvriers  et  5 jours  sont  en  rapport 
inverse,  parce  qae/>f«s  il  y a d’ouvriers,  et  moins  oa  doit  les 
employer  de  jours  pour  faire  un  ouvrage. 

Lorsque  les  termes  d’une  question  sont  en  rapport  direct,  et 
que,  dans  l’énoncé,  les  termes  homogènes  sc  présentent  dans  le 
même  ordre  dans  les  deux  périodes  de  la  phrase,  ces  termes 
conservent  leurs  rangs  dans  la  proportion.  Ainsi  3o  ouvriers 
ont  fait  20  mètres  d’ouvrage,  combien  21  ouvriers  en  feraient- 
ils?  On  pose  3o  : 20  21  ; a:.  Si  l’on  eût  énoncé  ainsi  la  ques- 

tion; 20  mètres  ont  été  faits  par  3o  ouvriers,  combien  21  ou- 
vriers en  feraient— ils?  les  termes  homogènes  ne  seraient  plus 
dans  l’ordre  voulu  ; ils  ne  s’y  présentent. dans  les  mêmes  rangs 
qu’ils  doivent  occuper  dans  la  proportion,  qu’autaiit  qu’en  po- 
sant la  question , on  donne  le  même  ordre'aux  termes  homo- 
gènes dans  les  deux  périodes  de  l’énoncé.  '* 

Mais  si  le  problème  a ses  rapports  inverses,  les  termes  doi- 
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vent  procéder  en  sens  opposés  dans  la  proportion , de  sorte 
que  le  dernier  des  nombres  énoncés  soit  écrit  le  premier, 

l’avarit-dernier  le  second , etc ; l’inconnue  étant  toujours 

à la  quatrième  place 

Un  liomme  a fait  uneroute  en  8 jours,  mar-  ,,  , 

_ ^ Heures.  Jours. 

cliant  7 heures  par  jour;  combien  eût-il  mis  7 8 

de  temps  s’il  eût  marché  10  heures  par  jour?  ‘ ■*" 

Règle  inverse,  parce  qu’en  marchant  plus  d’heures  par  jour, 
il  faut  moins  de  jours  pour  parcourir  la  même  distance  : ainsi 

10  : 7 ::  8 ; a:  = 5|. 

Voici  quelques  exemples  des  règles  de  trois  : 


(*)  On  peut  éviter  l'emploi  des  proportions  , dans  tous  ces  problèmes  , en 
réduisant  à Vanité  Vun  des  deux  termes  de  ta  première  période  de  Vénoncé  : c'est 
ce  qu'on  fait  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  période , quand  ils  sont 
en  rapport  inverse  ; et  divisant  l'un  par  l'autre  quand  ce  rapport  est  direct. 
En  voici  des  exemples. 

1^'  CAS.  Règles  directes.  On  divise  l'un  des  termes  de  la  première  période 
par  l'autre , et  l'on  remplace  ce  dérnier  par  i.  Dans  la  première  question  , 
3o  ouvriers  font  20  mètres , etc. , comme  moins  on  a d'otivriers  et  moins  ils 

20 

font  d'ouvrage,  on  posera  : si  un  ouvrier  fait  ^ mètres  , combien  21  ouvriers 

en  feront-ils?  Évidemment  21  fois  davantage,  ou  ar=  21=  14 

2®  CAS.  Règles  directes.  On  multiplie  l'un  par  l’autre  les  deux  termes  de  la, 
première  période,  et  l'on  remplace  par  i celui  des  deux  qu'on  veut.  Dans  le 
2®  problème,  5 jours  ont  suffi  è 57  ouvriers,  etc.,  comme  niotnr  on  emploie 
d'ouvriers  et  plus  il  faut  d$  jours  pour  faire  le  travail , on  peut  prendre  67 
fois  plus  de  temps  et  un  seul  ouvrier , savoir  : un  seul  homme  a employé 
57  X 5 jours  , combien  19  ouvriers  mettraient-ils  de  temps?  19  fois  moins, 

57  X 5 285  , . 

ou  Æ = = = 13  jours. 

•9  *9 

Dans  tous  les  cas,  le  terme  qu'on  doit  réduire  à l'unité  dans  la  première 
période,  est  celui  qui  est  homogène,  ou  de  même  espèce  que  le  terme  donné 
dans  la  deuxième  période.  On  fera  bien  de  beaucoup  s'exercer  à cette  sorte 
de  raisonnement  : les  questions  énoncées  dans  le  texte  seront  résolues  par  ce 
procédé.  On  en  trouvera  un  grand  nombre  diapplications  dans  leiler<ie<7  des 
prohtèmcs  de  M.  Grémilliet,  ainsi  que  de  toutes  les  règles  d'Arithmétique  : 
«et  estimable  ouvrage  est  très  utile  popr  former  les  jeunes  gens  au  calcul, 
numérique.  . , . 
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I.  Si  17  marcs  5 onces  4 8‘os ‘1  argent  ont  Lirra* 

coûté  869  livres  1 5 sous  6 deniers , combien  i-  869 

coûteraient  i4  marcs  3 onces  2 ^ Rcgk  , • * 

directe*,  donc 

17“  5“  4*'  • 86g  liv.  i5  s.  6 den.  i4“  3*  2*'  | C x liv. 

On  simplifie  le  calcul  (n”‘58,2“et7o)  en  multipliant  les  deux 
antécédens  par  16;  et  l’on  a 283“  : 869*  i5’6^  ;;  23o”  5®  ; x. 
On  trouve  ^=708*  i6‘  1^ 

II.  6 escadrons  ont  consommé  un  magasin 
de  fourrage  en  54  jours  ; en  combien  de  jours  6 
9 escadrons  l’eüssent-ils  consommé  ? Règle  in-  ^ 
verse , d’où  9 : 54  1 1 6 : x =:  36. 

III.  Un  vaisseau  a encore  pour  10  jours  de 
vivres  ; mais  on  veut  tenir  la  mer  encore  1 5 ' 
jours  : à quoi  doit  être  réduite  chaque  ration? 

On  ne  trouve  pas  ici  quatre  termes  ; mais  il  est 
évident  que  l’iin  est  sous-entendu,  et  que  le  problème  doit 
être  conçu  de  cette  manière.  On  donnerait  la  ration  i à 
chaque  homme  t s’il  fallait  tenir  la  mer  10  jours;  on  doit  la 
tenir  i5  jours,  que  donnera-t-on?  Règle  inverse  : ainsi 
i5  : 10  I : X = |. 

IV.  Une  fontaine  emplit  un  réservoir  en  6 heures , une  autre 
en  5 heures  ^ , une  troisième  enfin  en  4 heures  | ; en  combien  de 
temps  ces  trois  fontaines,  coulant  ensemble  , empliront-elles, 
ce  bassin?  Cherchons  quelle  portion  la  1”  fontaine  emplit  en 
i'*.  Si  en  6'*  un  réservoir  est  rempli , quelle  portion  le  sera  en  t’’  ; 
d’où  6 : I ::  I ; x=i  |.  De  même  pour  les  deux  autres  fon- 
taines on  a 5 7 : t 


. Jours.  ^ 
10 
i5 


Jours. 

54 


Ration. 

\ I 


:x=i  :5i  = ^,  4§  : I ::  t :x=-^. 
Ainsi  ces  trois  fontaines  coulant  ensemble,  empliront,  par  heure, 
cette  fraction  du  bassin,  ou  -f- ^ = 

Donc , si  les  f d’un  réservoir  sont  remplis  en  i*’ , combien  fau- 
dra-t-il  d’heures  pour  emplir  i ? La  solution  est  i : ^ ou  | = 1 2* 
Il  faudra  1 heure  | pour  que  les  trois  fontaines  emplissent  le 
même  bassin.  En  général , on  divisera  l’unité  par  la  somme  des 
fractions  du  réservoir  qu’emplit  chaque  fontaine  en  1'’. 
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Mètres. 
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78.  Réglés  de  trois  composées.  On  ramène  souventaux  propor- 
tioris  des  questions  qui  renferment  pius  de  trois  termes  donnes . 
Il  faut  alors  qu’elles  soient  formées  de  deux  périodes  qui  con- 
tienneVit  des  nombres  homop.ènes , deux  à deux , et  variables 
proportionneHemenl.  En  voici  un  exemple. 

Si  20  hommes  ont  fait  160  mètres 
d’ouvrage  en  1 5 jours,  combien  3o 
hommes  en  feraient-ils  en  12  jours? 

Il  se  pre'sfentera  deux  cas,  suivant 
que  les  termes  qui  ne  répondent  pas  à l'inconnue  sont  en  rap- 
port direct  ou  inverse.  Ici , 20  hommes  et  r5  jours  sont  en. 
rapport  inverse  ; car  plus  on' emploie  d’ouvriers , et  moins  il  est 
nécessaire  de  les  occuper  de  temps  pour  accomplir  une  même 
tâche;  en  sorte  qu’on  peut  doubler,  tripler...  l’un  des  nombres, 
pourvu  qu’on  divise  l’autre  par  2,  3...,  et  la  question  reste  la 
même.  Multiplions  20  hommes  par  1 5,  et  divisons  1 5 jours  par 
i5;  il  viendra  3oo  hommes  et  i jour  : de  même  multiplions 
3o  hommes  par  12,  et  nous  aurons 

36o  hommes  et  l jour.  La  question  Hommes  Mètres.  Jours 
devient  donc  , si  3oo  hommes  ont 
fait  160  mètres  en  un  jour,  combien 
36o  hommes  en  feront-ils  en  un  jour?  Le  temps  étant  le  même 
de  part  et  d autre,  il  est  inutile  d’y  avoir  égard,  et  ('*‘)  on  a la, 
règle  directe  3oo  : 160  ;•  36o  ; ar  = 192  mètres. 

Lorsque  le  rapport  est  direct , on 
procède  différemment.  Par  exemple, 
si  20  hommes  ont  fait  160  mètres  en 
1 5 jours,  combien  faudra-t-il  de  jours 
à 3o  hommes  pour  faire  19a  mètres?  • . 

Pius  il  y a d’hommes,  et  plus  ils  font  de  mètres;  20  hommes 


3oo 

36o 


160 


Hommes. 

20 

3o 


Mètres. 

160 

KJ2 


Jours. 

i5 


(*)  C’est  même  à la  réduction  de  ces  deux  nombres  à l’égalité  que  l’oiT 
doit  tendre.  On  anrait  pu  se  contenter  de  multipliei-  ao  ef  diviser  |5  par .%;  e 
de  même,  multiplier 3o  et  diviser  la  par4  i ce  qui  aurait  réduit  les  joursau. 
même  nombre  3 dans  les  deux  cas. 
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et  i6o  mètres  sont  en  rapport  direct.  Ainsi,  après  avoir  mul- 
tiplié l’une  de  ces  quantités  par  a , 3... , il  faudra  aussi  multi- 
plier l’autre  par  le  même  nombre.  Prenons  192  pour  facteur  de 
20  hommes  et  160  mètres,  puis  160  pour  facteur  de  3o  hommes 
et  192  mètres , il  est  clair  que  le  uoiubre  des  mètres  (^)  sera  , 
dans  les  deux  cas>  192  X 160.  On  a donc  cette  question  : si 
20  X 192  hommes  ont  fait  un  ouvrage  en  i5  jours,  combien  de 
jours  seraient  3oX  )6o  hommes  à faire  ce  même  ouvrage?  Cette 
règle  est  inverse  et  l’on  a • • 


3o  X 160  ; i5  :: 


20  X 192  X ~ 


20. 192. i5 
3o. 160 


OU 


2.192.5  »I92  ■- 

^ I . i6o  i6 


On  raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas  : le  2*  de  ces  pro- 
blèmes peut  servir  de  preuve  à l’exactitude  du  i"  calcul;  et, 
en  général,  en  renversant  le  problème,  on  fera  la  preuve  de 
l’opération.  Voici  encore  un  exemple  assez  compliqué. 

Si  4o  ouvriers  ont  fait  3oo  mètres  en  8 jours,  en  travaillant 
^ heures  par  jour,  combien  5i 

ouvriers  seraient-ils  de  jours  à Homme*.  Mètre*.  To^rs.  Heures, 
faire  4^9  mètres  en  travaillant  4^  x i 

6 heures  par  jour? 

On  verra  d’abord  que  les  ouvriers  et  les  heures  sont  en  rap-< 
port  inverse;  on  mettra  donc  4<>  X 7 heures  d’une  part,  et 
5i  X 6 heures  de  l’autre,  durant  une  „ 

, . , ■ Hommes.  Mètres.  Jours, 

heure , ce  qui  donnera  lieu  a la  ques-  4<>  x 7 3oo  8. 

tion  indiquée  ci-contre , et  qu’il  est  ^ é 459 

inutile  d’énoncer. 

Les  heures  et  les  mètres  sont  en  rapport  direct;  on  fçra 
donc  4^9  multiplicateur  des  termes  de  la  première  période , et 


(*)  On  aurait  rempli  le  même  but  avec  un  facteur  plus  simple  que  193; 
voyez  ce  qu'on  a dit  pour  la  réduction  au  même  dénominateur  ( p.  4!)}  i nous 
avons  pris  ici  192^  pour  mieux  faire  concevoir  la  conséquence  qui  suit. 


I 

I 


1 

« 
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3oo  celui  de  la  seconde  ; ce  qui  réduira 
le  nombre  des  mètres  à être  le  même  de 
part  et  d’autre.  On  aura  une  règle'  de 
trois  inverse,  qu’on  posera  ainsi 

5i  X 6 X 3oo  : 8 ; : 4o  X 7 X 45g  : x 


io5 


Hommes.  Jours. 


40.7.459.8 
5i .6.3oo 


On  peut  même,  avant  d’ellectucr  le  calcul , supprimer  le  fac- 
teur 3,  da'.  3oo  et  6,  puis  9 dans  4%:  d’où 

4‘>Xj  X 5i  X8 4X7X4 

5iX2X«oo  10  11,2- 


On  peut  encore  éviter  ces  divers  raisonnemens ; car,  en  les 
reproduisant  sur  chaque  terme , comparé  à l’inconnue , on  voit 
que  , lorsque  le  rapport  sera  direct,  le  terme  devra  changer  de 
place  avec,  son  homogène  ; tandis  que  s'il  forme  un  rapport  in- 
verse , on  le  laissera  où  il  est.  Enfn,  on  multipliera  tous  les 
nombres  contenus  dans  chaque  ligne,  et  Von  égalera  les  produits 
entre  eux.  Ainsi,  dans  la  dernière  question,  les  ouvriers  et  les 
jours  sont  en  rapport  inverse,  ainsique  les  heures  et  les  jours; 
mais  les  mètres  et  les  jours  forment  un  rap- 
port direct  : on  changera  de  place  seulement  xi 

3ooet45g;  onforineraleproduitdesnombres  § 
contenus  dans  chaque  ligne,  et  égalant  il  viendra  4®  X 45gX8X7 
=5iX3oox6xa:,  ce  qui  donne  la  même  valeur  queci-devant  ; 
en  effet,  l’inconnue  sera  le  quotient  (n“5)de4o  x4%x8x  7 
di visé  par  5 J X 3oo  X 6. 

Cette  opération  peut  même  s’appliquer  aux  règles  de  trois 
simples. 


79.  Règle  de  société.  Trois  associés  ont  mis  dans  le  com- 
merce, l’un  12000  fr. , l’autre  8000  fr.,  le  troisième  4ooofr.  Ils 
ont  gagné  543o  fr. , on  demande  de  partager  ce  gain  à raison  de 
leurs  mises. 

La  somme  totale  24000  fr.  a rapporté  543o  fr.  On  fera  donc 
ces  trois  proportions  ; 
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24000  ; 5430  ou  2400  î 543  12000  ; x = 2715^'- 

2400  : 543  8000  : x~  1810 

• 2400  : 543  ; : * ^000  : x = goS 

On  voit  que  la  totalité  des  mises  est  à celle  des  bénéfices , 

comme  chaque  mise  particulière  est  au  bénéfice  qui  lui  est 
échu.  Lft  somme  des  be'ne'Bces  doit  reproduire  543o. 

Soit  encore  proposé  le  problème  suivant  : 

Trois  négocians  ont  mis  dans  le  commerce,  savoir,  l’un 
10  000  fr.  pendant  7 mois , l’autre  8000  fr.  pendant  5 mois , le 
troisième  4ooo  fr.  pendant  20  mois  ; on  demande  quelle  est  la  * 
part  de  chacun  dans  le  bénéfice  de  1 5oo  fr.  * 

On  remarquera  que  les  mises  et  les  temps  sont  en  rapport  , 
inverse:  eu  les  multipliant  respectivement,  on  retombe  sur 
une  règle  de  la  première  espèce.  L’un  des  associés  est  supposé 
avoir  mis  70  000  fr. , le  second  40  000  fr. , le  dernier  80  000  ; • 
les  temps  sont  égaux.  On  trouvera,  par  la  règle  précédente, 

55a  fr.,63...  3i5fr.,7g...63i  fr.,58...  pour  les  gains  respectifs.-.. 

Si  l’on  cherche  d’abord  le  bénéfice  que  rapporterait  une  mise 
.de,  1 00  fr. , on  pourra  poser  aussi , pour  chacune , cette  propor- 
tion : si  100 fr.  rapportent  un  tel  bénéfice,  quel  est  celui  qui 
est  dû  à une  telle  mise?  Le  terme,  on  diviseur,  est  100  dans 
cette  règle  de  trois.  Ainsi  toutes  ces  proportions  seront  plus  fa- 
ciles à résofidre , ce  qui  sera  surtout  utile  lorsqu’il  y aura  un 
grand  nombre  de  sociétaires , puisqu’on  est  conduit  à autant  . 
de  règles  de  trois  qu’il  y a de  parts  à faire. 

80.  Règle  d* intérêt.  On  a pour  but  de  trouver  la  somme  due 
pour  de  l’argent  prêté , sous  certaines  conditions.  Cet  intérêt  se 
stipule  de  deux  manières  : ou  en  indiquant  celui  que  porte  la 
somme  de  1 00  fr. , ce  qu’on  désigne  par  les  mots  tant  pour  cent 
(5  pour  cent  s’écrit  ainsi  : 5 p.  3)  ; ou  en  fixant  la  somme  qui 
doit  rapporter  un  franc  d’intérêt  ; le  Denier  14  signifie  que  i4 
francs  rapportent  i franc. 

La  relation  qui  lie  ces  deux  manières  de  stipuler  l’intérêt  se 
trouve  par  une  proportion.  Ainsi  le  denier  25  équivaut  à 4 p.  ô> 
puisque,  si  l’on  pose  cette  règle  de  trois,  25  fr.  rapportent 
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I fr. , quel  est  l’inléréi  de  100  fr.?  on  trouve  4 fr-  De  iiiéiiie  le 
denier  2 revient  à 5o  p.  ® , le  denier  20  à 5 p.  ÿ. 

Pour  trouver  l’intérêt  de  54ooo  fr.  ù 5 p.  | par  an , on  pose 
cette  règle  de  trois  : si  100  rapporte  5,  combien  rapporteront 
54000  fr.  ? Le  4*  terme  est  54o  X 5 = 2900  fr.  ; l’intérêt  est , à 
ce  taux , le  20*  du  capital. 

Souvent  l’intérêt,  au  lieu  d’être  pris  pour  un  an  ..l’est  pour 
un  nombre  dç  jours.  L’usage  du  commerce  est  de  faire  l’an- 
née de  360  jours,  ce  qui  simplifie  beaucoup  le  calcul  : car 
pour  trouver  l’intérêt  de  54ooo  fr. , à 5 p.  ^ par  an  , pendant 
210  jours , on  pose  cette  2*  proportion  ; si  36o  jours  donnent 
2700  fr. , combien  210  jours?  Le  4'  terme  est  l’intérêt  cher- 
ché. L’opération  se  réduit,  comme  on  voit,  à 

X = 54000  X iSyS.  {V.  n®  i5o.) 

On  lire  de  là  cette  règle  : Pour  trouver  l’intérêt  d’un  capital, 
multipliez  ce  capital  par  le  Nombre  de  jours  et  par  le  pebcen- 
TAGE , ou  tant  pour  cent , et  divisez  par  36ooo . 

On  abrège  ce  calcul  en  observant  qu’il  revient  à multiplier 
le  capital  par  deux  fractions , l’une  qui  est  le  nombre  de  jours 
divisé  par  6000,  et  l'autre  le  6®  du  percentage , ce  qu’on  fait 
aisément  à l’aide  des  parties  aliquotes  de  6000  et  de  6,  comme 
n®  4^'  Ainsi  on  supposera  d’abord  que  l’intérêt  est  à 6 p.  |,  ce 
qui  réduit  la  2®  fraction  à 1 : puis,  prenant  3o  jours  pour  la 
durée  d’un  mois , pour  2 mois  ou  60  jours,  il  suffira  de  prendre 
le  100*  du  capital,  en  reculant  la  virgule  de  deux  rangs^à 
gauche  ; pour  un  mois,  on  ne  prend  que  la  moitié'  de  ce  ré- 
sultat, pour  10  jours  le  tiers  de  celui-ci,  etc. 

Par  exemple,  quel  est  l’intérêt  à 6 p.  f de  5843*,24  du  5 
février  au  9 septembre , retranchant  5 de  9 on  a 4 jours  ; en 
outre  il  y a 7 mois  intermédiaires  de  3o  jours;  mais  en  ayant 
égard  aux  mois  de  28  et  de  3 1 jours,  oa  reconnaît  qu’il  faut 
ajouter  2 jours , ce  qui  fait  7 mois  él  6jours,  ou  210  jours. 

Pour  6 mou  ( 3 fois  58,43  ) 

Pour  I mois  ( moitié  de  58,43) 2q,32 

Pour  6 jours  (cinquième  de  29,22).. . 5,84 

* Intérêt  ê fi  p.  * 210,35 
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Mais  si  l’intérêt  est  à 4 î p.  | par  an , il  faut  multiplier  ce 
résultat  par  le  6*  de  4 ï = 2 + 2-4- . 


Pour  J (le  tiers  de  aio,35) 7°)  la 

Pour  i 70|i2 

Pour  4 (le  quart  de  70,  la) •7>^’3 


Intérêt  à 4 1 p.  ^ «57,77 


On  aurait  encore  pu  remarquer  que  le  6'  de  44  "n  4» 
prendre  les  | de  2 1 « , 35. 

81 . Règle  d’escompte.  Lorsqu’une  somme  n’est  due  qu’à  une 
époque  encore  éloignée , et  qu’on  en  obtient  sur-le-champ  le 
paiement,  on  nomme  Escompte  l’intérêt  qu’on  doitpayer  pour 
cela.  Si  donc  on  a 10  000  fr.  à recevoir  dans  'j  mois , en  retenant 
l’intérêt  de  cette  somme  à 4 P-  4 par  mois,  on  devra  déduire 
175  fr.,  et  il  restera  9825.  Cette  manière  d’opérer  s’appelle 
prendre  l’escompte  en  dehors  j;  elle  est  la  plus  usitée,  quoiqu’on 
retienne  l’intérêt  de  10  000  fr. , et  qu’on  ne  paie  en  effet  que 
9825  fr. 

Pour  Tescompte  en  dedans , il  ne  faut  retrancher  que  l’intérêt 
de  la  somme  qu’on  paie.  Voici  ce  qu’on  doit  faire.  Chaque  mois, 
on  devra  retenir  | fr.  par  100  fr.  ; donc  après  7 mois  100  -f-  |fr. 
seront  réduits  à 100 fr.;  on  posera  donc  cette  proportion  : Si 
loi  I sont  réduits  à 100  fr. , à combien  10  000  fr.  seront-ils  ré- 
duits. On  trouve  9828 fr., 01.  En  effet,  si  l’on  ajoute  à cette 
somme  son  intérêt  à 4 p<  100  par  mois  durant  7 mois,  on  re- 
trouvera I O 000  fr. 

82.  La  Règle  conjointe  tient  lieu  des  règles  de  trois  directes, 
et  sert  principalement  quand  la  solution  d’une  question  dépend 
de  plusieurs  de  ces  règles  liées  de  manière  à donner  un  rapport 
composé. 

16  pieds  anglais  valent  i5  pieds  français,  combien  83  des 
premiers  valent-ils  <)^s  seconds?  On  a '. . . 


16  : i5  83  ; JC  = 


83xi5 


= 77 ,81  : on  peut  aussi  poser  les 


deux  équations 
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>5  pieds  français  = 16  pieds  anglais/ 

8.3  pieds  anglais  = x pieds  français. 

Multipliant  la  i"  par  83  , et  la  2‘  par  16,  il  vient  » 

83  X pieds  français  = 83  X 16  pieds  anglais.  \ 

_ 16  X 83  pieds  anglais  = 16  X.J?  pieds  français. 

J 00  r c 83  X i5  ' 

donc  . 83  X 13  = >0  X * , a:=s — r-^; — . 

' in 


Le  produit  commun  t6x  83  conduit  ainsi  à la  même  valeur 
que  ci-dessus. 

Prenons  une  question  plus  compliquée.  Combien  v]  pieds 
anglais  valent-ils  de  mètres,  sachant  que  i,3  mètres  valent 
4 pieds  français , dont  i5  valent  16  pieds  anglais.  On  pose 
’ 1,3  mètres  :=  4 p*^^^  f'^^^çais, 

. , i ,. , ,5  pieds  français  = 16  pieds  anglais, 

«■'VV 27  pieds  anglais  = x mètres. 

D’après  ce  qu’on  a vu  ci-dessus , les ‘deux  premières  équations 
peuvent  être  remplacées  par  leur  produit,-  le  i"  membre  étant 
de  l’espèce  du  i*'  terme  i et-le  membzx  de  celle  du  dernier 
terme,  savoir  : 


i3  X >,3  mètres  = 4 X 16  pieds  anglais. 

27  pieds  anglais  = * mètres. 

De  même,  faisant  encore  le  produit,  on  a 

27  X i5x  1,3  mètres  = 4 X 16  X ar mètres. 

Ainsi  526,5  = 64X3;,  d’où  en  divisant  par  64,3;  = 8”, 2266... 

P'n  remarquant  l’ordre  des  équations  successives,  et  le  rai- 
sonnement qui  autorise  à les  multiplier,  on  voit  que  cette 
règle  s’applique  quel  que  soit  le  nombre  des  équations,  et  qu’il 
faut  les  écrire  de  manière  que  le  second  membre  de  chacune  soit 
de  la  même  espèce  lï unités  que  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion suivante.  La  règle  est  posée  quand  on  est  arrivé  à un 
second  membre  de  même  espèce  que  le  terme  initial  ; on 
égale  le  produit  de  la  première  colonne  à celui  de  la  deuxième. 

Les  exemples  suiva'ns  montreront  l’emploi  de  la  règle  con- 
jointe, et  feront  concevoir  toute  son  utilité.  Il  est  commode  de 
commencer  toujours  la  règle  par  le  terme  inconnu  x. 
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On  deniauda  le  rapport  de  l’arpent  parisien  à l’iieclare.  On 
sait  que  cet  arpent  est  coii^osé  de  900  toises  carre'es  : le  rap- 
port de  la  toise  au  mètre  nous  apprend  que  la  toise  carrce  vaut 
3,8  mètres  carrés.  Ces  rapports  seront  donc  enchaînés  ainsi  : 

• X arpens  = 1 hectare. 

I hectare  = 100  ares. 

I are  = 100  m.  car.  ' 

3,8  m.  car.  = i toise  car. 

900  toises  cai'.=  I arpent. 

La  rèyle  est  posée,  puisque  ce  dernier  terme  est  expriiné.en 
arpens,  ainsi  que  le  terme  initial.  Égalant  les  produits , 

900  X 3,8  X a:  = 100  X 100,  ou  9 X 3,8  X x = 100, 
en  divisant  les  deux  membres  par  100;  donc  100  = 

X = = 2,924;  un  hectare  vaut* donc  2 arpens  de  Paris,  et 

ou  à peu  près  3 arpens. 

83.  Quand  ou  compare  des  sommes  exprimées  en  monnaies 
de  divers  pays,  la  règle  conjointe  prend  le  nom  à' arbitrage  ou 
réglé  de  changes.  En  voici  des  exemples. 

La  livre  sterling  vaut  25'^', 5o , on  demande  combien  il  faut 
donner  de  francs  pour  payer  à Londres  120  livres  sterling. 
On  pose 

X fr.  = 120  liv.  sterl. , 

I liv.  St.  =:  25,5o  francs , 
d’où  x=  120  X 25,5o  = 3o6ofr. 

On  demande  le  prix  de  100  pistoles  d’Espagne,  le  change 
étant  de  108  sous  de  France  pour  1 piastre,  sachant  d’ailleurs 
que  la  pistole  vaut  4 piastres.  On  a 

X fr.  = 100  pistoles  d’or, 

I pist.  =:  4 piastres , 

1 piast.  = 108  sous, 

20  sous  = I fr. 

Donc  20  X .r  = ioox4  X a:=5  X 4 X 108  = 2160 fr. 


I 
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Voici  une  dernière  question. Combien  loo  pisloles d’Espagne 
valent-t-elles  de  francs,  sachant-que  ^ 

I ducat  d’Espagnè  vaut  g5  deniers  de  T jîist.  = i<S marov. 
gros  d’Amsterdam;  que  34  sous  de  Z gSdë^gr, 

gros  valent  i livre  sterling  de  Lon-  iaden.0r.=  «s-er. 

dres,  et  que  3i  deniers  sterling  va-  = alo'dcn.  s\. 

lent  3 francs?  On  sait  d’ailleurs  que  3a  den.  st.  = 3fr. 
la  pistole  d’Espagne  vaut  io86  mara- 

vèdis,  dont  il  en  faut  375  pour  i ducat;  la  livre  de  gros  et  la 

livre  sterling  sont  divisés  en  20  sous  de  12  deniers  chaque. 

L’opération  s’écrit  comme  on  le  voit  ci-contre,  et  l’on  trouve 

100  1088. o5. 240. 3 . -1  , r 

x=  — 5-= SC  réduit  à j;  = 4 X 19  X 20: 

370.12.34.32  ^ J » 

ainsi  100  pistoles  valent  iSaofr. 

84.  Pour  convertir  une  quantité  donnée,  en  sa  valeur  ex- 
primée en  une  autre  unité,  il  faut  avoir  le  rapport  de  ces 
deux  unités,  et  recourir  aux  proportions,  ou  aux  règles  con-  ' , 

jointes.  La  multitude  de  ces  mesures  nous  empêche  de  donner 
leurs  rapports  ; nous  nous  bornerons  à établir  ceux  des  mesures 
anciennes  et  nouvelles,  tels  qu’on  les  trouve  à la  page  126.  # 

' Voyons  quel  est  l’usage  de  cette  table  pour  convertir  les  toises, 

boisseaux,  arpeus. ...  en  mètres,  litres,  hectares 

On  demande  combien  67^'  5^  8*”  valent  de  mètres?  Je  vois, 
page  126,  que  la  toise  = i'",949;  je  pose 
iT  : i“,949  ;;  57T  5^  8»’“  : x = 

Combien  13“  5®  7*'^;  valent-ils  de  kilogrammes?  Je  trouve 
qu’une  livre,  ou  2 marcs  = 0^,4895 ; d’où 

2”  ; o’‘,48g5  ::  i3“  5®  78'  : x = 3*^,3615. 

Pour  convertir  44“ C"  0“  . 

1“  : o'*’,5i3o74  44“»^®9  • ^ = 22'*',9I9; 

ou  (page  79),  multipliant  la  fraction  par  6,  et  celle  du  produit 
par  1 2 ,T  = 22’^'  5p  6p”,  i 7. 

Dans  ces  calculs , il  convient  d’exprimer  les  partiescomplexes 
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en  décimales  pour  faciliter  les  multiplications.  Nous  a.rons 
donné,  dans  la  table,  page j 26,  outre  les  rapports  exacts, 
d’autres  valeurs  approchées,  dont  l’usage  est  plus  facile,  et  qui 
sont  suffisamment  exactes.  [,Voy.  n“  Sp^T.)  La  table  contient  aussi 
les  logarithmes  des  rapports  , afin  d’abréger  les  calculs,  ainsi 
qu’on  va  l’exposer  p.  1 16. 

Combien  un  litre  ou  décimètre  cube  vaut-il  de  pintes,  sa- 
chant que  la  pinte  contient  4^,p5 
pouces  cubes  et  que  le  pouce  cube  ^piotc.  = 1 litre, 
vaut  19,6364  centimètres  cubes?  Ces  1q‘,8^  = cub!*' 

rapports  s’enchaînent  ainsi  qu’on  le  46>95  po-  c.  = i pinte, 
voit  ci-contre.  Égalant  les  produits 

des  deux  colonnes,  il  vient  j;X  1 g, 8364  X 46,95=  1 000  , 
d’où  x=  1,0^3  74?  pinte,  capacité  égale  à celle  du  litre. 

C’est  par  de  semblables  règles  conjointes  qu’on  a déduit  la 
plupart  des  nombres  du  tableau,  de  ce  que  le  quart  du  méridien 
a 5 1 30740,74 • • • • toises.  {Voy.  p.  69.) 

Des  Progressions. 

85,  Une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le 
précède,  ou  en  est  surpassé,  de  la  même  qaan*t(té,  est  ce  qu’on 
appelle  une  Progression  arithmétique  ou  pardijfférence  : tels  sont 
les  nombres  I,  4,  7,  10...  On  l’indique  ainsi  t 1.4.7.10.13.16... 
La  raison  ou  différence  est  ici  3. 

Il  est  clair  que  le  second  terme  est  égal  au  premier  plus  la 
raison  ; le  troisième  au  second  plus  la  raison , c’est-à-dire  au 
premier  plus  2 fois  la  raison;  le  quatrième  est  de  même  com- 
posé du  premier  plus  3 fois  la  raison,  etc.  En  général , un  terme 
quelconque  d'une  progression  par' différence  est  composé  du 
premier  plus  la  raison  répétée  autant  de  fois  qu’il  y a de  termes 
qui  précèdent.  Donc 

i“.  On  peut  trouver  un  terme  quelconque  d’une  progression 
sans  calculer  tous  les  intermédiaires.  C’est  ainsi  que  le  100* 
terme  est  ici  = i -f-  3 X 99  ou  298. 

2°.  Pour  insérer  entre  4 et  32  , six  moyens  proportionnels 
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par  dift’érehce,  c’est-à-dire  pour  lier  ces  deux  nombres  par  6 
intermédiaires,  qui  forment  une  progression  composée  de  8 ter- 
mes, je  remarque  que  le  dernier  terme  3a  de  la  progression  c'tant 
égal  au  premier  4 augmenté  de  la  raison  prise  7 fois , 3a  — 4 
ou  a8,  est  7 fois  la  raison  inconnue  ; donc  la  raison  = 4 i 

l’on  a la  progi'cssion  7 4-8.ia.i6.ao.a4.a8.3a.  ‘ 

Pour  insérer,  entre  deux  nombres  donnés,  des  moyens  pro- 
portionnels arithmétiques  ou  par  difierence , on  divisera  la 
différence  de  ces  quantités  par  le  nombre  de  moyens  plus  un;  le 
‘ quotient  sera  la  raison. 

, De  même,  pour  insérer  8 moyens  entre  4 et  1 1,  on  trouve 


la  raison 


Il  — 4 7 1 

= • ; la  progression  est 


1 1. 


55  6’  n'r  8S  ni  loi 

.q.q.,.Og.Ug.75.7g.Og.yg.lUj, 

86.  Une  progression  géométrique  , ou  par  quotient,  est  une 
suite  de  termes  dont  chacun  contient  celui  qui  le  précède , ou 
s’y  trouve  contenu , le  même  nombre  de  fois.  Telle  est  la  suite 
7-7  3 ; 6 : la  : 24  : 48  t 96;...  la  raison  ou  le  quotient  est  a. 

Le  second  terme  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison  ; 
le  troisième  est  égal  au  second  multiplié  par  la  raison  , et  par 
conséquent  au  premier  multiplié  par  le  carré  de  la  raison;  de 
même , le  quatrième  est  le  produit  du  premier  par  le  cube  de 
la  raison , etc.  En  général , un  terme  quelconque  d une  progres- 
sion par  quotient  est  le  produit  du  premier,  par  la  raison 
élevée  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui 
précèdent.  On  peut  donc , 

1°.  Calculer  la  valeur  d’un  terme,  sans  être  obligé  de  passer 
par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Le  dixième  terme  de  notre  pro- 
gression ci-dessus  est  3 X 2^  = 3 X 5 1 2 = 1 536. 

2“.  Pour  insérer  8 moyens  proportionnels  géométriques 
entre  3 et  i536,  je  remarque  que  la  progression  doit  avoir 
I O termes , et  que  le  dernier  terme  1 536  étant  égal  au  premier 
3,  multiplié  par  la  raison  élevée  à la  puissance  9:  si  l’on  divise 

i536  par  3,  le  quotient  5i2  est  la  neuvième  puissance  de  la 

9 

raison,  d’où  la  raison  = \/5i2  =2  (p.  93).  Donc,  pour  in- 


T I. 
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sérer  entre  deux  nombres  donnés  des  moyens  proportionnels 
géométriques , il  faut  prendre  leur  quotient,  et  en  extraire  une 
racine  d'un  degré  égal  au  nombre  des  moyens  plus  un  : celte 
racine  sera  la  raison. 

Pour  insérer  quatre  moyens  entre  8 el64 , il  faudrait  extraire 

la  racine  cinquième  de ou  \/8,  quantitéirrationnelle  (n°63)  ; 
on  ne  peut  dohc  assigner  exactement  ces  moyens , mais  on  en 

approche  autant  qu’on  veut.  La  raison  est  ^ 8 = ; ainsi 

la  progression  cherchée  est 

: la.iaSy  : 18,8792  ; 27,8576  : 42,22.43  : 64. 

Des  Logarithmes. 

• f ‘ 

87.  Remarquons  que  les  théorèmes  celatifs  aux  progressions 
par  dilFérence  deviennent  ceux  qui  se  rapportent  aux  progres- 
sions par  quotient,  en  changeant  l’addition  en  multiplication, 
la  soustraction  en  division , la  multiplication  en  élévation  de 
puissances,  et  la  division  en  extraction  de  racines.  C’est  sur 
cette  observation  qu’est  fondée  la  théorie  des  Logarithmes. 

Concevons  deux  progressions,  l’une  par  quotient,  l’autre  par 
différence , dont  les  termes  se  répondent  deux  à deux , telles  que 

H ï I 3 î 9 î 27  : 81  C 245  • 729  i 2187. . . . Nombres. 

; 0.2.4'^  • • *2  . i4  ••••  Logarithmes. 

Chaque  terme  de  la  seconde  est  appelé  le  Logarithme  du 
nombre  correspondant  de  la  première  ; o est  le  logarithme  de 
1 , 2 l’est  de  3 , 4 de  9 ; 6 est  le  logarithme  de  27 , etc.  Les  lo- 
garithmes sont  donc  des  nombres  en  progression  par  différence, 
qui  répondent , terme  à terme,  à d'au  1res  nombres  en  progression 
par  quotient. 

Comme  les  logarithmes  n’offrent  d’utilité  qu’eh  vertu  de  pro- 
priétés qui  supposent  que  ces  progressions  commencent,  l'une 
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par  I , l’autre  par  o ; nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles 
qui  remplissent  cette  condition. 

11  suit  de  ce  qu’on  a dit  (n“’  85  et  86),  et  de  ce  que  nos  pro-# 
gressions  commencent , l’une  par  un , l’autre  par  zéro , qu’un  * 
terme  quelconque  est  forme'  de  la  raison , autant  de  fois  facteur 
pour  la  première,  et  .autant  de  fois  ajoutée , pour  la  seconde , 
qu’il  y a de  termes  avant  lui.  Les  sixièmes  termes,  par  exemple, 
sont  243 , 5*  puissance  de  la  raison  3 , et  10  qui  est  5 fois  la  rai- 
son 2.  Ainsi  la  raison  est  autant  de  fois  facteur  dans  un  nombre 
quelle  est  de  fois  ajoutée  dans  son  logarithme. 

Si  l’on  multiplie  entre  eux  deux  termes  de  la  progression  par 
quotient,  tels  que  9 et  24^  i raison  3 sera  7 fois  facteur  dans 
le  produit  (page  81),  parce  qu’elle  l’est  2 fois  dans  9,  et  5 fois 
dans  243  : le  produit  9 X 243,  ou  2 187,  sera  donc  le  huitième 
terme  de  la  première  progression.  Mais  si  l’on  ajoute  les  termes 
4 et  I O correspondans  dans  la  progression  par  différence,  la  rai- 
son a sera  aussi  7 fois  ajoutée  dans  la  somme  i4,  donc  le  pro- 
duit 2 1 87  et  la  somme  i44^out  des  termes  correspondans  ; ainsi 
1 4 est  le  logarithme  de  2 1 87  ; donc  la  somme  des  logarithmes  de 
deux  nombres  est  le  logarithme  de  leur  produit.  Pour  multiplier 
9 par  27,  par  exemple,  il  suffit  d’ajouter  les  logarithmes  4 et  6 
qui  répondent  à ces  facteurs,  et  de  chercher  le  nombre  243, 
qui  répond  à la  somme  10  prise  parmi  les  logarithmes  ; 243  est 
le  produit  cherché. 

Il  suit  de  là  que  le  double  du  logarithme  d’un  nombre  est  le 
logarithme  du  carré  de  ce  nombre;  le  triple  est  le  logarithme 
du  cube;  et,  en  général,  en  multipliant  le  logarithme  d’un 
nombre  par  un  facteur  quelconque , on  aura  le  logarithme  dune 
puissance  de  ce  nombremarquée  par  cefacteur.  Pout9^, on  triple 
le  4 , qui  répond  au  nombre  9 et  en  es  t le  logari  thme  ; 3x4=f^. 
répond  à 729  = 9'’.  ^ 

Les  inverses  de  ces  opérations  sont  faciles  à démontrer  ; car 
le  logarithme  du  quotient  plus  celui  du  diviseur  devant  don- 
ner celui  du  dividende , il  s’ensuit  que  le  logarithme  du  quo- 
tient de  deux  nombres  est  la  difplrenc'e  des  logarithmes  de  ces 
nombres.  Pour  diviser  243  par  27,  retranchez  6 de  10,  la  dif- 
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fcrence  4 est  le  logaiilhme  de  g;  ainsi  9 est  le  quotient  dc*> 
mandé. 

^ De  même  aussi , le  logarithme  de  la  racine  quelconque  d'un 
, nombre,  est  le  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 

le  degré  de  cette  racine,  y 729  s’obtient  en  prenant  le  tiers  de 
13,  et  diercbant  4 parmi  les  logarithmes.  Le  nombre  corres-, 
pondant  9 est  la  racine  cliercbée. 

88.  Si , au  lieu  de  prendre  3 pour  raison  de  la  progression 
par  le  quotient , on  eût  choisi  une  quantité  beaucoup  plus  pe- 
V tite , ces  propriétés  auraient  encore  subsisté  : les  quantités  dont 
cette  progression  serait  composée  auraient  été  plus  près  les 
unes  des  autres , et  l’on  y aurait  trouvé , par  approximation , les 
nombres  1,2,3,  4,5,...  Concevons  donc  qu’on  ait  formé  une 
progression , dont  le  quotient  eût  été  assez  petit  pour  qu’on  y 
ait  trouvé,  à très  peu  près,  tous  les  nombres  entiers,  et  qu’on 
eifait  composé  une  table , dans  laquelle  on  aurait  inscrit  ces 
nombres  et  leurs  logarithmes,  en  supprimant  d’ailleurs  tous  les 
autres  termes  intermédiaires  : les  principes  qu’on  vient  de  dé-  , 
montrer  auraient  également  été  vrais.  Supposons  cette  table 
formée  : on  voit  que 

1°.  Pour  multiplier  des  nombres  entiers  donnés,  il  suffit  de 
prendre  dans  la  table  leurs  logarithmes,  de  les  ajouter  et  de 
chercher  la  somme  parmi  les  logarithmes  ; le  nombre  corres- 
pondant est  le  produit  cherché  (*). 

2°.  Pour  diviser  deux  nombres , on  retranchera  lelogarithme 
du  diviseur  de  celui  du  divideu(^  ; on  cherchera  le  reste  parmi 
les  logarithmes  : le  nombre  correspondant  sera  le  quotient  de- 
mandé (*^). 


(*)  On  demande,  par  exemple,  le  produit 
47  X 863  ; U table  donne  les  logaritbmes  de  ces 
nombres;  on  les  ajoute,  comme  on  le  voit  ci- 
contre  ; on  cherche  la  somme  parmi  les  loQarith- 


■'*::4î=;5 


log. 
Somme 


= 4.6081087 


mes , et  la  table  donne  40  56i  pour  le  nombre  correspondant , qui  est  le 
prodait  demandé.  * x 

Si  l’on  veut  diviser  40861  par  863,  la  table  fera  connaître  les  loga- 


I 
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3®.  Pour  faire  une  règle  de  trois,  on  ajoutera  les  logarithmes 
des  moyens  ; on  en  retranchera  celui  de  l’extrênic  connu  : le 
nombre  répondant  au  re'sultat  sera  l’inconnue 

4°.  Pour  obtenir  le  logarithme  d’une  fraction,  on  retranchera 
le  logarithme  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  : le 
reste  sera  le  logarithme  demandé.  Les  tables  ne  contiennent  que 
les  logarithmes  des  nombres  entiers*,  ce  théorème  en  étend 
l’usage  aux  fractions  (u'gt,  I.) 

5°.  Pour  élever  un  nombre  à une  puissance,  on  multipliera' 
son  logarithme  par  le  degré  de  la  puissance,  on  cherchera  le 
produit  parmi  les  logarithmes;  il  i*épondra  à la  puissance  de- 
mandée C*’*'*'). 

6°.  Pour  extraire  une  racine  d’un  nombre,  on  divisera  le  ' 
logarithme  de  ce  nombre  par  le  degré  de  la  racine , et  l’on  clier- 


rithmes  de  ces  deux  nombres;  et,  les  retranchant,  on  cherchera  la  diffé- 
rence parmi  les  logarithmes  des  tables  : le  nombre  47  qui  y correspond  sera 

le  quotient.  

(*j  Pour  la  proportion  i53  : 429  “ 17  : J, 
après  avoir  pris  les  logaritlunes  de  ces  trois 
nombres,  on  retranchera  celui  du  premier 
terme  i53  de  la  somme  des  deux  autres  ; et 
observez  que  cette  double  operation  peut  être 
faite  d'un  seul  trait.  On  peut  aussi  ajouter  le  complément  arithmétique  du 
logarithme  do  i53  (^vojret  n°  10),  au  lieu  de  retrancher  ce  log.  Le  résultat 
cherché  dans  la  table  parmi  les  log.  répond  à Si,  qui  est  le  quatrième  tétme 


log  ,j  = 1.^4489 
'"g  459  = 3,6618127 
— log  |53  = 2,1846914 
I , 7076703 


5 a6 

(**)  Pour  avoir  le  log  de  3 — ou  — on  ro- 
7 7 


log  26  = I, 
log  = I, 


log  2 = 0,8450080 
log  i3  = 1,1139434 

0,9030900 


tranchera  le  log  7 du  log  36.  Pour  obtenir  le 

I ••  J O 5 2 J 36  28  .. 

produit  de  3 - par  3 -7 , ou  de  — par  -5,1! 

7 M ^ 7 

faudra  ajo^iter  les  logarithmes  de  ces  deux 
fractions,  ou  log  26  — log  7 log 28  — log  i3.  On  voit  ce  calcul  eifectué  ici 
d’un  seul  coup.  Le  résultat  est  log  8 : donc  8 est  le  produit  demandé,  ce  qui 
est  d'ailleurs  visible.  . k 

• (*«*;  La  puissance  cinquième  de  17  se  trouve  en  log  i-j  i 23o448q 
répétant  5 fois  log  17,  et  cherchant  le  produit  dans  • * ’ 5 

la  colonne  des  logarithmes;  il  répond  au  nombre 
cherché  17*=  1419857. 


1522445“ 
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clicra  le  quoliciil  parmi  les  Io{;aritliiiies  ; le  nombre  qui  s'y  rap- 
porte sera  la  racine  cherchée  C*). 

On  voit  donc  que  les  calculs  les  plus  coinplique's  sont  rendus 
très  simples  : les  multiplications  et  divisions  sont  remplacées 
par  des  additions  et  soustractions  ; les  élévations  de  puissances 
et  les  extractions  de  racines  sont  réduites  à des  multiplications 
et  des  divisions.  Ces  admirables  propriétés  des  logarithmes  en 
rendent  l’usage  si  important,  que  c’est  un  devoir  de  consacrer 
la  mémoire  du  célèbre  géomètre  écossais  Néper  , qui  en  est  l’in-  / 
venteur. 

8g.  Formation  des  tables.-  11  s’agit  maintenant  d’expliquer 
comment  on  peut  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  . 
entiers.  Jusqu’ici,  nos  progressions  par  différence  et  par  quotient 
sont  quelconques  l’une  et  l’autre  ; ainsi , un  même  nombre  a une 
infinité  de  logarithmes.  Nous  verrons  bientôt  la  raison  qui  a 


fait  préférer  les  séries  suivantes. 

•«•i.  . t «•  , . ' yL  ••  ' 

I ; lo  ; 100  : tooo  : lo  ooo  : Nombres. 

i O . 1.2.  3.  4 Logarithmes. 


O,  1,2,....  sôntles  logarithmes  de  i , lo,  loo. . . , ils’agitde 

trouver  ceux  de  2,  3,  4 , qui  sont  visiblement  compris  entre 

O et  i;  ceux  de  1 1,  12. . .99,  sont  entre  1 et 2,  etc.  On  ne  peut 
obtenir  ces  logarithmes  que  par  approximation  ; on  se  contente 
ordinairement  de  7 décimales. 

Observons  que  si,  dans  une  progressioi^  telle  que 
ro.2.4-6.8. 10. . . on  om’ct  un  terme  sur  2 consécutifs,  ou 
2 sur  3,....  on  formera  d’autres  progressions...  . 0.4.8- 12,... 
ou  . 0.6. 12. . . On  peut  de  même  imaginer  que  les  progres- 
^ sioos  que  nous  avons  prises  font  seulement  partie  de  deux  autres 
dont  les  termes  étaient  beaucoup  plus  voisins,  et  dont  on  avait 
omis  un  certain  nombre  d’entre  eux. 


(*)  La  ^ i4i()85;  s'oblient  on  divisant  pâr  5 le  log.  du  nombre  proposé,  ot 
rlicrchant  le  quotient  parmi  les,  log.  de  la  table  Le  nombre  corrrsponîlant  est 
i^,  racine  cherchée. 
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Ainsi,  concevons  qu’on  ait  inséré  entre  i et  lo  un  très  grand 
nombre  de  moyens  proportionnels  par  quotient;  comme  on 
monte  alors  de  i à i o par  des  degrés  très  serrés,  il  arrivera  que, 
parmi  ces  moyens,  on  rencontrera  les  nombres  2,  3,  4v*  ^ tm 
dix-millionième  près.  Cela  posé,  si  l’on  insère  un  pareil  nombre 
de  moyens  par  ditlérence  entre  o et  i,  ceux  de  ces  moyens  qui 
occuperont  le  même  rang  que  2,  3,  4v'-  seront  les  logarithmes 
de  ces  nombres.  On  raisonnera  de  même  de  10  à 100,  etc. 

Il  est  vrai  que,  pour  insérer  un  grand  nombre  de  moyens  par 
quotient,  il  faudrait  extraire  une  racine  d’un  degré  très  élevé 
(86);  mais  on  évite  cette  difficulté  à l'aide  de  diverses  racines 
carrées  successives.  Par  exemple,  cherchons  le  logarithme  de  3 ; 
le  moyen  par  quotient  entre  1 et  lo  est.. . 3,16227766,  et  par 
dilTéreuce  entre  o et  i est  o,5^  o,5  est  donc  le  logarithme  de 

3,1622 nombre  déjà  voisin  de  3.  Une  pareille  opération 

pour  I et  3,1622. . . . d’une  part,  et  pour  o et  o,5  de  l’autre, 
donne  0,26  pour  le  logarithme  de  1,77827941.  De  même  entre 

1,7782.  . . . , et  3,1622 d’une  part,  et  entre  0,26  et  o, 5 de 

l’autre,  ou  trouve  pour  moyens  2,37137870  et  0,375.  En  con- 
tinuant de  resserrer  ainsi  ces  limites,  on  trouvera  0,80102999 
et  0,47712126  pour  logarithmes  de  2 et  3. 

Ces  calculs  sont  très  pénibles;  il  est  vrai  qu’on  n’est  obligé 
de  les  pratiquer  que  pour  les  nombres  premiers,  puisque  les 
autres  logarithmes  s’en  déduisent.  Mais,  malgré  cela,  il  eu  reste 
assez  pour  lasser  la  patience.  Aussi  u’avons-nous  présenté  ce 
procédé  que  comme  un  moyen  de  concevoir  la  formation  des 
tables,  nous  réservant  d’en  donner  de  pl^  expéditifs  (626). 

90.  Il  est  aise  maintenant  d’expliquer  pourquoi  on  a attribué 
la  préférence  aux  deux  progression# adoptées.  Tout  logarithme 
est  formé  d’une  partie  entière , qu’on  nomme  Caractéristique, 
et  d’une  fraction  décimale  : or, 

1®.  Les  nombres  compris  entre  I,  10,  100,...  ont  leurs  loga- 
rithmes respectivement  compris  entre  o,  1,2,....  c’est-à-dire 
que  le  logarithme  de  tout  nombre  a pour  caractéristique  autant 
d’unités  que  le  nombre  a de  chiffres  entiers  moins  un;  ce  quL 
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pennet  de  tixer  ce  uombre  de  cliüTres,  lorsque  la  caracte'rislique 
est  donnée,  et  réciproquement.  Le  nombre  543,21  a deux  unités 
entières  à son  logarithme  : et  3,47  7 1 3 1 1 25  est  le  logarithme  d’uii 
nombre  dont  la  partie  entière  a quatre  chilFres.  On  évite  sou- 
vent de  charger  les  tables  de  cette  caractéristique  qui  y est 
inutile. 

2».  Ijbrsqu’on  veut  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  10, 
100,  1000,....  il fautajouterouôteràson logarithme  1,2,3,.... 
unités  ; d’où  il  suit  qu’augmenter  ou  diminuer  la  caractéristique 
de  1,2,3,....  c’est  multiplier  ou  diviser  le  nombre  correspon- 
dant par  10,  100  c’est  reculer  la  virgule  du  uombre  de  i, 
2,  3,...  rangs  à droite  ou  à gauche.  Les  logarithmes  des  nom- 
bres 3,4578,  34,578,  345,78,  ont  la  même  partie  décimale; 
seulement  les  caractéristiques  sont  respectivement  o,  1,2.. . . 

Tels  sontles  avantages  que  présente  le  systètne  de  logarithmes 
deBriggs,  qui  l’ont  fait  préférer  dans  la  composition  des  tables. 
Nous  l’indiquerons  à l’avenir  par  le  signe  log  ; ainsi  log  5 dési- 
gnera le  logaritliihe  tabulaire  de  5,  c’est-à-dire  le  logarithme 
pris  dans  l’hvpotlicse  de  deux  progressions  du  n®  89. 

gi.  Usage  des  tables.  Il  fautavoir  de.s  tables  de  logarithmes 
entre  les  mains  pour  en  concevoir  l’usage  • celles  de  Gallet , de 
Borda  et  Delambre,  sont  les  plus  usitées.  Nous  n’entrepren- 
drons pas  ici  d’expliquer  leur  usage  ; mais  il  est  quelques  points 
qui  tiennent  à la  doctrine  même,  et  qu'il  est  bon  d’éclaircir. 

I.  Les  log.  des  nombres  <;  i présentent  une  difficulté  : en  gé- 
néral ( n®  88, 4°.  ) il  faut  retrancher  le  log.  du  dénominateur  de 
celui  du  numérateuripour  avoir  le  log.  d’une  fraction  : mais , 
lorsque  celle-ci  est  moindré  que  i,  la  soustraction  devient  im- 
possible. Par  exemple , pour  multiplier  5 par  J , comme  cela 
équivaut  à diviser  5 par  | , il  est  indifférent  d ajouter  log  | à 
log  5,  ou  de  retrancher  log  | de  log  5 ; c’est  alors  cette  dernière 
opération  qu’on  préfère.  Qu  voit  donc  qu  il  faut  soustraire  le 
log.  du  numérateur  de  celui  du  dénominateur,  mais  qu  on  doit 
employer  ce  log.  en  sens  inverse;  c’est-à-dire  le  soustraire  s’il 
fallait  l’ajouter,  ou  réciproquement.  Ou  donne  le  nom  de 
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Logarithmes  négatifs  à ces  valeurs;  on  les  distingue  par  le 
signe  — qu’on  place  devant. 

Un  peu  d’attention  suffit  pour  éviter  les  erreurs.  Voici  divers 
exemples  propres  à faciliter  l’intelligence  de  ces  calculs. 


43,313  X ’ log  5 ^ o,6q8()700 
o,o4  —H  3=  0, 4771313 
log^  = — 0,3318487  I 
log  4>>3I3  = I,6354»9 

^ I,4o3M73 


log  100  = 3,0000000 

— log  4=  o,6o3o6oo 
log  o,o4  =— I,3^^ô 

log  X = 3,8015373 
X = 633, 18 


2".  ar=  4/ 1 ; on  ôte  log  5 de  log  7 , et 
on  prend  la  moitié.  Pour  trouver  le  nom- 
bre qui  répond  à ce  résultat  qui  est  un 
logarithme  négatif,  on  le  retranche  de  1, 
ce  qui  rend  le  nombre  i o fois  trop  grand, ■ 
on  a -f-  0,9269860,  qui  répond  à 8,45 1 54  ; 
donca:=:o,  845i54. 


log  n—  0,8450980 
—log  5=  Oj6g^oo 
log  — 0,1461380 

'log  x= — 0,0730640  ^ 
compl.  = 0,9369360 


t/ojoooan  , , 

3®.  a:=i. — - — - — i;on  prend  le  tiers 
82,41 

' de'log  100000— log27,  etc.  On  retranche 
logxde8,  cequirendlenombre  looofois 
trop  grand;  il  vient -j- 0,2997766,  qui 
répond  à 1,9942  : donc  27  = 0,0019942. 

IL  11  est  préférable  d’employer  les 
logarithmes  don  t la  caractéristique  seule 
est  négative.  Ainsi  , dans  le  deuxième 
calcul  log  I =log  5 — log  7 ; on  rendra 
la  soustraction  possible,  en  ajoutant  i à 
la  caractéristique  de  log  5 : mais  il  faudra 


log  100000=  5,0000000 
log  27=  i,43i3638 
log  0,00027=— 3,568636a 
le  tiers= — i , 1 895454 
log  32,41= — 1,5106790 

log  x= — 3,7002344 

coinpl.=  0,3997706 


I + ïog  5=^1,6989700 
log  7=0,8450980 
log  5 =1,8538730 
ou  — 3 -t- 1 ,8538730 
log  X =1,9269360 


ôter  de  la  düTérei^e  cette  unité  ajoutée,  • 
et  l’on  aura  log  5 = — 1 -f-  0,8538720,  qu’on  écrit  1,8588720. 
Le  caractéristique  est  alors  seule  négative,  et  il  faudra,  comme 
ci-dessus,  y avoir  égard  dans  les  calculs  subséquens.  Ici,  où  l’on 
doit  prendre  la  moitié,  pour  éviter  les  fractions  à la  caracté- 
ristique , on  y ajoute  i , et  elle  devient — 2 , et  aussi  i au  chilTre 
8 des  cli.vièines,  qui  devient  18  : ces  deux  additions  de  l’uuité 
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posilive  et  négative  n'altèrent  pas  le  logarilliine;  la  moitié  est 
coninie  ci-  dessus,  log  x=  i, 9269360. 

Observez  donc,  lorsqu’il  faudra  diviser  un  log.  à caractéris- 
tique négative , d’y  ajouterassez  d’unités  pour  qu’elle  devienne 
un  multiple  du  diviseur,  et  d’ajo  a ter  autant  d’unités  de  dizaines 
au  chiffre  suivant,  qui  est  la  première  des  ligures  décimales.  La 
première  et  la  troisième  opération  sont  exécutées  ici  d’après  ces 
principes , et  l’on  peut  reconnaître  que  les  calculs  sont  devenus 
plus  faciles  et  plus  prompts. 

ioj  3 = o,'^7-i5i^3  1050,00027=  4>43<3638 

log  42,212  = 1, 6254331)  Ou  ajoute  2 k la  curact.  _ 

— log  5 = OjfiÿxJjoo  |iour  prendre  le  tiers = a,8io4546 

— log  0,04  = 5,6020000  : _ — log  32,41= — 1,5100790 

Iog'x=2,8oi5274‘  ■ • î ' i ^'logxr^ 


4°.  On  peut,  au  lieu  de  soustraire  des 
logarithmes  (lo),  ajouter  leurs  complé- 
mens  arithmétiques.  Dans  la  première 
opération , pour  log  | , on  ajoute  au  log  3 
le  complément  delogS.  L’avantagequ’on 
en  retire  est  à peu  près  nul , attendu 
qu’on  peut  faire,  d’un  seul  trait,  toutes 
ces  additions  et  soustractions.. 


log  3 = 0,4771213 
C‘  log  5 = 7,3oio3oo 
log  .42,212  = 1,6254359. 
C‘  log  0,04=  1,3979400 
log  x = 2,8015272. 


..  f. 


Lorsqu’on  veut  exécuter  un  calcul  par  log.,  il  convient  de 
simplifier  avant  tout  les  expressions  ; ainsi  le  premier  exemple 
se  réduit  à x = ; X 3 X 422>i2  = i,5.X  422,12. 

111.  Pour  obtenir  les  log.  des  entiers compriseutre deux  nom^ 
bres  quelconques,  tels  que  10  et  20,  il  faut  concevoir  qu’on  a 
inséré  un  as.sez  gi'and  nombre  de  moyens  par  quotient,  pour  que 
parmi  ces  mpyens,  très  peu  différens  les  uns  des  autres,  il  y en 
ait  qu’on  puisse  regarder,  par  approximation , comme  égaux 
à II,  12,  i3,....  c’est-à-dire  que  ces  moyens  ne  doivent 
dillércr  de  1 1 , 12,  1 3. . . . que  dans  l’ordre  des  décimales  né- 


gligées. 

Dans  une  progression  géométrique,  telle  que  H 8;  32  : 128.... 
dont  la  raison  est  4;  on  a 32  = 8-f-8.3,  128  = 32  -f-32.3.... 
Ainsi  l’excès  d’mi  terme  sur  celui  qui  le  précède  est  le  produit 
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de  celui-ci  multiplie  parla  raison  moins  up  : l’un  de  ces  facteurs 
croît  avec  le  rang  dti  terme,  l’autre  est  constant  : cet  excès 
croît  donc  sans  cesse,  et  il  y a moins  d’entiers  compris  entre 
8 et  32,  qu’entre  32  et  128. . . . Pour  obtenir  leslog.  de  ces  en- 
^ tiers  intermédiaires , il  faudrait  y insérer  des  moyens  géomé- 
triques en  quantités  suffisantes,  et  aussi  des  moyens  arithméti- 
ques en  égal  nombre  entre  les  deux  termes  correspondans  de  la 
progression  des  log.  La  différence  constante  de  celle-ci  sera  donc 
partagée  entre  un  plus  grand  nombre  de  termes  ù mesure  que 
l’entier  croîtra  ; ce  qui  démontre  que un  nombre  est  grand, 
et  moins  son  logarithme  différé  de  celui  qui  le  suit  dans  la  table. 
Aussivoyons-nousqueleslog.de  i,  10,  too....  étant  o,  1,2,.... 
les  neuf  nombres  de  i à 10  se  partagent  entre  eux , quoique  iné- 
galement, une  unité  en  tre  leurs  log.  ; et  que  les  90  nombres  de  10 
à 100,  les  900  de  100  à 1000...  se  partagent  aussi  une  seule  unité; 

La  différence  entre  les  log.  ne  tarde  même  pas  à devenu'  assez 
petite  pour  n’affecter  que  les  deux  ou  trois  dernières  décimales, 
et  à être  la  même  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Par 

• exemple,  en  se  bornant  à sept  figures  seulement,  >^9  est  l’excès 
de  tous  les  log.  des  nombres , depuis  54700  jusqu’à  553oo  en- 
viron. La  différence  n’est  pourtant  pas  constante,  et  si  l’on  con- 
servait un  plus  grand  nombre  de  décimales,  on  la  verrait  varier 
sans  cesse. 

Ainsi , quoiqu’il  soit  faux  de  dire  que  les  nombres  croissent 
proportionnellement  à leurs  logarithmes , on  voit  qu’on  peut 
le  supposer  sans  erreur,  du  moins  pour  de  grands  nombres,  et 
dans  une  petite  étendue.  Cela  posé,  soit  demandé  le  log.  dun 
nombre  qui  excède  les  limites  des  tables , tel  que  5487343 , par 
exemple,  dans  celles  de  Gallet,  (|ui  ne  vont  que j usqu’à  1 08  mille. 
Ln  négligeant  43 , on  clierchc  le  log.  de  54873,  qu’on  trouve  être 
7393587 , et  qui  ne  diffère  de  celui  de  54874  que  de  79.  Puisque 

• une  unité  de  différence  entre  les  nombres,  répond  à 79  de  diffé- 
rence entre  les  log.,  on  posejra  cette  proportion  ; 

Si  I dijf.  entre  les  nombres,  donne  79  dijf.  entre  les  log, 
combien  0,43,  dilf.  (filtre  les  nombres,  donnera-t-il  de  diff".  entre 
les  logarithmes?  ou  i î 79  îî  o,43  ; v = 3 j. 
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Ainsi  34  est  l’excès  dulog.  de  54873,43  sur  celui  de  54873  : en  t 
ajoutant  34  à ce  dernier,  on  a 7393621,  et  il  ne  s’agit  plus,  pour 
avoir  le  log.  cherclié,  que  de  mettre  la  caractéristique,  d’après 
la  place  que  la  virgule  occupe  dans  te  nombre  proposé  : ainsi', 
(n'go) 

log  54,87343=1,7393621,  log  0,5487343=1,7393621 , etc. 

11  est  inutile  de  remarquer  que  dans  notre  proportion  79  et  34> 
tiennent  lieu  de  0,0000079  et  o, 0000034.  D’ailleurs  les  tables  de 
Gallet  ofl'rent  à chaque  diflerence  logarithmique  la  valeur  de 
1,2,3,...  9 dixièmes  de  cette  dilTérence,  en  sorte  que  le  qua- 
trième terme  de  la  proportion  est  de  suite  calculé. 

IV.  Pour  trouver  le  nombre  qui  répond  à 1,7393621,  on  voit 
d’abord  que  ce  logarithme , abstraction  de  la  caractéristique , 
tombe  entre  les  nombres  5487300  et  5487400 , et  que  la  difie- 
renee  entre  le  log.  proposé  et  celui  de  5487300  est  34  ; ainsi  on 
fera  la  proportion  suivante,  79  1 1 tt  34  ! a:='^,  inverse  de  celle, 
qu’on  vient  d’employer  : on  trouve  *=o,43;  ainsi  le- log. 
proposé  est  celui  du  nombre  0,5487343. 

Voici  des  règles  conjointes  où  les  log.  simplifient  le  calcul.: 

I.  La  toise  ou  le  pied  anglais  vaut  0,938293  toise  ou  pied' 
français , en  trouver  la  valeur  eu  mètre  ? 


X mètres  = i toise  angl 

I toise  angl.  = 0,^8293  toise  franç. log  = T, 9723385 

I toise  franç.  = 1,949036  mètre log  = 0,2898199 

X =i™8a8767  = 1 toise  angl log  = o,26ai584 

On  trouve  do  même  1 pied  angl;  = o"*3o47945 log  = 1,4840072 


II.  Un  centimètre  cube  d’eau  pèse  un  gramme  ; combien  de 
.livres  pèse  un  pied  cube  d’eau  ? 


X livres  = ( pied  cube. 

29,17386  pieds  cub.  = ipoo  déc.  cubes  log  = — 1,4649.333 

I âccim.  cube  = 1000  cent,  cubes log  = 4-  3,ooooooo 

I ceotim.  cube  = 1 gramm.  p.  6g. 

1000  grammes  = 2''^,o4288 log  = + o, 3102421 

29,17386  XX  = 1000  X 2,04288  logx=  4-  1,8452482 


70#',0242=poids  d’un  pied  cube  d’eau  pure. 
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111.  Dans  w;i  pays  OÙ  la  longueur  du  pied  est  de  1 3 pouces  de 
Paris,  etoù  laperclie  vautaopieds,  on  demande  combien  cette 
perche  vaut  de  centiares , et  combien  l’arpent  de  ce  pays  vaut 
d’ares  ? 


I are  =s  a6,3a45  toises  carrées  169 a,aa78867 

I =36  pieds  carrés  4^-  ■ * a,6oao6ot> 

I = la  X la  pouces  carrés  36,3a43 — i,4ao36oo 

i3  X i3  = I pied  carré  • 36 — i,5563oa5 

ao  X 20  = I perche  carrée  i44 — a,i5836a5 

I = X ares.  ' ' 

i3*.ao>  = 26,3245  X 36  X la’.x  * 7,6949217 

169.400=  26,3245  X 36  X l44-^  ^ — 0,4954  ares. 


Ainsi  la  perche  vaut  49>^4  centiares  ; l’arpent  49>^4 

IV.  Pour  montrer  comment  on  a pu  calculer  les  nombres 
qui  composent  le  tableau  suivant , nous  choisironscetexemple. 
En  partant  de  la  longueur  du  mètre  légal,  qui  est  de  443'*, 296 
de  la  toise  du  Pe'rou , et  sachant  que  l’ancien  boisseau  était  une 
capacité  de  655,78  pouces  cubes , on  demande  combien  le  bois-^ 
seau  vaut  de  décalitres. 


X décal.  = I boisseau  lOO 2,  .> 

I = 655,78  pouces  cub.  1728 3,2375437 

I = 1728  lignes  cubes  655,78 2,816758a 

(443,396)’  = I mètre  cube  (443,2g6;’ — 7,9400814 


I = 1000  décim.  cubes  x o,j  142205 

1 = litre  * = i,3oo83 

10  = I décalitre  i boisseau  vaut  i,3oo83  décal. 

(443,295)’. X = 100.1728.655,78 


S 

* 
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1 2G  rapports  des  mesures  anciennes  et  nouvelles. 

Un  niètm  ==  0,513074074^°''’'’  — “ “ = T, 71018007 

Un  mtUro  = 3pi.  opo.i  ilî.,ag6=  3 pi.  ,078444=*-  'og  b = o,48833i3a 

Une  toise  — i,g4t)o363  mètre  = c log  e = 0,28981993 

Un  pied  = o,3a4^394  mètre  = d ....  log  d =;  T,5ti66868 

Un  pouce  = 2,706995  centimètres log  ■=  0,48248743 

Une  aune  = 4^  po.  iolig.,5=  1,187694  mètre log  = 0,0747045 

iV  mètres  Talent  (a  x M)  taises  ou  (è  x il)  pieds. 

T toises  valent  ( c x T ) mètres,  P pieds  valent  (d  x P)  mètres. 

# 

Un  arc  = 26,3245  toises  carrées « log  = 1,420860 14 

Un  arpent  do  900  t.  carr.  (100  perche-sde  i8pi.)=34,i8867  ares. 

Un  hectare  = 2,924944  arpens l\...  log  = 0,4661 1763 

Une  toise  carr.  = 3,798743  mètres  carrés. . . . . i'. . . . log  = 0,57963986 

Un  pied  carr.  = 1 0,552  décimètres  carrés,  t po.  carr. = 7,82782  cent.  carr. 

Un  stère  = O,i35o64  toise  cube =29, 17886  pieds  cubes. 

Un  stère  = o,52i  voie  ■=.  0,261  corde  j 1 voie  = 1,920  stère. 


Une  toise  Cub.  = 7,408887  mètres  cubes. log  = 0,86945979 

Un  litre  = 1,2800  litron log  = 0,0899051 


= (5o,4i24pouc.cub.)  = i,o7376 pinte,  log  = 0,0809020 
Un  litron  = 0,81802 litre;  une pinte=o,93i3  litre. 

Un  boisseau-' = I,3oo8  docalit.  ; i hectol.  = 7,6874  boiss.  * 


Une  livre  = 4,895o6hectogr.=l> log  R = 0,68975788 

Un  kilogramm.  = 2,9428768 -livres  = 1 log  l = 0,81024312 


L livres  valent  {h  x Ij)  hectogr.  &'  kilogr.  valent  (1  x K)  livres. 


80  franoe  = 8i  livres  tournois.  Four  traduire  des  imnes  en  livres , ajoutez 
le  80*  (ou  le  8*  du  10®,  c’est-à-dire  un  liard  par  franc).  Four  changer  des  livres 
en  francs  , ôtez  le  81®,  ou  lo  9®  du  9®. 

D'après  les  réductions  des  anciennes  monnaies,  5 pièces  de  6 livres  valent 
39  Ir.  ; 4 'le  5 livTcs  valent  1 1 fr.  ; le  louis  vaut  28  fr.  55,  et  le  double  louis 
47  fr.  20. 


Rapports  approchés. 


76  mètres  = 3g  toises. 
19  mètres  = 16  aunes. 
4ohectar.  =i  17  arpens 
37  stères  = 5 toi.  eu. 
i3  litres  =9  i6  litrons. 
7okilogr.  =143  livres. 


■ 3 décimètr.=  4P'e'l®- 
3 décimètr.=  11  pouces 
ig  mèt.  car.  =:  5 t.  carr'. 
5 décim.cu.=25apo.  eu. 
|3  déealitres=  10 boiss. 
Il  hectogr.  = 36 onces. 


M- 

81  centimètr.  = 2)  pieds. 
97  millimètrcs=43  lignes. 

21  décim.  car.  = 2 pi.  car. 

22  centim.car.=  3 po  car. 

27  litres  =39 pintes. 

8 décigram.  =|5  grains. 

I 

, ou  de  2288  toises  |. 


4 myriamètres  valent  glioiics  de  2.5  au  degré 
/ 


( 
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' TABLE  DES  NOMBRES,  ETC.  127 

TABLE  ^ 

Des  nombresM  ^ 246 1 qui  sont  multiples  des  nombres  premiers 
autres  que  2,3  et  5,  avec  leur  plus  petit  diviseur  d. 


On  demande  si  les  nombres  i843,  1907  et  2go55  sont  pre- 
miers, ou  quels  en  sont  les  diviseurs?  1°.  la  table  indique  que 
1843  est  multiple  de  19,  et=i9  X 97  ; 2°.  1907  est  un  nom- 
bre premier,  puisqu’il  n’est  pas  dans  la  table,  et  que  2,  3 ni  5 
ne  le  divisent  ; 3“.  2go55  est  divisible  par  3 et  5,  et  le  quotient 
est  1937,  multiple  de  i3;  donc 2go55=3x5x  i3x  i49- 


Digitized  by  Google 


LIVRE  SECOND. 

ALGÈBRE  ÉLÉMENTAIRE. 


T * 

1.  CALCULS  ALGEBRIQUES. 


Notions  générales. 

92.  En  Arithmétique  on  a pour  butde  combiner  entreeuxdes 
nombres , selon  de  certaines  rè0les  : en  Algèbre , ce  u’est  pas  un 
résultat  numérique  qu’on  veut  obtenir,  niais  on  cherche  la  ma- 
nière dont  chaque  nombre  entre  dans  le  calcul.  La  solution  de 
tous  les  problèmes  de  même  nature , qui  ont  seulement  des 
données  différentes , exige  des  calculs  semblables  pratiqués  sur 
ces  données.  Par  exemple , l’intérêt  d’un  capital  se  trouve  en 
multipliant  ce  capital  par  le  temps  écoulé  et  par  le  ioo‘  de  l’in- 
térêt que  rapportent  100  francs  dans  l’unité  de  temps  (n°  i5o). 
L’Algèbre  s’occupe  de  la  recherche  des  calculs  à faire  dans 
chaque  problème,  et  pour  y parvenir,  on  y représente  les  don- 
nées par  des  lettres  a,  6,  c, . . . . propres  à désigner  tous  les 
nombres , afin  de  reconnaître  dans  le  résultat , à travers  toutes  , 
les  réductions  et  les  modifications , la  manière  dont  chacune 
s’y  comporte. 

Cherchons,  par  exemple,  le  nombre  dont  le  triple  est  égal 
à 100,  plus  la  moitié  de  ce  nombre;  nous  raisonnerons  ainsi  : . 
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3 fois  l’inconnue  égale  100  plus  la  moitié 
■t/e  l’inconnue 3a:r=ioo-{-La; 


Aetranchant  de  part  et  d'autre  la  moitié  de 
l’inconnue , on  a 

3 fois  l’inconnue  moins  sa  moitié  égale  100,  3x  — -jx=ioo 
ou  ^fbis  l’inconnue  égale  100 *x=ioo  , 

Enfin  (5)  divisant  des  deux  côtes  par  | , 

L’ inconnue  égale  \de  100  ou  égale  4o. . . ar  = 1 1 00  =:  4® 
L’algébriste  représente  l’inconnue  par  x , et  à l’aide  des  signes, 
exprime  les  parties  de  ce  raisonnement,  comme  on  le  voit  ci- 
contre.  Et  s’il  met  a au  lieu  du  nombre  100 , il  aura 

3 x=.a-\-\x,  3x — \xz=sa,  ou  lxz=a,  x=*a. 

Ainsi,  l’inconnue  dont  le  triple  est  égal  à sa  moitié,  plut 
une  quantité  donnée,  est  les  î-decette  quantité,  quelle  qu’elle 
.soit  {voyez  page  i43)- 

La  manière  de  démontrer  les  théorèmes  peut  encore  différer 
beaucoup  en  Algèbre  et  en  Arithmétique.  Veut-on  prouver  une 
proposition?  On  prendra  en  Arithmétique  un  exemple  numé- 
rique quelconque,  et  l’on  procédera  de  manière  à conclure  la 
proposition,  non-seulement  pour  l’exemple  individuel  sur  le- 
quel on  a opéré  , mais  encore  pour  tout  autre.  On  fera  donc  un 
raisonnement  général  sur  un  exemple  particulier.  En  Algèbre, 
au  contraire,  on  prendra  un  exemple  formé  de  symboles  assez 
généraux  pour  représenter  tous  les  nombres,  on  pourra  raison- 
ner d’une  manière  qui  soit  particulière,  et  souvent  les  corn-- 
binaisons  seront  purement  mécaniques.  C’est  ce  que  la  suite 
expliquera  mieux  (n“  106). 

93.  Convenons  donc  de  représenter  les  quantités  connues  par 
des  lettrés  a,  b,  c...\  ce  sont  les  nombres  donnés  qui  servent  de 
base  aux  raisonneinens , et  de  la  grandeur  desquels  nous  vou- 
lons rester  maîtres  de  disposer  ensuite.  Si  s est  la  somme  des 
quatre  nombres  u,  b,  c et  </,  nous  écrirons  s = a-j-b-t-c-f-d. 

e =:  a-{- a-j-a-i-a,  se  réduit  à 5=4Xu,  ou  simplement 
= ^a,en  ôtant  le  signe  de  la  multiplication  qui  devient  inutile. 

T.  I.  9 
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1 5o  . ALGÈBRE. 

J.e  cliiftVe  4 se  nomme  Coefficient  (''').  Si  le  nombre  a doit  être 

lêpélé  2,5,7 ” fois,  on  e'erira  ia,  5a,  7a na.  De  même 

on  désigne pai  a%a^,û^ a*  queaest2,5,7-..  «fois  facteur, 

savoir,  aa,  aaaaa,  etc. 

Ou  nomme  Terme  toute  quantité  séparée  d’une  autre  par  les 
signes  + ou — ;leêfnomeadeux  termes,  tels  sonta+i,ac — 4^> 
le  /rzno/ne  trois-,  tels  que  a -f- ê — c,  ad  — ^ab  — •xbc)\e  poly- 
nôme enfln  a plusieurs  termes. 

Le  trinôme  a — b — c désigne  qu’après  avoir  ôté  bAe  a,  il 
faudra  encore  retrancher  c du  reste  ; ce  qui  revientà  a— «(fr-J-c); 
O ■ — b — b est  visiblement  égal  k a — 2Ô  ; de  même. ....... 

a — h — 3ô — aô  = a — 6ô.  ,» 

De  la  Réduction , l’Addition  et  la  Soustraction. 

.94.  appelle  Réduction  l’opération  algébrique  qui  tend 
.à  réunir  plusieurs  termes  en  un  seul;  mais  il  faut  pour  cela 
que  ces  termes  ne  diflèrent  que  parles  coefliciens , et  qu’ils 
soient  formés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposaiis. 
,ln-2«ô  — ô,  3a’ — 2a,  5a’ô’+2a*ô’ — 3ô“,  sont  des  quantités 
irréductibles.  On  verra  aisément  que 

3nhc^  — abc*  • — hc^  -f-  -f-  a‘*d*  = 'zabc*  -f-  bc^  -f-  a*d^ , 

2a—  — c 3a  — c, 

4-  2ac  — — 3ac  -f-  ar  -f-  — 2t. 

ICu  général , on  ne  prend  d abord  que  deux  termes  semblables, 
et  la  réduction  ne  frappe  que  sur  leurs  coefficiens,  c’est-à-dire 
qu'on  ajoute  ces  coefficiens  lorsque  leurs  signes  sont  les  memes, 
et  qu’on  les  retranche  s’ils  sont  difjérens  : on  donne  ensuite  au 
résultat  le  signe  commun  dans  le  premier  cas,  et  le  signe  du  plus 


On  doit  bien  se  garder  de  confondre  les  exposans  avec  les  coefliciens, 
<i*,par  exemple,  avec  4“  ^ les  exposans  indiquent  la  multiplication  réitérée 
d’une  quantité  par  elle-même;  les  coelTiciens  en  marquent  l’addition, 
U*  —a.  a.n.a , = : si  a représente  le  nombre  5,  a*  z=  6a5, 

et  4’*  " 
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grand  coejfficienl  dans  le  second.  Les  lettres  et  leurs  exposaiis 
demeurent  d’ailleurs  les  iiicmcs. 

On  doit  attribuer  le  facteur  i aux  termes  qui  n’ont  pas  de 
coefficient  (n®  54);  b et  ac  équivalent  à \b  et  lac. 

A proprement  parler,  il  n’y  a en  Algèbre  ni  addition,  ni 
soustraction,  mais  bien  une  réduction  lorsqu’elle  est  possible  ; 
l’addition  et  la  soustraction  restent  encore  à exécuter  dans 
a-^b  et  a — b. 

Ainsi , pour  faire  l’addition  ci-contre. 

On ‘n’éprouvera  d’autre  embarras  que 
celui  de  la  réduction , après  avoir  attri- 
bué le  signe  -{-  au  premier  terme  de 
chaque  trinôme. 

95.  Proposons-nous  de  soustraire  b — c de  a;  il  est  certain 
qu’on  ne  changera  pas  la  dilférence  cherchée  , en  ajoutant  c à 
CCS  deux  nombres;  ainsi  b — c deviendra  b , a sera  changé  en 
a -f-  c ; soustrayant  i de  a -f-  c,  on  a 

a — {b  — c)  =r=  a c — b. 

On  voit  en  effet  (n“  4)  que  si  l’on  ajoute  a -f-  c — b à b — c, 
on  retrouve  a.  Donc,  jjour  soustraire  un  polynôme,  il  faut  en 
changer  tous  les  signes,  et  réduire,  s’ il  y a lieu.  Par  exemple. 


-f-  — ac» 

— She  -4-  i\d 
a*  — ^hc  -4-  ac» 
1 fa*  — aie  -f-  ,\d 


— 3&C  ^ab  — 3c*  -4-  hc 

— (a«6  — 6Ac)  — ~ i nb  — c»  — 26c) 

f^ab  — Sbr  ^ab  — 3c*  -+• 

— lab  -4-  6^c  — ab  + c*  -f*  a2»c 

aaA  -f  "iab  — 2c»  -4-  3ic 


— 3rtc 

— (2rt*  — 3ûcV 
5rt*  — 3rtc 
— 2rt*  -4-  3ac 

3a* 


On  remarquera  que , si  le  premier  terme  ne  porte  aucun  signe, 
il  faut  lui  attribuer  le  signe  -f-,  afin  de  rendre  applicable  la 
règle  ci-dessus  à ce  terme  comme  aux  autres.  C’est  ce  qu’on 
fera  aussi  dans  la  multiplication  et  la  division,  d’après  le  même 
motif.  '■ 


De  la  Multiplication. 


96.  La  multiplication  des  tnonomes  ne  donne  lieu  à aucune 
diffienllé:  carsoit  ^ab'^C.Scd , en  changeant  l’ordre  des  facteurs, 

9'  • 
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on  a ^.ü.ab  .cd  oM  ao  abcd.  S’il  y a des  exposans,  comme 
a’XûS  en  revenant  aux  principes,  on  trouve  oa  X «««  o« 
aaaaaz=:à‘y  de  sorte  qu’on  a ajouté  les  exposans  2 et  3 : de 
même  X 4a'*  = 3aa^*^-  En  général , pour  multiplier  des 

monomes,  on  multipliera  leurs  coejficiens,  on  ajoutera  les  ex- 
posans  qui  affectent  les  mêmes  lettres  ^ enfin,  on  écrira  à la 
suite  les  unes  des  autres  les  lettres  différentes.  On  attribue  V ex- 
posant I aux  lettres  qui  n’en  ont  pas. 

Multiplions  maintenant  a-\-b  par  c + d,  ce 
“ * qu’on  indique  par  (a-f**)  X (c+d).  Il  est  évi- 

_ que  pour  répéter  a + * autant  de  fois  qu’il  y , 

flj  + w a d’unités  dans  c-H d,  il  faut  prendre  a+*,c  fois , 
puis  d fols , et  ajouter.  Mais  pour  prendre  c fois 
a A- b il  faut  multiplier  séparément  a et.  b parc,  de  sorte 

que(a  + *)Xe  = ac  + *c,  (^a  + b)  X d=adA- bd,  ce  qu. 

donne  le  produit  ac  + ic  + ad  + *d. 

Mulüplions  a — b parc.  En  prenant  le  produit 

“ - ‘ ac  de  a par  c,  on  est  supposé  avoir  ajouté  c fois  a ■ 

P mais  il  fallait  multiplier,  non  pas  a,  mais  a — b 

■"  par  c;  chaque  fois  qu’on  a ajouté  a,  on  a pris  une 
quantité  trop  grande  de  b unités , de  sorte  que  le  produit  ac 
doit  être  diminué  de  b pris  autant  de  fois  qu  on  a répété  a, 
ou  c fois.  Otons  donc  bc  de  ac,  et  nous  aurons  (a-i)  X c 

hc * r ' é I* 

Pour  multiplier  a — Z»  par  c — rf,  on  lait  d a- 

bord  le  calcul  précédent;  mais  au  lieu  de  répéter 

a— b,  c fois,  il  ne  fallait  prendre  a — * que 

(c d)  fois  : on  a donc  pris  d fois  de  trop  {a— b)-, 

ainsi , du  produit  précédent  ac  — bc,  il  faut  re- 

.,.„cWrcdui  « qui  do„„e(„- g5) 

f^^^l~^y<,lc-d)^ac-bc-adArhd. 

La  multiplication  de  tout  polynôme  peut  toujours  etre  ra- 
menée à ce  dernier  cas , en  représentant  par  a et  des  sommes 
des  termes  positifs  de  chaque  facteur,  et  par  h et  d celle  des 
uéRatifs  ■ on  retombe  ensuite  sur  le  premier  cas,  quand  1 s agit 

2 signer  lesvaleursdeac.  de*c En  observant  ce  qui  vient  - 


a — £ 
c — à 
ac  — 
ad 
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d Cire  développe , on  voit  <£ue  chaque  terme  du  multiplicande 
a clé  multiplié  séparément  par  chacun  de  ceux  du  multiplica- 
teur : en  outre,  quand  les  deux  facteurs  partiels  monomes  ont 
eu  des  signes  diiïércns , leur  produit  a reçu  le  signe  — , tandis 
que  dans  le  cas  contraire  on  a mis  le  signe  -f-. 

Concluons  de  là  que  le  produit  de  deux  polynômes  se  trouve 
en  multipliant  chaque  terme  de  l’un  par  tous  ceux  de  l’autre , 
d’après  la  règle  donnée  pour  les  monomes;  puis  on  prendchaque 
produit  partiel  négativement  lorsque  ses  facteurs  ont  des  signes 
contraires,  et  positivement  lorsqu’ils  sont  de  même  signe  (tous 
deux  -f-,  ou  tous  deux  — ) (*).  Ou  doit  affecter  du  signe  4-  le 
premier  terme , lorsqu’il  n’en  porte  aucun , comme  n“  g5. 

97.  Voici  quelques  exemples  de  la  inuUiplication  des  poly- 
uoines  : 


« H-  3c  — d 
aa  — d 

-h  (mc  — 

— — 3cd  -f-  rf* 

ua*  -f-  6rtc  — Sad 

— » 3rrf  4.  d^ 


aa 


be  — 2b* 
— 5c  4-  2b* 


4-  2abc  — 4^5* 
aa5c  — 5*c*  4-  2b^c 

■ 4*  a5^c  — 4^* 


4a* 


b*c'  4*  4^^c  — > 45’ 


«4-5. 
«4-5 
a*  4*  ab 
4-«5  4-  5» 
a*  4-  a<i54-5* 


a*  4*  2«54-  5* 
«4-5 


«*  -|-  a«*54-  «5*. 

4-  «*5  4-  2aô*-h  5* 

O*  4-  3«'*54-  3«5’4-5* 


« 4-5 
« — b 

«*  4-  û5 
— ab  — h* 
— b* 


I 


(*}On  a coutume  de  dire  que  la  multiplication  comporte  quatre  règles,  pour 
les  coeUîciens , les  lettres , les  exposans  et  les  stgfnes.  Les  premières  ont  été 
données  pour  les  monomes;  la  quatrième  s'exprime  ainsi 

4-x4-  = -f-,  4-x  — = — x-+-  = — , — X — = 4-. 

11  semble  alors  ctran(;e  aux  oreilles  peu  faites  au  langage  algébriqued'entendre 
dire  que  — x — donne 4- J l'espece  de  doute  qu'on  éprouve  lient  au  vice  du 
langage  ; car  il  est  absurde  de  prétendre  multiplier  un  signe  par  un  autre  : il 
ne  faut  pas  attacher  un  sens  rigoureux  aux  expressions  dont  on  se  sert,  qui  no 
sont  obscures  que  parce  qu'on  sacrifie  la  correction  de  l'énoncé  au  besoin  de 
Tabréger,  pour  en  faciliter  l'application.  Ce  n'est  donc  pas  — qu'on  multiplie 
par  — , pas  même  — 5 par  — d,  mais  bien  « — 5 par  c — </;ct  la  logique  la 
plus  exacte  conduit  au  theorème  que  nous  avons  donne.  En  un  mot,  on  ne 
doit  pas  appeler  le  principe  dont  il  s'agit,  la  Hègfe  dt’s  sif^es,  mais  bien  la 
li^fjle  de  la  multiphcalion  des  pof>  nomes.  * 
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(Jes  exemples  nous  fournissent  des  reiuarqaes  iatercssanles. 

I.  Le  carré  de  (a  + h)  est  a’  + 2ai  {Voyez  n"6i.) 

II.  Le  cube  est  a*  Z(Cb  + 3ai’  + i*.  ( Voyez  n°  67.  ) 

III.  De  {a-\-b){a — ô)  = a’ — Z»’,  on  conclut  que  la  fomme  de  • 
deux  quantités  multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  pro- 
duit la  différence  de  leurs  carrés j ( 7 + 5)  X (7 — 5)  = 7’ — 5’ , 
ou  13  X 2 = 4g — 25  = 24. 

Coupons  a en  deux  parties  quelconques;  si  ^ a — a:  désigne 
l’une,  l’autre  est  ^ a-J-ar,  et  le  produit  est  j a’  — cette 
quantité  est  <[  j a*,  tant  que  x n’est  pas  nul.  Donc , si  l’on  fait 
croître  depuis  zéro  l’une  des  parties  d’un  nombre  a , l'autre  di- 
minue et  le  produit  augmente;  mais  des  que  lapremi'ere  partie’ 
devient  ^ a , le  produit  est  le  carré  de  cette  moitié,  et  atteint  sa 
plus  grande  valeur,  en  sorte  qu’il  décroit  lorsque  la  première 
partie  continue  de  croître. 

Ces  théorèmes  servent  surtout  à abréger  les  calculs  : ainsi, 
dans  le  second  exemple  du  n®  97,  on  reconnaît  aisément  qu’on 
cherche  le  produit  de  2a  {bc — 2^>’)  par  2a  — {bc  — 2^*'*)  ; 

ainsi  l’on  doit  trouver  la  difl’érence  des  carrés  de  2a  et 
{bc  — 7.b^),  ou  4^’  — {bc  — 2^*)’  : or  la  première  de  pos  règles 
' •donne  {bc  — ab‘y=bV  — 4^’<^  + 4^‘>  'e  produit  cherché  est 
donc  4'^“  — b‘c-  + 4^’c  — i^bK  • 

IV.  On  trouve  que  (a’-j-^»’)  {c’' d')=a"c^ b’c^ -{-a'd‘ 
-{-b'd';  ajoutant  et  retranchant  labcd,  le  produit  revient  à. . . 

(ac  rt  bdy  + {odzg.  bey  : 

propriété  curieuse  qui  prouve  que  le  produit  est  décomposable 
dedeuxmanièresendeuxcarrés.Ainsi(  7“-f  2“)(io‘^-|-4“)=6>48> 
nombre  qui  équivaut  à (70  ± 8)*  + (28  20)’;  donc  6148 

est  décomposable  en  78’  + 8*  et  62“  -J-  48’. 

V.  11  est  facile  d’obtenir  la  forme  du  produit  de  m facteurs 

binômes  {x  a)  {x  b)  {x  + c) ; en  effet , pour  deux  oq 

trois  facteurs,  on  obtient  les  produits 

2,“  4-  a X + ai  II  x’*  -f-  a x’  .if-  ai  X + abc 
b X -\-b  X'  ac  X 

I 4-  c x’  4~  ie  X 
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Or,  il  suit  du  procédé  uicmc  de  la  inulliplicalioii , que, 

1®.  Les  divers  termes  du  produit  ne  peuvent  éprouver  de 
réduction  entre  eux  ; en  sorte  que  les  lettres  a,'h,  c..  . . n'ont  ^ 
ni  coeffictens  numériques,  ni  exposons. 

2“.  Le  premier  terme  est  le  produit  de  tous  les  premiers 
termes , et  le  dernier  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes, 
des  facteurs  : entre  ces  extrêmes,  les  exposans  de  x vont  en  , 
décroissant  d’une  unité  de  ternie  en  terme,  et  le  produit  a, 
en  général , la  forme 

x’^ Ax’"-' + Bx*'-* Cx”'-^ -^abed. 

3°.  Tous  les  termes  doivent  être  composés  du  même  nom- 
bre m de  facteurs,  en  sorte  que  le  coefficient  A de  ne 
doit  pas  contenir  les  lettres  a,  b,  c , . . . multipliées  entre  elles  ; 
que  celui  D de  doit  être  formé  de  produits  2 à 2 de  ces 
lettres,  ou  ab,  ac,  bc 

4“-  Si  la  lettre  a entre  d’une  manière  quelconque  dans  l’un 

des  coefficiens  A,  B , toutes  les  autres  lettres  . . . doi-  ç ^ 

veut  y entrer  de  la  même  manière , puisque  Ve  produit  ne  doit 
pas  changer  en  mettant  a pour  6 et  b pouru,  etc.;  donc 

A est  la  somme  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes  ; 

B est  celle  de  tous  leurs  produits  différons  2 à 2 ; 

C celle-de  leurs  produits  différons  3 à 3,  etc. 

Le  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes. 

On  ne  doit  pas  négliger  les  simplifications  lorsqu’elles  sont 
possibles.  Ainsi,  pour(4aé  — aac)  {6ab  — 3ac.),  on  voit  que 
le  premier  facteur  équivaut  à 2a  {2b  — c),  et  le  second  à 
3a(2b — c);  leproduit  est  donc  6a“(aé— e)®  ou6a®(4i* — ^bc-^c^). 

Il  y a quelquefois  de  l’avantage  à décomposer  les  produits 
en  facteurs  (la  division  nous  apprendra  bientôt  à faire  ces  sortes 
de  décompositions)  ; ainsi , pour  3j^^z  3j^z*  -+- pj  pz , on 

reconnaît  que  les  deux  premiers  termes  équivalent  à 3jrz{j'-\-z), 
et  les  deux  autres  is  p {jr z) -,  donc  on  a (3;^z  ~\-p)  X (./+«)• 


Dfj' 


bv^'  = ':jgl 


' I 
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De  la  Division. 


g8.  Soit  a le  dividende,  m.  le  diviseur,  q le  quotient  etr  le 
reste,  r étant  < m,  toute  division  donne  l'équ.  (n®  i6j 

a = mq  -f-  r. 

Pour  diviser  un  monorae  par  un  autre , comme  on  peut , sans 
changer  le  quotient , diviser  par  un  meme  nombre  le  dividende 
et  le  diviseur  (n®*  i5  et  i3) , on  supprimera  les  lettres  com- 
munes à ces  deux  monomes,  on  soustraira  les  exposans  qui  af- 
fectent les  mêmes  lettres,  enfin  on  divisera  les  coejjiciens  entre 
eux.  On  voit  d’ailleurs  que  cette  règle  est  l’inverse  de  celle  de 
la  multiplication  (n®  q6) 

tiai^b^c  iSd'b^  _ ,,  8a*b*c 

O / — = êa^bc  ; -=—7-  = 3ab^  ; , . = auc  ; 

3ab.  ^ 5a‘b^  ^ab^ 

b*  disparaît  dans  le  troisième  exemjlle , parce  que  les  deux 
termes  ont  b*  pour  facteur  commun.  ^ 

3abc  iac^de^  ac^e* 

3Ôbc  ~ * ’ 8bd^e  ~ flff  ' 

on  ne  peut  pousser  le  calcul  plus  loin  , et  il  restera  à diviser 
cuP'é‘  par  , quand  on  connaîtra  les  valeurs  numériques 
dea,b,c,d,e.  _ ^ 

Soit  proposé  de  diviser. 

20ûi»^-{-4n®  — 7.3a?b^  — 4^®  pstr  + — 5ai*. 

Le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  devra  reproduire 
le  dividende  si  l’on  connaissait  un  terme  du  produit 
ao®ai-l-4^® — •••  Rtti  résultâtra/w  réduction  de  la  multiplication 
d’uii  terme  donné  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient,  une 
simple  division  donnerait  celui-ci.  Or,  on  sait  que  les  termes 
où  une  lettre  quelconque,  telle  que  a , a le  plus  haut  exposant 
dans  les  deux  facteurs,  donnent  au  produit  un  terme  qui  ne  se 
réduit  avec  aucun  autre,  puisque  celte  même  lettre  a y porte  éga- 
lement le  plus  haut  exposant.  Les  termes  4,a^  d’une  paî  t , et  au* 
de  l’autre  étant  dans  ce  cas,  ^a^  est  le  produit  exact  du  terme 
parle  terme  du  quotient  où  a est  afléclé  du  plus  haut  exposant  ■ 
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ainsi  ce  terme  est  ou  ià^.  Si  l’on  multiplie  tout  le  diviseur 


par  2a^,  et  qu’pu  retranche  du  dividende,  le  reste  sera  le  pro- 
duit du  diviseur  par  les  autres  parties  du  quotient.  Ou  est  donc 
conduit  à diviser  ce  reste  par  le  diviseur,  afin  d’obtenir  ces 
parties,  ce  qui  exige  qu’on  reproduise  le  même  raisonnement, 
et  qu’on  divise  encore  par  le  terme  du  reste  où  la  lettre  a 
porte  le  plus  haut  exposant. 

Pour  éviter  l’embarras  de  démêler  parmi  les  termes  du  divi- 
dende , celui  où  a porte  le  plus  haut  exposant,  ainsi  que  dans 
les  restes  successifs , il  est  convenable  à' ordonner  le  dividende 
et  le  diviseur;  c’est-à-dire  de  placer,  comme  on  le  voit  ici,' 
au  premier  rang,  le  terme  où  a porte  le  plus  haut  exposant  ; au 
second  rang,  le  terme  où  a porte  l’exposant  immédiatement 
inoindre,  et  ainsi  de  suite. 


reste. . . . -4-ioa46*— a5a*Z»4— .^«3  J*  ^ 4^® 

— — ioa4^ 


Y reste. 
3®  reste. 


— ^ayh^-^m\onb*  — 

-f-  — lOûi*  -H  4^® 

O 


On  voit  qu'après  avoir  divisé  4o®  par  on  a multiplié  tout 
le  diviseur  par  le  quotient  partiel  au’,  et  retranché  le  produit  du 
dividende , ce  qui  a donné  un  premier  reste.  On  a divisé  de  nou- 
veau paraa^  le  terme-l-ioa*ù’,  oùlalettreâporte,danslereste, 
le  plus  fort  exposant , ce  qui  donue-f-5aù*  pour  second  terme  du 
quotient.  On  a ensuite  multiplié  le  diviseur  par  ce  terme  -f-5aù“; 
on  a retranché  du  premier  reste,  ce  qui  a donné  un  second 
reste.  Enfin,  — : 2o^  = — a complété  le  quotient 
parce  qu’on  n’a  plus  trouvé  de  reste. 

Lorsqu’on  est  conduit , comme  ci-dessus , à diviser  des  termes 
qui  ont  pour  signes,  Tun-^,  Fautre  — , on  donne  au  quotient 
le  signe  — , afyi  que , dans  la  multiplication , on  reproduise  le 
premier  terme  du  dividende  avec  son  signe.  Si  les  termes  à 
diviser  eussent  été  négatifs  l’un  et  l’autre , le  quotient  aurait  eu 
le  signe -f-.  U faut  prendre  ceci  simplement  comme  un  fait  de 
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calcul,  sans  cLerclicr  à exitliquer.ee  que  peul  signifier  la  divi- 
sion de  deux  tenues  qui  ne  sont  pas  {tosilifs  ensemble  ; en  elTet, 
il  ne  s’agit  ici  que  deirou ver  un  système  de  termes  qui , multi- 
plie par  le  diviseur,  d’après  les  règles  connues,  reproduise  le  ^ 
dividende. 

Concluons  de  là  que,  pour  diviser  deux  polynômes,  on  les  or- 
donnera par  rapport  à une  même  lettre  ; on  divisera  le  premier  ' 
terme  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur,  et  l'on  aura  un 
terme  du  quotient  ; on  multipliera  ce  terme  par  le  diviseur,  et .. 
on  retranchera  du  dividende  t puis  l'on  traitera  le  reste  de  la 
même  manière.  On  pratiquera , pour  les  divisions  partielles,  la 
règle  des  signes  de  la  multiplication:  Enfin , on  poussera  l’ope-  - 
ration  jusqu’à  ce  que  la  lettrç  suivant  laquelle  on  a ordonné,  ail 
dans  le  reste  un  exposant  moindre  que  dans  le  diviseur.  ^ 

11  est  bien  entendu  qu’on  pourrait  ordonner  par  rapport  à b, 
ou  toute  autre  lettre  commune  aux  deux  facteurs,  et  même  ' 
dire  du  plus  petit  exposant  d’une  lettre  tout  ce  que  nous  avons  ■ 
dit  du  plus  grand. 

99.  Nous  mettrons  ici  deux  autres  exemples  de  division.  ’’ 

* » î» 

Gat-t-iaUi — na’/j’ — t ■2a‘+-jtab — 4»  ' 

— (w«— 6a^4-)-3a»4^  ■ | 

1®*^  reslo. ■* 

'i®  reste — 

3®  reste. o • * 

<1*  — fn  — b 

reste-  a*b — b^ 

— a*b+a^b* 

2®  reste......  6*  * 

3®  reste « a^b^ — 5* 

— a^b^-hab*  ^ 

a®  reste nb*  — 65  . • 

— n6t  -4-  6* 

.5®  reste o 

En  suivant  avec  attention  la  marche  de  la  dernière  division, 
on  voit  que  si  l’on  divise  fl’"  —6’”  par  n — , les  cxposansdcfl 


• i 
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doivent  diminuer,  et  ceux  de  6 croître  d’une  unité  dans  chaque 
rcsteetdanscliaquequotient;  les  restes  sont  donc  des  binômes 
dont  le  i"  terme  est  successivement  Loisqu’on 

arrive  au  reste  aù”‘~'  — A",  la  division  par  (a—ù)  donne  le  quo- 
tient exact  A*~* , en  sorte  que  a’" — A"  est  divisible  sans  reste 
{»!' (a — A),  et  l’on  a 

= a”~'  -f  a"~’A  -4-  a«~-^A*  -f- 4-  A*""' . 

a— A 

m - 

SiA=i, i. 


Âu  reste,  il  est  facile  de  prouver  la  vérité'  de  ces  équations 
en  multipliant  les  seconds  membres  par  les  dénominateurs^— A^ 
<i — 1,  parce  qu’on  reproduit  idenlfquemcnt  les  numérateurs 
a"' — A™,  a"' — I. 

Quand  on  divise  a par  i — x,  l’opération  n’a  pas  de  lin,  et 
l’on  trouve  ce  quotient  indéüai 


I — X 


.)• 


On  peut  donc  regarder  le  i''  membre  comme  la  somnie  des 
termes  du  2*;  cette  fraction  est  la  soinme  d’une  progression 
par  quotient,  qui  s’étend  à rinfini , dont  a est  le  i"  terme  et  a: 

la  raison.  Si  l’on  a,  par  exemple,  H 2 I l’,  savoir  ass2 

etx  = -3  , 1— j = on  trouve  2 : I ou  3,  pour  la  somme  de 
celte  suite  prolongée  à l’infini.  Demêmei(i  +f-|-(7)’‘”0  = î » 
parce  que  a = ^,  x=f.  Enfin,  ) = 5, 


eu  faisant  a = | , x : 


» • 

A4 


La  fraction  décimale  périodique  o,(54)  revient  à. . . 

7^^  + ou  [i  -f-  7^  -f-  (rïô)“ J — îs) 

eu  faisant  a = -^,  x = -~.  En  général,  si  p est  la  période 
composée  de  n chiffres,  cette  fraction  est,  comme  n"  53, 


10"  ~ 


P 

lO"' 


-f-. . . = 


— P P 


— • 999- 


Faisons  a—  1 et  2.*=*;  il  vient — 2=  i -t*  » + J + • • • • 
On  ne  conçoit  pas  d’abord  comment,  en  ajoutant  des  termes 
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sans  cesse  croissans  et  positifs,  on*pouiTa  trouver  — 2 pour 
somme.  Mais  en  poussant  la  division  de  a par  i — x,  jusqu’à 
4 ternies  seulement,  on  ale  reste  ax\  en  sorte  que  le  quotient 

exact  est  cette  dernière  frac- 

tion représentant  la  somme  de  tous  les  autres  termes  jusqu’à 
l’infini.  Mais  cette  fraction  devient  — en  faisant  a = i et 
a:  =2  J ainsi,  lorsqu’on  n’a  égard  qu’aux  premiers  termes,  ceux 
qu’on  néglige  forment  une  somme  négative  plus  grande  que  la 

partie  qu’on  prend  : les  deux  parties  réunies  sont  ici 

I -j-  -f- 1 -1-  ^ qui  se  réduit  au  i membre  — 2. 

Ce  paradoxe  vient  donc  de  ce  qu’on  ne  peut  regarder  lés  n 
premiers  termes  comme  une  partie  plus  ou  moins  grande  de 


la  somme,  qu’autant  que 


va  sans  cesse  en  diminuant,  à 


mesure  que  le  nombre  n des  termes  conservés  s’accroît  ; il  faut 
donc  que  i . On  dit  qu’une  série  est  convergente  quand  les 
termes  vont  ainsi  en  décroissant  de  plus  en  plus.  {T'^ojr.  n®  618.) 

100.  On  rencontre  une  difficulté  de  laquelle  il  est  bon  d’être 
prévenu  : lorsqu’il  y a plusieurs  termes  où  la  lettre  suivant  la- 
quelle on  a ordonné  porte  le  même  exposant,  quel  est  celui  qui 
doit  être  écrit  le  premier,  et  que  devient  alors  la  de'inonstration 
que  nous  avons  donnée?  Avec  une  légère  attention , on  verra 
qu’il  suffit  de  mettre  dans  les  termes  dont  il  s’agit , la  lettre  avec 
son  exposant  en  facteur  commun,  et,  entre  des  parenthèses, 
la  quaptité  qu’elle  multiplie.  On  doit  regarder  alors  cet  assem- 
blage comme  ne  formant  qu’un  seul  terme.  Si  l’on  a,  par  exem- 
ple , -f-  on  écriraa'(4ù’  — ^bc  c“) , qu’on 

regardera  comme  n’étant  qu’un  seul  terme. 

Un  exemple  fera  voir  plus  clairement  la  marebe  qu’on  doit 
suivre. 


(Aft>-4ic-|-c*)a*— ( b+c]lah^-b^  f (at-e)a»— 

— — (afe— c)  a'b*  j A» 

(ai - c J (i +c) n'b—iV> ' -f-  h+c)-Xah^-h^ 

- — — ( i-f-c) 

~ — (ai — c)  b+c  iih* — i<’ 

-l-'ai— c)  a*i* — ( b +c  nh 
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Des  Fractions  et  Communs  diviseurs. 


loi . Tout  ce  qui  a été  dit  (page  46)  sur  les  fractions  numé- 
riques, doit  se  dire  aussi  des  algébriques.  Ainsi 

1°.  ^ dé.signc  que  l’unité  est  partagée  en  b parties,  et  qu’on 


en  prend  a ; en  sorte  que  le  produit  jX  6 est  le  numérateurs 
(n“37); 

2®.  Quel  que  soit  m,  on  a ^ ^ (n®  38)  j 

ü but 

nd±.bc . „ _ • s , a±.m 

3®.  j±-.=  ■ . (n®  39  ; - zt  I = . 

bd  bd  ^ m m 

• Le  signe  ±:  s’énonce  plus  ou  moins  ; il  indique  qu’on  doit 

prendre  le  signe  supérieur  dans  les  deux  membres , ou  , si  Tou 

veut,  l’inférieur  dans  l’un  et  l’autre. 


a , ,a  a c ac 

mb  ^ m*  b ^ d bd’  ' 

(“+D(”+î) 

K- 4.., 4.); 

5®  - • C-- 

-"  ■ b’  ""  — bc' 

a/n  Cl  de  ad 

~b''^~b’  V'  d^bTc' 

/ c{mq^p) 

102.  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D de  deux 
polynômes  A ei  B •.  on  nomme  ainsi  une  expression  qui  divise 
exactement  ces  polynômes,  et  telle,  que  les  deux  quotiens  n’ad- 
mettent plus  aucun  diviseur  commun. 

I.  Si  A et  />’  sont  divisibles  par  D , ils  sont  de  la  forme 
A=Dt,  B — Djf,  or  en  divisant  A par  B^  et  désignant  le 
quotient  par  q et  le  reste  par  fl , on  a l’équation 

A=Bq+R,  d’où  Dx  =Djq-\-R,  x=yq+—. 


1^2  ALGÈBRE. 

* 2 

en  divisant  l’equation  par  D : ainsi  /î  doit  aussi  être  divisible 
])ar  D,  et  de  la  forme  R~Dz,  ce  qui  donne  x z=j-q  -\-z. 
Tous  les  diviseurs  communs  à k ci'K  le  sont  aussi  du  reste  R de 
la  division  de  A par  B.  • 

Maintenant  supposons  que  D soit  le  plus  grand  diviseur 
commande.^ et  Z>‘,  c’est-à-dire  que  x et  jr  n’aient  aucun  fac- 
teur commun,  il  s’ensuit  que  et  z n’en  auront  pas  non  plus  ; 
car  s’ils  en  avaient  un , on  prouverait  de  même  que  ce  facteur 
diviserait  x,  et  q^e  x et  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 
Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  k et  "R,  est  aussi  celui 
de  B et  du  reste  R de  leur  division.  C’est  ce  qu’on  a vu  n®  9.3. 

II.  5/  /■  dn  multiplie  ou  divise  A par  une  quantité  qui  soit 
première  avec  B , /c  plus  grand  commun  diviseur  demeurera 
le  même.  Car  soient  A et  D àe\A  forme  A=Dx,  B=Djr,  x cty 
étant  premiers  entre  eux  ; il  est  visible  que  D sera  encore  le 
* plus  grand  divheSir  commun , si  l’on  supprime  x , ouj',  ou  seu- 
lement qqeiqu’ün  de  leurs  facteurs,  comme  aussi  si  l’on  mul- 
tiplie  A par  une  quantité  z qui  soit  première  avec  B. 

II  r.  Si  un  polynôme  A , ordonné  par  rapport  à a,  est  divi- 
sible par  une  quantité  F indépendante  de  a , les  coejfficiens  de 
chaque  puissance  Ati  celte  lettre  a doivent  en  particulier  être  di- 
visibles jpffrFylEo  efi'et,  soit  Ma"'  , le  quotient  de 

..4  divise  par  /»’,  on  a donc  A = FMaT  -\-FHa!'  -f-  . . . ; or  /«’  ne 
contenant  pas  a,  il  rie  peut  s’opérer  de  réduction  d’un  terme  à 
l’autre.  Donc  chaque  coefficient  conserve  le  facteur  F. 

Voici  l’usage  de  ces  théorèmes.  Si , par  la  méthode  que  nous 
allons  exposer,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  deux 'quelconques  des  coefficiens  de  A,  puis  entre  ce 
diviseur  et  quelque  autre  coefficient  de  ^ , et  ainsi  de  suite  pour 
tousles  coefficiens,  il  estclair  que  si  A a un  facteur  Findépen- 
dan  t de  a , comme  il  devra  l’être  de  chaque  terme  en  particulier, 
on  obtiendra  ainsi  ce  diviseur  commun  F indépendant  de  a,  et 
l’on  aura  A=FA',  ^'étant  un  polynôme  connu,  qui  n’admet- 
tra plus  de  facteur  sans  a.  Le  même  calcul  mettra  en  évidence 
dans  B le  facteur  /<’'  indépendant  de  a , s’il  en  existe  un , et  l’or, 
aura  Z?  = 
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Or , le  plus  {{raïul  iliviscur  I\  , entre  F et  F'  est  le  facteur  in- 
dépendant de  a,  qui  est  eonmiiin  entre  y!  et  H : c’est-j-dire  que 
si  le  plus  p,r.Tijd  commun  diviseur  clierclié  entre  A el  I> , est  le 
produit  QK  de  deux  facteurs,  l’un  Q contenant  a,  l’aiilre  K 
sans  a,  on  sera  parV^mrà  connaître  ce  dernier,  et  il  ne  restera 
plus  <{u’à  trouver  Q , qui  ne  peut  être  divisible  par  un  facteur 
indépendant  de  a.  Une  fois  K connu,  .on  aura  donc  F=K», 
F'=  A'/8,d’où  A=KA’n,  U = K üf -,  ôi.tnni\c  facteur  A',  Çsera 
le  plus  grand  coinmpn  diviseur  entre  A'»  et  B fi,  ou  plutAt 
entre  A'  et  B' , puisqu’on  peut  supprimer  « et  (II  ). 

Concluons  de  là,  qu’après  avoir  trouve'  les  facteurs  F et  F' 
independans  de  a , ou  communs  à tous  les  termes,  l’un  de  A, 
l’autre  de  B , on  supprimera  ces  facteurs,  ce  qui  rendra  les  po- 
lynômes plus  simples,  tels  <(ue  A'  et  B'  ; mais  on  mettra  à part 
le  facteur  A',  commun  à ^t  F';  ou  cliercliera  le  plus. grand 
commun  diviseur  Q entre  A'  et  B’,  et  on  le  multipliera  par  A ; 
KQ  sera  celui  qu’on  demande. 

Procédons  maintenant  à la  recliercbe  du  facteur  Q dépen- 
dant de  a. 

Comme  le  quotient  ^ de  A'  divise'  par  B'  doit  nécessairement 
être  entier,  il  ne  suflit  pas  ici  de  procéder  comme  on  l’a  fait 
sur  les  nombres.  Après  avoir  ordonné  les  polynômes,  ils  de- 
viendront 

A' Ma”  -f-  M’a”'  -f-  . . . 

B' Au"  JV'u"'  -f-  . . . 

ün  divisera  le  premier  terme  Ma”  par  le  premier  Na”  ; or  si 
N contient  quelque  facteur  « qui  ne  divise  pas  M,  le  quotient 
n’est  pas  entier.  Pour  éviter  cette  difficulté,  comme  on  admet 
(|u’on  a délivré  B'  de  tous  les  facteurs  communs  indépendans 
de  a,  a n’est  pas  diviseur  de  A',  et  l’on  a le  droit  de  multiplier  A' 
en  totalité  par  * ; alors  M deviendra  Mm  divisible  par  N.  Ainsi 
les  deux  premiers  termes  seront  toujours  réduits  à l’état  conve- 
nable pour  que  la  division  soit  possible,  parce  qu’on  aura  ôté 
de  A',  ou  introduit  dans  M,  les  facteurs  qui  s’opposaient  à la  di- 
vision exacte.  On  aura  soin  de  faire  une  semblable  opération  sur 
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chacune  des  divisions  subse’quentes  qu’exige  le  théorème,  Afin 
de  rendre  tous  les  quotiens  entiers. 

Soient,  par  exemple,  les  polynômes 

ZSà’cd — i'ioabcd-\-  loob^cd,  et  36a’c  — ôà'ùc  — goai’c. 

Le  commun  diviseur  entre  moabed et  loob^cd  est  lobcd;  entre 
7.obcd  et  Z&a^cd , il  est  ^cd.  On  obtient  de  même  6ac  pour  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  second  polynôme.  Suppri- 
mant ces  facteurs,  les  proposés  se  réduisent  à 

, ga'  — 3oa6  + 25i“  et  — ab — 

Mais  comme  ^cd  et  6ac  ont  ic  pour  diviseur,  on  réservera  2c 
pour  multiplier  le  commun  diviseur  entre  les  polynômes 
réduits  : 2c  est  le  facteur  indépendant  de  a.  Voici  la  fin  du 
calcul  : 

oat  3oa6  H-  a5i*  f 6o’  — ab  (3a  — comm.  divis. 

5ob'*  I jcr  qiiot.  3 J 2a  3^ 

Reste—  5rab  ■+■  /2®  Reste  90&  — i5l*  ) 

ou  — ig4(3a—  54)  l o t 


On  voit  que  la  division  de  ga’  par  6a*  ne  pouvant  se  faire  exac- 
tement, il  a fallu  multiplier  la  totalité  du  dividende  par  2 ; après 
quoi  le  quotient  3 a conduit  au  reste — SyoA+gSi*,  et  la  ques- 
tion est  réduite  à trouver  le  plus  grand  facteur  commun  entre 
ce  binôme  et  le  diviseur  ; il  faut  donc  réitérer  les  calculs  de  pré- 
paration sur  l’un  etl’autre.  Or,  on  trouvequele  binôme  a — tgb 
pour  facteur,  qu’il  faut  supprimer;  et,  comme  la  divi.sion  par 

(3a 5b)  réussit,  le  plus  grand  diviseur  commun  cherché  est 

zc  (3a  — 5b)  ou  6ac  — lobc. 

Soit  proposé  de  réduire  à sa  plus  simple  expression  la  fraction 

6/1*  y*  I - 20  y**””  2 y*^  • 

vL-T- — si ; ces  polvuoines  ont  respectivement 

12a*— iSqr  + Sj-*  ^ ^ 

a et  3 pour  facteurs  qu’on  peut  ôter  sans  changer  le  plus  grand 
facteur  commun  des  deux  termes  : le  diviseur  sera  réduit  à 

Saj-  ,-4-  j-%  et  le  premier  terme  du  dividende  à 3a^  Pour 

rendre  la  division  exacte , il  faudra  multiplier  par  4,  c’est-à-dire 
doubler  le  numérateur;  ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  12a’— i2a*j-l-4flx»  — 4x'et4a’  — Sor-f-j-*. 
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^Une  première  division  donne  le  quotient  3a  et  le  reste 
Sa’j' -4*  ûf’ — Potuf  rendre  de  nouveau  la  division  pos- 
sible , on  multipliera  ce  reste  par  4 ; on  pourra  aussi  supprimer 
le  facteur  J';  et  le  dividende  deviendra  laa*  -f- 

Une  seconde  division  conduit  au  reste  qui  doit 

être  pris  pour  diviseur  de  4<** — On  supprimera  les 
facteurs  19  et  dans  Ce  diviseur,  qui  devient  a— y,  et  qui  di- 
vise exactement  ; a— y est  donc  le  plus  grand  commun  divi- 

6a*  -f-  7,y^ 


seur  cherché.  La  fraction  proposée  se  réduit  à 

^ 12a 

Voici  le  calcul  : * 


iaa> — laaV'-f-  — 

-f.  3a*r-+-  <v 

19^  — igr* 


Eli 


4a»— S^r+r* 


-(“3 


i9<y  — ig;-* 
a — y coram.  divis. 
\a—r 


- 3a* — ab  — ai»* 
le  facteur  coni- 


En  cherchant  le  plus  grand  diviseur  des  deux  termes , qui 
est  aa’-j-aai — b*,  on  verra  de  même  que  la  fraction 

4®^ — ^à’b'-^-^ab^  — M aa»  — aai -f-  i* 

üa^-^^a^b  — ga'i*  — Soi^-f-ai* 

. 54a’i — a4i^ 

Pour  I21  FrsictioTi  'Tp  '"4,  ^ i m a > 

45a^i  -h  3a’i»—  gai  ’-H  6i+  ’ 

mun  indépendant  de  a est  3b  ; en  le  supprimant  dans  les  deux 

termes , ainsi  que  a au  numérateur , on  est  conduit  à chercher 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  — 4^’  

i5a^-|-a»i — 3ai*-|- ai*.  On  trouve  qu’il  est  3a-f-ai;  ainsi 

3b  (3a  ai)  est  celui  qu’on  cherche , et  la  fraction  se  réduit  à 

6a  ^4i 

5a*  — 3ai  -f-  i»* 

On  ne  doit  pas  oublier  qu’ici , comme  aun*  loo,  il  faut  re- 
garder les  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  la 
lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne,  comme  ne  faisant 
qu’un  seul  terme.  C’est  ce  qui  a lieu  pour  la  fraction 

a*  (i*— c»)  — ai  (ai*-|-  ic — c*)  -f-  i*  (i  -|-  c) 

(i*-j-  aic-t-  c*)  — a*i  (ai»4-  3bc  4*c*)  -f-ai*(i-t-c)* 

T.  I.  lo 


f ' 


Digitized  by  Google 


La  considération  des  coeffitiens  (i  -f*®)'»'  *4**®'**'®’)^. 

(J» c*) , etc. , fait  bientAl  reconnaître  qwe  ( i + o ) es»  un 

factenrcomraun  indépendant  de  a.  En  le  supprimant,  on  cherche 
le  plus  grand  diviseur  entre  > •.  . . 

a' {b  — c)  — ab  {^b — c) -f- b^ 
êta^(b-i-c)  — a’b  (2b  + c)  + ab^,^  . 

qu’on  trouve , par  le  calcul , être  a—b\  ainsi , cf lui  des  deux 

termes  de  la  fraction  proposée  est  n (6  + c)  — ( * + c ) ; elle  se 

a Ib  — c)—b‘  41 

réduit  à - , -r -r,*  * * . 

a%{b  +c)  — ab*  • • ■ ^ 

io3.  Cherchons  le  plus  petit  nombre  n divisible  par  deux 
nombres  donnés  a et  b.  Ce  nombre  serait  a'X.b , si  a et  6 eUient 
premiers  entre  eux  ; mais  soit  D un  diviseur  quelconque  de  a 

et  de  b,  a—Da,  b=Db'  ; comxn»  Pa  b’ ~ a’ b , Dab^ 

est  divisible  par  a et  par  b.  Mais  ^ est  d’autant  plus  petit  que^ 

D est  plus  grand  ; donc  la  quantité  n=^I>àb'  est  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  « et  par  6 , quand  D est  leur  plus  grand 
commun  diviseur.  Ainsi,  3ia  et  i3a  ont  ta  pour  plus  grand 
diviseur  ; les  quotiens  sont  a6  et  1 1 ; donc  la  .a6  1 1 343» 

est  le  plus  petit  multiple  de  Sia  et  i3a. 


II,  ÉQüATIOÎiS  DD  PREMIEH  DEGRÉ 


Premier  Degré  à une  seule  inconnue. 

104.  Le  degré  d’une  équaüon  est  marqué  par  la  plus  haute 

puissance  de  l’inconnue  qu’elle  renferme  ; a: , T»  * •••■;• 

désigneront  les  inconnues;  a,b,c les  données.  Ainsi, 

ax^b  = cxesS.  du  premier  degré  ; ax’-h  dx  - c est  du  second  ; 

lu  qx*  ■=.  r est  du  troisième , etc. 

Pour  résoudre  un  problème  proposé,  il  faut  d’abord  expri- 
mer , par  une  équation , les  conditions  qui  lient  les  données  aux 
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inconnues  : cette  traduction  du  problème  en  lan|>age  algébrique 
une  fois  faite , il  faut  résoudre  l’équation , c’est-à-dire  dégager 
l’inconnue  de  tout  ce  qui  l’affecte,  et  l’amener  à la  forme  t:=zA  ; 

^ A est  la  valeur  cherchée. 

, Par  exemple , un  père  a 4 fois  l’àge  de  son  fils , la  somme  des 
deux  âges  est  ^5  ans  : quel  est  l’âge  de  chacun  ? Soit  x l’âge  du 
fils,  4*  ser*  celui  du  père  ; ainsi  ,x  + ^x  doit  faire  45  ans,  d’où 
5x  = 45.  Telle  est  l’équation  qui,  dans  notre  problème,  ex-  ’ 
prime  la  liaison  de  l’inconnue  aux  quantités  données  5 et  45. 

11  faut  maintenant  résoudre  cette  équation , ce  qui  se  fait  en 
divisant  le  produit  45  par  5 ; le  quotient  9 est  l’autre  facteur 
(n“  5);  JC  =9  donne  9 ans  pour  l’âge  du  fils,  et  36  ans  pour 
celui  du  père. 

Ou  voit  ici  bien  distinctement  les  deux  difficultés  qu’offre 
tout  problème  : i®.  poser  l'équation,  a®,  la  résoudre^  Nous 
traiterons  ces  deux  sujets , en  commençant  par  le  second. 

io5.  L’inconnue  ne  j>eut  être  engagée  dans  une  équation  du 
premier  degré , que  par  addition , soustraction , multiplication 
et  division.  Voici  les  règles  qu’il  faut  pratiquer  pour  la  dégager. 

I.  SiTinconnue  a quelques  coe/ficiens  fractionnaires,  multi- 
pliez toute  l'équation  par  le  nombre  qui  serait  dénominateur 
commun  (n®  38,  1®.  et  a®.).  Cette  opération,  sans  altérer  l’é- 
quation, fera  disparaître  les  diviseurs.  Cela  revient  à réduire 
tout  au  même  dénominateur,  piiis'à  le  supprimer.  Soit,  par 
exemple, 

• J * 

En  imiltipliant  tout  par  la,  cette  équation  devient 

8t  -f  — a4»  — ajc  = 9a:  — x — 96, 
qui  .se  réduit  à 1 aar  — a4o  = 8.r  — 96. 

II.  On  réunira  tous  les  termes  inconnus  dans  l’un  des  mem-  ‘ ” 

hres,  et  les  quantités  connues  dans  l'autre,  en  donnant  un  signe 
contraire  aux  termes  qui  changent  de  membre } c’est  ce  qu’on  . * 

appelle  transposer.  Ainsi  notre  exemple  deviendra 

lax  — 8c  = a4o — 96,  ou4*=  t44-  c'  qu’en  < 
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effaçant  ‘2^0  du  premier  membre  i2x  — 240,  ce  qui  le  re'duit 
à 12a:,  on  l’augmente  de  240;  pour  ne  point  troubler  l’egalilé, 
il  faut  donc  ajouter  240  au  second  membre.  Pareillement,  pn 
supprimant  8x,  on  diminue  de  8x  le  second  membre  ; il  faut 
donc  aussi  retrancher  8x  du  premier. 

III.  L’équation,  d’après  ces  deux  règles,  sera  anu:née  à la 
forme  ax=b;  i est  le  produit  de  a multiplié  par  * (n®  5)  ; en 

divisant  b par  a,  le  quotient  donnera  donc  x;  ainsi  x 

a 

Donc,  pour  dégager  r inconnue  de  son  coefficient,  il  Jaul 
diviser  toute  T équation  par  ce  coefficient.  ' 


C’est  ainsi  que  l’équ.  ^x-=.  i44>  donne  x=  = 36;  ce 


nombre  résout  l’équ.  que  nous  nous  étions  proposée  ci-dessus , 
c’est>-à>dire  que  les  deux  membres  seront  égaux , si  l’on  met  par- 
tout 36  pour  X;  c’est  ce  qu’on  vériBe  aisément /car  on  a 
24  -+•  >8  — 20  — 6 = 27  — 3 — 8 = 16. 

IV.  Une  équ.  du  premier  degié  n’admet  qu‘ùne  solution)  car 
on  peut  toujours  la  mettre  sous  la  forme  (n®  i07)ox4-6=cx-4-d; 
or,  si  X pouvait  avoir  deux  valeurs  et  et  fi,  on  aurait  les  équa- 
tions 

aei-\-b  = cei-^d,  U/8-l-i  a=c4 -f- d, 


et  retranchant,  on  trouverait  a {»  — |S)  =c  (« — /3),  équ.  qui 
revient  à (a — c)  (« — ë ) = o , et  ne  peut  être  satisfaite  à moins 
qu’on  ait  «=|3,  puisque  a et  c sont  donnés  et  inégaux. 

Voici  plusieurs  exemples  de  ces  diverses  règles  : ' 

t®.  + yr  + m = px  + y -{•  n;  supprimant  la  fraction 

y commune  aux  deux  membres , on  a ^ -t-  m=px-^-n  ; mul- 
tipliant tout  par  b , il  vient  ax  -j-  bm  = bpx  -f-  bn  ; 

' transposant  6m et  6/>x , on  a ax  — bpxx=bn — bm, 

oux  (fl  — bp)  = b (n — m);  en  divisant  par  a — bp,  il  vient 
enfin 

_ b(n—m) 

a — bp  ’ . . 
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a®.  ^ a:  — go  4-  | x = | * — 82  ; transposant,  on  trouve 
I x + jX  — I x = go  — 82,  qui  se  réduit  à | x — -Jx=8;  mul- 
tipliant l’équation  par  i5,  on  obtient  i8x — iox  = 8x  «5, 
ou  8x=  8.  i5,  et  en6n  x—  i5,  ' 

3®.  ÿx-4-g  = ix  — 10  donne  9 4^  lo  = -|.x — |x,et  multi- 
pliant par  21,  il  vient  igX2i='jx — 6x,  d’où  x=  19.21=399. 

4°.  Enfin  l’équation  |x  — 4®“  jx=6o  — j x donne 

| .r — ]x4-|x=ioo;  on  multiplie  par  gx4x5,  ou  180,  etl’ou 
obtient  4ox  — ^5x-j-252x=  180X  100,  ou  a47X=  i8ooo  : 
donc  X = = 72,8745. 

to6.  Venous-en  maintenant  à la  principale  difficulté,  qui 
consiste  à poser  le  problème  en  équ.  Pour  cela  , on  examinera 
attentivement  l’état  de  la  question  pour  en  bien  comprendre  le 
sens;  et  donnant,  au  basard,  uue  valeur  à l’inconnue,  on  sou- 
mettra ce  nombre  à tous  les  calculs  nécessaires  pour  s’assurer 
s’il  convient  ou  non.  On  connaîtra  ainsi  la  suite  des  opérations 
numériques  qu’il  faut  faire  subir  au  nombre  cherclié,  lorsqu’il 
est  trouvé,  pour  vérifier  s’il  convient  en  effet  au  problème.  Enfin 
on  fera,  à l’aide  des  signes  algébriques , sur  x représentant  l’in- 
connue , toutes  ces  mêmes  opérations  , et  l’équ.  sera  posée. 

I.  Soit,  par  exemple,  demandé  quelle  était  la  dette  d’un 
homme  qui,  après  en  avoir  acquitté  la  moitié  une  première 
fois , le  tiers  une  seconde , le  douzième  une  autre  fois , se., 
trouve  ne  plus  devoir  que  63o  fr. 

Supposons  que  cet  homme  devait  1200  fr.;  la  moitié  est6oo  ; 
le  tiers,  4<>o  ; le  douzième,  100  : il  a donc  payé  1100  fr.  ; mais  il 
redoit  encore63o;  donc  il  devait  en  tout  i ioo-f-63o,ou  1780  fr., 
et  non  pas  1200  fr. , comme  on  l’a  supposé.  Ainsi,  cette  hypo- 
thèse est  fausse  ; mais  il  en  résulte  une  suite  de  calculs  qu’on 
pratiquera  aisément  sur  x,  et  qui  donnera 

x=-4-^4--  +63o. 

Le  reste  n’a  plus  de  difficulté  ; en  multipliant  paria,  ou 
a i2x=6x  -f  4x-fx  4-  7560=1  ix-f-7560  ; d’où  x~'j56o  fr.  ; 
c’est  le  nombre  cherché , ainsi  qu’un  peut  s’en  assurer. 
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Notre  règle,  pour  poser  un  problème  en  équation,  consiste 
donc  k faire  subir  à x toutes  les  opérations  qu’on  fera  sur  le 
nombre  cherché,  lorsque  apres  V avoir  trouvé,  on  voudra  vérifier 
s’il  ré  [fond  en  effet  à la  question. 

liRvaleur  arbitraire  attribuée  à l’inconnue  ne  sert  qu’à  mettre 
ces  calculs  en  évidence , et  l’usage  apprend  bientôt  à s’en  passer. 
Voici  divers  autres  problèmes. 

II.  Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  quart  ajoutés  ensem- 
ble font  63.  Soit  JC  ce  nombre,  jx  en  sera  le  tlers,  ^^  le  quart; 


donc  5 X -f-  j ar  = = -}-  7 = 63  ; cettè  équation  se  réduit*à'^' 

.34 


7X=  12.63,  d’où  x= — ^ — =12.9=168-  . ■ ' 

7 * ' ■ ' 

Remarquons  que , pour  obtenir  le  nombre  dont  le  cinquième 
et  le  sixième  ajoutés  forment  22,  il  faut  recommencer  de  nou- 
veau à poser  l’équ. , puis  la  résoudre  ; on*' a ainsi  ^ g = 22  ; 

■> 

d’où  iix=3o.22.êt  x = 3o. 2=60. 

Si  donc  on  veut  résoudreà  la  fois  ces,deux  problèmes  , et  tous 
ceux  qui  n'en  difièrent  que  par  des  values  numériques , il  faut 
remplacer  ces  nombres  par  des  signes  a,  b , c.i,»  pnopres  à 
représenter  toutes  valeurs , puis  résoudre  cette  queabon  t Quel 
• est  le  nombre  qui , divisé  par  a et  b , donne  s pour  somme  des 
quotiens  ? On  trouve  1 ■ 


abs 


X I X ,,  , 

- -I-  T=*.  d OUX  = - r-T. 

a b a -I-  b 


• Cette  expression  n’est  pas , à proprement  parler , la  valeur  de 
l’rnconnue  dans  nos  prôblèmes;  mais  elle  offre  le  tableau  des 
calculs  qui  les  résolvent  tous.  On  donne  le  nonr  de  formule  k 
cette  expression.  Cette  formule  montre  qu’on  a l’inconnue  en 
multipliant  les  trois  nombres  que  renferme  la  question , et 
divisant  ce  produit  abs  par  la  somme a-\-b  des  deux  diviseurs; 
ou  plutôt  uotre  formule  n’est  qu’une  manière  abrégée  d’écrire 
cet  énoncé.  L’algèbre  n’est  donc  qu’une  langue  destinée  à expri- 
mer les  raisonnemeus^,  et  qu’il  faut  savoir  lire  et  écrire. 


, I 
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Jel  L-sl  t’avaiila(^  qu’ofire  celle  formule  , que  l’algebiisle  le 
plus  expert,  et  rarithiiiéticien  le  moins  intelligent,  peuvent 
maintenant  résoudre  Tun  et  l’autre  le  problème.  Mais  ce  dernier 
n’y  parviendra  qu’en  s’abandonnant  à une  routine  aveugle  ; 
d’ailleurs  lea  diverses  questions  exigent  des  formulesdiflérentes, 
et  l’algébrisle  a seul  le  secret  de  les  obtenir.  On  voit  par  là 
pourquoi  quelques  personnes  calculent  souvent  avec  une  iacilite 
surprenante  sans  comprendre  ce  qu’elles  font,  quoiqu’elles  sa- 
chent trouver  exactement  les  résultats. 

• III.  La  somme  des  âges  de  deux  frères  est  67  ans,  l’amé  a 7 ans 
de  plus  que  l’autre  : on  demande  l’âge  de  chacun.  Soit  x l’âge  du 
plus  jeune , a:  + 7 est  celui  de  l’aîné  ; il  faut  donc  que  x ajoute 
à X -f-  7 donne  $7  ; d’où  ax  + ’J  ■=  57  et  x = aS  : le  plus  jeune 
a a5  ans,  l’aîné  3a  ans. 

En  examinant  l’énoncé  de  cette  question , il  sera  facile  de  re- 
connaître qn’elle  renferme  des  circonstances  inutiles  : elle  se  ré- 
duit visiblement  à la  recherche  de  deux  nombres  dont  la  somme 
' est  57  et  la  différence  7.  En  général,  il  convient  de  dépouiller 
les  questions  de  tout  appareil  étranger,  quine  peut  qu’obscurcir 
les  idées,  et  faire  perdre  la  liaison  des  quantités.  C’est  un  tact 
particulier  qu’on  doit  à l’exercice;  ni  maîtres,  ni  livres,  jie 
peuvent  donner  la  sagacité  nécessaire  pour  démêler,  dans  l’é- 
noncé, ce  qui  est  indispensable  ou  inutile. 

Pour  généraliser  le  problème  précédent  ; cherchons  les  deux 
nombres  qui  onts  jjour  somme,  el  A pour  différence.  Soitxie  plus 
petit;  x-j-d  est  le  plus  grand;  donc  ajoutant  x -f- (x-|-d)  = j ; 
d’où  2x  = s — d,  etx  = i (f — d).  C’est  le  plus  petit  des  nom- 
bres cherchés  ; le  plus  grand  est  x-f-  d,  ou 

’ (f  — d)  ■4-d=t  (f -j-d).  Donc  • 

x=t(j  — d),  x-f-d=t  (s-i-d) 

sont  les  nombres  qui  répondent  à la  question.  On  prendra  la 
moitié  de  la  somme , et  la  moitié  de  la  différence  données;  on 
aura  le  plus  grand  en  ajoutant  ces  deux  moitiés , et  le  plus  petit 
en  les  retranchant  l’une  de  l’autre. 
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Uue  maison  composée  de  deux  «itages  a i5  luèties  de  baut: 
le  premier  est  plus  élevé  que  le  second  de  i mètre  : on  de- 
mande la  hauteur  de  chaque  étage.  7 et  sont  les  moitiés  des 
nombres  donnés  : ainsi  7 j ^ , ou  8 mètres,  est  la  hauteur  du 
premier  étage-,  7 i — ou  7 mètres,  est  celle  du  second. 

IV.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties  qui'soient  entre  > 
elles  comme  m est  k ni  x étant  l’une  des  parties,  pour  avoir 

l’autre,  on  pose  la  proportion  m : n ::  x : — ; la  somme  de 

TTt 

ces  parties  eUnt  a,  onax-1 = n;doux  = . 

’ ' m ' m-\-n 

Pour  partager  a en  trois  parties  qui  soient  entre  eïlès 
m ; n \ p,  X étant  l’une,  — et  — seront  les  deux  autres: 

ffl  * Tft  ^ 


ma 


{Voyez  la  règle 


doncx:f.^-f.,^=:a,  d’oùx=  . 

m m n-\-p 

de  société,  n“  7g.)  • > 

V .  Un  père  a 4o  ans , son  fils  en  a 1 2 ; on  demande  dans  quel  - 
temps  le  père  aura  le  triple  de  l’fge  du  fils.  Dans  x années,  le 
père  aura  4o  > et  le  fils  1 2 -f-  x ; or , 4<>  4*  ^ doit  être 

le  triple  de  12 -f*  X J' ainsi , ' r ■ » 


4®  + ^ = 36-+- 3x;  d’où  x=  2. 


VI.  Plusieurs  associés,  que  je  nommerai..^.  B,  C....,  fontun 
bénéfice  ; et  conformément  à leurs  conventions , A prend  sur  la 
masse  commune  i o louis , et  le  6'  du  reste  ; B prend  à son  tour 
20  Ifuis,  et  le  6‘  du  reste;  C en  prend  3o , et  le  6*  du  reste... , 
ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  qui  prend  ce  qui  reste.  Le  par- 
tage fait,  chacun  a une  somme  égale;  on  demande  la  masse, 
le  nombre  des  associés  et  la  part  de  chacun. 

Quoiqu’il  y ait  ici  trois  inconnues,  un  peu  d’attention  fait  re- 
connaître que  si  la  masse  x était  trouvée , eu  eâectuant  le  par- 
tage , ou  aurait  bientôt  les  deux  autres  ; ainsi , le  problème  peut 
être  traité  comme  s’il  n’y  avait  qu’une  inconnue  x. 
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Puisque  prend  10  louis,  il  reste  x — lo,  dont  le  6'  est 

, , X — I O jr  -1-  5o 

sa  part  est  donc  lo  -f* 


6 


B prend  20  ; le  reste  est  x- 


ou- 


a:4  5o 


■20: 


Sx — 170 


dont  le 


6*  est 


Sx- 


• 170 


; la  part  de  B est  donc  ao 


Sx  — 1 70 


ou 


"36  .“t— * — * 1 36 

Sx  + SSo  ' 

. Puisque  ces  deux  parts  doivent  être  égales,  on  a 

wO 

* 

^ 5o Ôsc  55o  Z.Î  I O c • K.K.  J*  ' __  R 

— 2 — = -ji ; ouar  + 3oo  = 5x-f-55o;  aoux  = 25o. 

D 3o 

La  niasse  étant  formée  de  25o  Touis,  la  part  de  chacun  est 
X 00 

— ^ — ou  5o  ; divisant  aSo  par  5o , on  trouve  5 pour  le  nombre 
des  associés.  ' 

VII.  Avec  un  nombre  a de  cartes , on  forme  b tas , composés 
chacun  de  cpoiuts  : la  première  des  cartes  de  chaque  tas  est  comp- 
tée pour  1 1 points,  si  elle  est  un  as , 10  si  elle  est  une  figure  ou 
un  dix. . . . etc.  Les  autres  cartes  du  même  tas  ne  valent  qu’un 
point.  Ces  tas  formés,  on  vous  remet  cartes  qui  restent,  et  l’on 
demande  la  somme  x des  points  formés  par  les  seules  cartes  qui 
commencent  chacun  des  tas. 

Le  nombre  des  points  de  chaque  tas,  multiplié  par  celui  des 
tas,  ou  bc,  est  le  nombre  total  des  points  ; si  de  ce  nombre  on 
retranche  les  cartes  qui  ne  comptent  que  pour  un||oint,  le 
reste  8era  = x.  Or,  le  nombre  de  ces  cartes  est  a — d—  le 
nombre  b des  cartes  qui  comptent’ pour  plus  d’un  point.  Ainsi, 
x=.bc  — {a — d — ft)-ou  x=xb{c-\-  — a. 

Si  l’on  a 3a  cartes,  qu’on  fa$se  trois  tas  de  12  points,  on 
aura  a:=d-}-  7. 

VIII.  Lorsqu’on  a obtenu  une  formule  qui  exprime  en  let- 
tres l’inconnue  d’un  problème,  en  regardant  à son  tour  cétte 
incomiqe  comme  donnée,  et  (luèlqu’une  des  données  comme 
inconnue,  il  suffit  de  résoudre  la  même  équation  par  rapport  à 
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cette  dernière , pour  obtenir  la  solution  du  nouveau  problème 
auquel  ce  changement  d’inconnue  donne  lieu.  En  général,  dans 
toute  équation,  on  peut  prendre  pour  inconnue  celle  qu’on  veut 
des  lettres  qui  jr  entrent.  Il  n’est  donc  plus  nécessaire  de  dis- 
tinguer les  élémens  d’un  problème  en  données  et  inconnues  : on 
exprime  par  une  équation  la  relation  de  ces  diverses  quantités, 
et  l’on  regarde  ensuite  comme  inconnue  celle  de  ces  lettres  qu’oii 
juge  à propos.  Cette  remarque  tend  à faciliter  la  résolution  des 
problèmes  où  l’inconnue  est  engagée  d’une  manière  embarras^ 
santé.  Voici  un  exemple  assez  compliqué  auquel  ces  considé- 
rations peuvent  s’appliquer. 

La  Mécanique  enseigne  que  les  temps  t',  des  oscillations  de 
deux  pendules  sont  comme  les  racines  carrées  de  leurs  lon- 
gueurs Z,  Z',  comptées  du  point  de  suspension  au  centre  d’oscil- 
lation, ou  t ; t*  ::  ^ l\  \/ Z' ; connaissant  trois  de  ces  quantités, 
on  tire  la  4*  l’équation  Z'/'  = Z/’’.  Mais  un  pendule  fait  d’au- 
tant plus  de  vibrations  qu’il  va  plus  vite  ; les  nombres  n et  n' 
d’oscillations  faites  dans  la  même  durée  quelconque  par  les 
deux  pendules  Z et  Z',  sont  doue  en  raison  inverse  des  temps  de 
chacune,  t'.(  n'  n;  donc 


■[/i:  ]/r,  nV/'==«i/L 


Or,  l’expérience  apprend  qu’à  Paris,  dans  le  vide,  le  pendule 
secondes  (celui  qui  bat6o  coups  par  minute,  ou  Ô6400  coups  ’ 
par  a4  heures  moyennes),  a pour  longueur 


^ Z=  0,9938267  mètres,  log  Z = 1,9973106, 
ou  Z— 36,713285  pouces,  log  Z = 1 ,5648232. 

) 

11  est  donc  bien  facile  d’évaluer  la  quotité  n'  d’oscillations 
faites  dans  un  temps  donné  par  un  pendule  connu , ou  récipro-  « 
quement  de  trouver  la  longueur  Z'  d’un  pendule , connaissant  le 
nombre  n'  de  ses  vibrations  dans  une  durée  déterminée.  Gar  ' 
le  second  membre  de  notre  équation  est  connu,  et  il  ne  s’agit 
que  de  trouver  l’un  des  nonlbres  V ou  n . Le  calcul  des  log. 
facilite  l’opérabon. 
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Par  exemple,  queUe  «st  la  longueur 
d^on  pendule  qui  bat  loo  ooo  oscillations 

en  24  beures  ? On  a l’e'qu.  î = -75 , où 

^ . —J  ■_>  ^ ' 

. n'  sa  100  000;  le  «iakol  ci> 

oontre  donne  t en  mètres  ; c'est  la  lon- 
gueur du  pendule  qui  bat  les  secondes , 

' quand  on  divise  lè  jour  en  10  heures,  l'heure  en  100  , la  mi- 
abte  en  too*.  * . > ’ 

' IX.  A et  B se'sont  mis  au  jeb  chacun  avec  une  somme  égale: 
la  perte  de  A est  12  fr.  ; celle  de  5 , 67  fr.  ; par  là , 5 n a plus 
" que  le  quart  de  ce  qui  reste  à A.  Combien  chacun  avait-H  aVan  t 
le  jei^  Réponse  ; 72  fr. 

X.  Si  l'on  doublait  le  nombre  de  mes  écus , dit  un  homme , 

j’en  donnerais  8;  on  accomplit  ce  souhait  trois  foisconsécutives, 
et  il  ne  lui  reste  rien  : combien  cet  homme  avait-il  d'écus? 
Réponse,  7.  - 

XI.  Quel  est  le  nombre  qui , divisé  par  a et  b , donne  deux 

abd 

(|UOtiens  qui  ont  d pour  différence  ? On  trouve  x — ^ ^ 

' XII.  Trouver  un  nombre  dont  le  produit  de  ses  m parties 

• égales  soit  le  même  que  celui  de  ses  m + i parties  égales  (le 

• '■  produit  des  3 tiers  égal,  par  exemple,  à celui  des  4 quarts). 

. On  a 

• x=— — — . 

m’%  \ 

'1 

1 

XIII.  Un  chasseur  promet  à un  autre  de  lui  donner  b fr. 
toutes  les  fois  qu’il  manquera  une  pièce  de  gibier , pourvu  que 
celui-ci  donne  c fr.  chaque  fois  qu'il  l'atteindra.  Apres  n coups 
de  fusil , ou  les  deux  chasseurs  ne  se  doivent  rien , ou  le  premier 
doit  d au  second , ou  le  contraire  a lieu  : on  demande  une  for- 
mule propre  à ces  trois  cas , et  qubfiwse  connaître  le  nombre  x 
de  coups  manqués.  Le  gain  est  c fois  le  nombre  n—x  des  coups  _ 
heureux  ; la  perle  est  b fois  x ; d'où  bx — c (n  — x)  = ± d. 


log  n = 4,q366i37 
juble  = 0,8730374 
log  I ^ 

■ '2.—  - ^ 
log  l = T, 8703380^, 
=o»;74i8873*^ 

1 , îiai' 
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On  trouve  x — - ; d est  nul  dans  le  ly.caS;  on  prend, 

le  signe  supérieur  dans  le  a%  et  l’inférieur  dans  le  3*.  * -K  ' 

XIV.  ünefontoine  emplit  nu  réservoir  en  un  nombre  d’heures  • 

désigné  par  h ; une  autre  peut  le  remplir  en  V'  heures  y on  de- 
mande combien  ces  fontaines  mettraient  de  temps  en  coulant 

hh'  * * 

ensemble?  Réponse,  = On  résoudrafacilement  le  pro- 

blème pour  plus  de  deux  fontaines,  même  en  admetunt  que  le 
réservoir  se  vide  ( IV,  p.  102.)  ' , 


t • • • 

Remarques  sur  les  Équations  Ai  premier  deg^y  * 

107.  Les  formules  algébriques  ne  peuvent  offrir  d’idée  nette 
4 l’esprit  qu’autant  qu’elles  représentent  une  suite  de  calculs 


numériques  , donc  l’exécution  est  possible.  Ainsi  la  quantité 
isolée  b — a ne  peut  signifier  qu'inné  chose  absurde  lorsque  a 
est  > b.  Il  convient  donc  de  reprendre  les  calculs  précédens, 
parce  qu’ils  offrent  quelquefois  cette  difficulté. 

Toute  équation  du  premier  degré  pgut  être  ramenée  à avoir 

ses  signes  tous  positifs , telle  que  (^) 

• . .»  ■ • 

. ox-f-à=cx-t-d (1), 

Retranchons  cx+b  de  part  et  d’autre,  il  viendra  ax~cx=zd—b^  ' 
. d—b  ' 

a ou  *= (2). 

a — c ' ' . 


Cela  posé,  il  se  présente  ‘trois  cas  : 1".  ou  d > ô et  a>  c; 
2”.  ou  l'une  de  ces  conditions  a seule  lieu  ; 3”.  ou  enfin  A > d et 
f > a.  Dans  le  premier  cas , la  valeur  (2)  résout  le  problèoie , 
dans  les  deux  derniers , on  ne  sait  plus  quel  sens  on  doit  attacher 
à la  valeur  de  x,  et  c’est  ce  qu’il  faut  examiner.  ' 


T*)  On  changera  les  termes  négatib  4e  maüebre , 00  qui  sera  toqiours  pos- 
sible, puisque  rien  n'empAcfae  d'ajouter  aux  deux  membres  une  mémo  quan- 
tité. On  ne  pourrait  pas  la  soustraire  dans  tous  les  cas , puisqu'il  faudrait  qua 
les  deux  membres  fussent  plus  grands  que  cette  quantité  soustractive.  • 
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Dans  le  deuxième  cas , l’une  des  souslracltons  d — b,  a—c,  est 
impossible:  soit,  par  exemple,  et  a >c;  il  est  clair  que  la 

proposée  (i)  est  absurde,  puisque  les  deux  termes  ax  et  b du" 
premier  membre  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  ex 
et  d du  second.  Ainsi , lorsque  cette  difficulté  se  présentera , on 
sera  assuré  que  le  problème  est  absurde , puisque  l équ.  n en  est 
que  la  traduction  fidèle  en  langage  algébrique. 

Le  troisième  cas  a lieu  lorsque  6 ^ et  c a ; alors  on  a 
deux  soustractions  impossibles  : mais  nous  avons  ôte  ex -j- 6 des 
deux  membres  de  l’équation  (i)  afin  de  la  résoudre , ce  qui  était 
manifestement  impossible,  puisque  chacun  est  cjr -J- Ce 
calcul  étant  vicieux , nous  ôterons  ax  + dde  part  et  d’autre , et 
il  viendrai — dz=cx  — ax , d’où 


Cette  valeur,  comparée  à (2) , n’en  dilTère  que  parce  que  les 
signes  sont  changés  haut  et  bas;  elle  ne  présente  plus  d’obscurité. 
On  voit  donc  que  lorsque  ce  troisième  cas  se  rencontre , il  an- 
nonce qu’au  lieu  de  passer  tous  les  termes  inconnus  dans  le 
premier  membre,  il  aurait  fallu  les  mettre  dans  le  second  : et 
il  n’est  pas  nécessaire , pour  rectifier  cette  erreur , de  recom- 
mencer les  calculs;  il  suffit  de  changer  les  signes  haut  et  bas. 

Un  des  principaux  ayantages  qu’on  se  propose  en  Algèbre 
est  d’obtenir  des  formules  propres  à tous  les  cas  d’une  même 
question , quels  que  soient  les  nombres  qu’elle  renferme  ( p.  1 5o 
et  1 5i).  Or , nous  remplirons  ici  ce  but  en  convenant  de  prati- 
quer sur  les  quantités  négatives  isolées  les  mêmes  calculs  que  si 
elles  étaient  accompagnées  d’ autres  grandeurs . Par  exemple,  si 
l’on  avait  m -f- d — ô et  ô > d,  on  écrirait  m — (b—d); 
lorsque  m n’existera  pas,  nous  convenons  d’écrire  encore 
d — bz=  — {b  — d),  quand  b sera  > d.  / 


b—d 


La  valeur  de  x,  dans  le  second  cas,  devient  x = 

a — - 

et  nous  dirons  que  toute  solution  négative  dénote  une  absurdité. 
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Pareillement , pour  diviser  le  polynôme  — . ^ •+•  etc., 

par  — a*  -f-  4-  etc. , on  divisera  d'abord  le  premier  terme 

" — a»  par — «*,  et  l'on  sait  (0*98)  que  le  quotient  c?  a Je  aigne-l-. 
Nous  en  dirons  autant  de  ces  quantités  isolées  — a*,  — a’;  de 
sorte  que  dans  le  troisième  cas,  la  valeur  (2)  de  xaura  la  forme 

— — — ^ , qui  se  réduit  à -,  comme  elle  doit  être  (3). 

— (c  — a)  c — a ' 

108.  Cette  convention  , qui  n'entraîne  aucun  inconvénient, 
réunit  donc  tous  les  cas  dans  la  formule  (a).  Mais  on  ne  doit 

pas  oublier  que  les  quantités  négatives  isolées  — /•,-.■  ^ , ne 

71 

sont  que  des  êtres  de  convention,  des  symboles , qui  n’ont  au- 
cune existence  par  eux-mêmes , et  qu’on  ne  les  emploie  comme 
s’ils  en  avaient  une , que  parce  qu’on  est  assuré  de  remplir  un 
but  important , sans  qu’il  en  paisse  résulter  d’inconvénient.  Eu 
effet , de  deux  choses  l’une  : ou  le  résultat  aura  le  signe  — , 
et  l’on  en  conclura  que  le  problème  est  absurde,  le  — n’étant 
(p’un  symbole  qui  annonce  cette  absurdité  ; ou  le  résultat  aura 
le  signe  -f-,  et  il  est  prouvé  qu’alors  il  est  ce  qu’il  doit  être,  quoi- 
que provenu  de  la  division  de  deux  quantités  négatives.  Con- 
cluons de  là  que  : 

i".  On  a le  droit  de  changer  tous  les  signes  d’une  équation, 
et  de  la  multiplier  par  une  quantité  négative.  En  effet , si  l'on 
est  dans  le  premier  de  nos  trois  cas , Inéquation  deviendra , il 
est  vrai , absurde  d’exacte  qu’elle  était  ; mais  la  division  des 
quantités  négatives  rétablira  les  choses  dans  leur  état  primitif. 
Dans  le  deuxième  cas , l’absurdité  du  problème  sera  encore  ma- 
nifestée par  une  valeur  négative  ; etenfin , s’il  s’agitdu  troisième, 
]e  changement  de  signes  aura  rectifié  le  vice  du  calcul, 

/ a°.  Lorsque  l’équelion  sera  absurde , on  pourra  encore  tirer 
parti  de  1a  solution  négative  obtenue  di|ns  le  deuxième  cas  ; car, 
.mettant — arpourr,  l’équ.  proposéedevicnt— — cx.\-d. 


d’où  X — 


, valeur  égale  à (a),  mais  positive.  Si  donc  on 


a — c 

modifie  la  question , de  manière  que  cette  équ.  lui  convienne , 


Digilized  by  Google 


PREMIER  OECRÉr  169 

et*  second  {HoMèiHè , qui  aur«  avec  le  preitniei'  une  ressendblaiice 

luarquée,  ne  cera.paaabsunlq,  et,  au  si^e  près»  il  aura  même 

.^soluUon.  c ^ ^ . ' ' • > 

, Pivéseatons , par  exemple , ,1e  problème  V comme  U suit  : vm 

père  a 4?  > soit  fils  eu  a la  ; dans  combieuifS années  l’âge  du 

filssera-t-il  lequart  de  celui  du  père?  Ona4a+x=94(i2-4<c), 

d’où  X — 2;  ainsi  J ce  problème  est  absurde.  Mais  si  l’on 

inet  — X pour  x,  l'équ.  devient  4^  — x = 4 (12  — x),  et 

les  conditions  qui  y correspundent  ^baiigent  le  problème  eu 

cèliii-ci  : un  père  a 42  ans , son  fils  en  a 12,  combien  d'années  se 

sont  écoulées  depuis  l’époque  çù  l’âge  du  fils  était  le  quart  de 

celui  du  père?  On  a a?  = 2.  ^ 

Quel  est  le  nombre  x qui , divisé  par  a,  donne  s pour  somme 

du  dividende  x,  du  diviseur  n,  et  du  quotient? 

„ -X,  ,,  , a (s — o)  /V  . 

Onaa4-x-) — =r,  d ou  x — . Or,  si  a x est 

- , « d ■+■  I 

négatif,  et  la  question  est  absurde  ; ce  qui  était  d’ailleurs  visible 
d’avance;  par  exemple,  a=n,  ^=.5;  donnent  x==  — 5 j.  Mais 
changeant  X en  ^ — ,:r  dans  l’équ.,  on  trouyeii — -.x — .^x=5; 
de  sorte  que  x = 5 \ est  le  nombre  qui , joint  au  1 1*  de  5 î , et 
retranché  de  1 1 , donne  5 pour  reste.  Sous  cet  énoncé,  le  pro- 
blème a cessé  d’être  absurde. 

Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés , di- 
minués de  7,  donnent  ce  même  nombre?  Ona  jx4-  52:  — '}~x; 
d’où  X — — i5.  La  question  est  absurde;  mais  remplaçant  x 
par  — xdans  l’équ.  (ou plutôt — 7 par-4-7),  on  verra  que  i5  est 
le  nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés  à 7,  forment  1 5, 
log.  L’équation  (2)  présente  encore  deux  singularités.  Si 

n = c , on  a X = ^ ; mais  la  proposée  devient  dans  ce  cas 

flx  + ô = ax  -f-  d,  d’où  b = d;  ainsi  tant  que  b est  différent 
de  d,  le  problème  est  absurde , et  n’est  plus  de  nature  à être 

modifié  comme  ci-dessus.  En  faisant  décroître  n,  la  fraction.^ 

n 

augmente;  pournr=i,  ~oV^,  les  résultats  deviennent  2, 
100 , iQoo  fois  plus  grands.  La  limite  est  l’infini,  qui  répond 
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à n = O ; on  voit  donc  que  le  problème  est  absurde  quand  la  so“ 
lution  est  infinie;  ce  qu’on  désigne  par  le  signe  .t  = oo  . 

Mais  si  fl  = c et  d,  alors  x = j ; et  la  proposée  deviei^|^ 

ax-\-b  = ax-^b  ; les  deux  membres  sont  égaux  quel  que  soit 
qui  est  absolument  arbitraire.  Ainsi, /e/7/io^tëme  est /ndé^ermi'né, 
ou  reçoit  une  infinité  de  solutions,  lorsqu'on  tropve  x=  j dans 
l’équ.  (i).  Vof.  n®  114. 


Premier  Degré  à plusieurs  inconnues. 

110.  Lorsqu’on  a un  nombre  égal  d’inconnues  et  d’équations, 
pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues','  on  peut  opérer  de 
trois  manières. 

I.  On  tirera  de  chaque  équation  la  valeur  d’une  inconnue 
comme  si  le  reste  était  connu;  on  égalera  ces  valeurs  deux  à 
deux , et  l’on  formera  ainsi  autant  d’équ.  moins  une,  qu’on  en 
avait  d’abord  ; en  répétant  ce  calcul , on  éliminera  chaque  fois 
une  inconnue  ; puis,  lorsqu’on  aura  obtenu  la  valeur  de  la  der- 
nière , oh  remontera  de  proche  en  proche  pour  avoir  celles  des 
autres  inconnues.  ' 

Ainsi , pour  5x  — Sj'  = i , ^ on  tirera 

3^  -h  I 


de  la  première x : 

etdela'seconde. . . . x-. 


5 


.1  1 3j^ -I- I 77^ — 13 

égalant  ces  valeurs , on  a — , équation  qui  ne 

O 4 

renferme  plus  qu’une  inconnue  j',  et  d’où  l’on  tire  izjr  -f-  4 
ss35jr — 65;  puis,  35r~  12^=65  +4  î 0023^^=69;  enfin  , 
j'=3  : remontant  à la  première  des  valeurs  de  x,  il  vient 


3.3  + 1 
5 

Pareillement  ax  -j-  ^ — 3z  = 3 , 
3x — 4r+  * = — 
5x—  jr  + 22  =9, 
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, ■ 2x4-5r  — 3 , - 9+ J' — 5x 

donnent  Z = 5 • 

ii5  f ^ 

Ghàssant  les  dénominateurs  (io5,  I) , on  trouve  . 

2x  Sj'  — 3 = 12^  — gz  — 6, 

8j-  — 6x  — 4 =;  g-,  + jr  — 5x, 
ou  , ’ix  — »ix  = 3,  ly  — X =si  i3; 

. on  en  tire  ■jy  = 3 + iix=  i3  + z,  d'où  x = i • et  remontant 
' dux  valeurs  de  jr  et  z ci-dessus , on  trouve  enfin 
' 3 + 1 1 2-f-2.5  — 3 

■ ■.  *= — 3 — =’• 

II.  La  méthode'3e*.m&«/i<t/r/oru  consiste  à tirer,  comme  ci- 
„ dessus,  la  valeur  de  l’une  des  inconnues;  puis  à la  substituer 

dans  les  autres  équ.  : on  a ainsi  une  ëqu.  et  une  inconnue  de 
, moins,  et  l’on  réitère  le  meme  procédé. 

‘ Soient  3x  -f-  2j'  = i2'’5  2Z  -\-jr  = 5,  x -j-y  -[-  3z  = 8 ; la 
seconde  donne  y — S — 2Z  ; en  substituant  dans  les  deux  au- 
tres , elles  deviennent  3.r  — = z -f- z c=  3. 

Celle-ci  donne  z=3— z,  ce  qui  change  la  précédente  en 
g — 3z  — 4*  = 2;  d’où  z =:  i , et  par  suite , z = 3 — z = 2 , 
y =5  — 2z=  3. 

III.  Le  premier  procédé , quoique  plus  simple  que  les  autres, 
est  rarement  employé  à cause  de  sa  longueur  ; le  second  ne  sert 
guère  que  quand  toutes  les  inconnues  n’entrentpas  dans  les  équ.; 
venons  maintenant  à celui  qui  est  le  plus  usité.  Prenons 

ax-i-l>y  = c,  a'x  b'y  = ç 

Supposons  que  a et  a soient  égaux,  en  soustrayant  l’une  de 
ces  équ.  de  l’autre,  z disparaîtra;  si  a et  a'  étaient  de  signes 
contraires , il  faudrait  ajouter  les  équ.  Mais  lorsque  a et  a'  ne 
, sont  pas  égaux , on  multipliera  la  première  par  a , la  seconde 
paru,  et  notre  condition  sera  remplie,  puisque  aa'  sera  le  coef- 
ficient commun  de  z Ç*).  On  obtiendra  donc , en  retranchant  ces 


« (*)  Si  a et  a'  ont  un  factenr  commun  , il  ne  but  prendre  pour  multipli-  . 
cateuTs  respectifs  que  les  bcteurs  non  communs  à a et  à a',  comme  pour  la 
réduction  au  même  dénominateur  (no38,  1°.  et  2".) 

T.  I.  Il 
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**  •!<  ^ • 
produite  l’un  de  l’autre , abj-  ab'j  — ac  — ac'.  De  mèine,  . ,, 

éliminons  J',  en  iuulüpUan,t  la  première  équation  par  b'  et-  * 

la  1 seconde  par  b,  .puis  1 retranchant  les  produits,  d’où  '«ïT^  . 

a'bx  — ab'x  = bc'  — b'c.  Donc  enfin  on  a_^  ' 

■ ^ bc'  ^ b'c  »■'  ’ .<a'c—  ac'""  ’ / 

x=i— 7-„  r = —r. {B), 


a'b  — a<&” 

III.  En  traitant  de  la  même  manière  les  équations 


db  — ab" 


* . I 


ax  -t-  b y -f-  c z'xsd 
a'x  -\-  b'y  Jf  c' Z — d! 
a"x  + i'y-4-  c"z  =;  <r . . . 


(C), 

r 


’4 


• /J 


é ^ ^ 


qui  sont  les  plus  générales  à trois  inconnues,  oii  trouverait  ' 

valeurs  de  x , et  2.  Mais  ce  calcul  ne  permettrait  pas  de  dé-^  - ^ ^ 
couvrir  la  loi  des  résultats  sans  recourir  à l’induction  ; c’est-»'  ' J 
pourquoi  nous  le  présenterons  d’une  manière  un  peu  difTérent'è.  J 
Multiplions  la  première  par  A,  la  deuxième  par  k',  et  de  la 
somme  de  ces  produits  retranchons  la  troisième , il  viendra 


(ka+k’d — a")  X + {kb  k'b' — 6")  y « 

+ {kc+k'c'—c")z=é  kd+k'd'—d’. 

Les  nombres  k et  k'  étant  arbitraires , on  peut  leur  attribuer 
des  valeurspropres  àchasserdeux  inconnues, J* et2,  par exem<  * 
pie.  On  posera  pour  cela  les  équ.  * * 

kb  + k'b'  = b%  hc  4-  A^'c'  = c" ( D) , < ^ 

qui  serviront  à faire  connaître  A et  A' ; et  l’on  aura  . 

kdJfk'd  — d" 


/» 

■» 


X = 


(£). 


ka  + k'a'  — a"’ 

4 * 

Ilfautensuitedéterminer^et^',  etensubstituèricilesvâleurs;  ’ . 

mais  on  peut  abréger  beaucoup  ce  calcul.  En  effet,  le  numé-  v « 
rateur  de  x se  déduit  du  dénominateur , en  changeant  n,  a',  u"  , 
en  d,  <f,  d°  ; et  comme  k et  k'  sont  indépendans  de  ces  quan- 
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'.'  \ titës^  là  même  chose  aura  lieu  également  après  la  substi^ubon 
- '■ . ‘ ' des  valeurs  dè  k et  A'.  « - 


V#'  * . 

^ ■ T 1 ^ • Il  s’agit  donc  d’évalueç  le  dénominateur,  puisque  le  nuiné- 
. :*  l'ateur  s’en  déduit  en  changeant  simplement  les  a en  d ; les  for- 

t ' * - .mules  inappliquées  aux  équ.  D donnent 

' • C ■ ' * 


> .tvV.. 


A = 


b'c"—c'b" 


cb'—bc'' 


k'  — 


cb"  — bc“ 


cb'  — bc'  ’ 


• T-,  i»  , 


T(<»- 


. „ , • , a{b'c”^c'b'')  + d{cb"-^bc") 

d ou  ka  + k d — a*=  >■ — a' . 

^ t ch  bc 

‘ .t  » ^ 

On  réduira  au  inème'dénominateur,  qu’on  supprimera  comme 
étant  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  E,  et  l’on  aura 
pour  le  dénominateur  cherché 

’ ♦ I»».  ’ ' 

K = a{b‘c”  — c’b")  + a'{cb''—bc")-{-a''{bc'—cb').  ' '' 

t 

En  faisant  attention  àda  manière  dont  il  faut  exécuter  ces 
‘multiplications,  on  observera  que  le  calcul  se  réduit  à l’opé- 
ration suivante.  On  prendra  la  différence  bc — cb,  entre  les  deux 
arrangeiuens  des  lettres  i>  et  c ; puis  on  introduira  la  lettre  a 
à toutes  les  places,  en  commençant  par  la  première  à gauche, 
et  changeant  de  signe  chaque  fois  que  a changera  de  place  ; -f-  bc 
engendrera  •+•  abc,  — bac  et  -f-  bca  ; — cb  donnera  — acb , 
-t-  cab  et  — cba.  Enfin , on  réunira  ces  six  termes , et  l’on  mar- 
quera d’un  trait  la  seconde  lettre  de  chacun , et  de  deux  la  der- 
nière ; le  dénominateur  K est  donc 

K = ab'c”  — bdc"  -f  bc'a“  — ac'b"-{-  cdb"  — cb'a\ 

A» 

Pour  trouver  J-,  il  faudrait  égaler  pareillement  à zéro  les 
coeificiens  de  ar  et  s dans  l’équation  ci-dessus  ; mais  la  Syibétrie 
aies  calculs  prouve  qu’il  suffit  de  changer  6 en  a,  et  réciproque- 
ment dans  la  valeur  de  x.  On  changerait  c en  a pour  la -valeur 
dez.  Concluons  de  là  que,  i®.  le  dénominateur  des  valeurs  de  x, 
y et  Z,  est  le  même;  2°.  le  numérateur  de  chacune  se  déduit  du 

dénominateur,  en  changeant  les  coejjfîciens  de  l’inconnue  en  les 
« 

II.. 


■ ^ 
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termes  connus.  Ainsi..  , ■ 

db'c"  — bde"  4-  bc'd  — dc'b'  + cdb’  — cb'd' 

X = — — — — - 

A - ’ 

ade" — ddc"-^dca“ — ae'd'  4-ca'd"  — edd 

y—  -, 

ab'æ  — bd  æ 4fbdd  — ad  b"  -f-  ddb"  — db'a” 

Z—  ^ ^ ^ 

La  loi  que  nous  avons  démontrée  suit  de  la  nature  même  du  • 
calcul  ; eh  sorte  que  si  l’on  a quatre  inconnues  et  quatre  équ.  ^ 


«^4- *jr  + « + </<=/,  dx  + etc., 

il  suffira  de  cherclier  le  dénominateur  commiui , et  l’on  en  dé- 
duira chaque  numérateur  ; de  plus , ce  dénominateur  sera  formé 
suivant  la  même  loi. 

^ ' » 

On  prend  donc  les  six  arrangemeus  des  lettres u6c  qui  servent 
dp  dénominateur  ci-dessus  ( en  supprimant  les  accens } , ou 
abc  — bac  -f*  bca  — etc.  : on  fait  occuper  à la  lettre  d,  dans 
chacun  de  ces  termes  , toutes  les  places,  à commencer  par  la 
premièré  à gauche  ; puis  on  change  de  signe  chaque  fois  que  d 
passe  d’une  place  à la  suivante  ; enfin  on  marque  d’un  trait  la 
deuxième  lettre , la  troisième  de  deux  et  la  dernière  de  trois  : le 
dénominateur  commun  est 


ddb"c''—adb"c''-\-ab’d'c''—ab'c''d*—db'a"c'‘4.bda”c*—cic... 

Voici  quelques  problèmes. 

I.  Une  personne  a des  jetons  dans  ses  mains;  si  elle  en  porte 
un  de  la  droite  dans  la  gauche , il  y en  aura  un  nombre  égal 
dans  chacune  ; mais  si  elle  en  passe  deux  de  la  gauche  dans  la 
droite , celle-ci  en  contiendra  le  double  de  l’autre  ; on  demande 
combien  chaque  main  en  contient.  On  trouve 
x-^i—y4-^y  et*-+-a  = 2(j^  — 2);  d’où  x = io,  etj^=8. 

II.  On  a acheté  trois  bijoux  dont  on  demande  les  prix  ; onsait 
que  celui  du  premier,  plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres, 
fait  25  louis  ; le  prix  du  deuxième , plus  le  tiers  du  prix  du  pre- 
mier et  du  troisième,  fait  26  louis  ; enfin  le  prix  du  üoisième, 


* 


J 
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plus  la  moitié  du  prix  des  doux  autres,  fait  29  louis.  On  a 

x + i^^\z  = ^Syjr-^\x+\z  = 7&,z-\-{x  + \jrz=:i^,' 

d’oi\  l’on  tirex  = 8,j'=  i8,z=  16. 

111.  A etc  ont  un  certain  nombre  d’écus  ; A distribuant' 
des  siens  à £ et  C,  leur  en  donne  autant  qu’ils  en  avaient  déjà; 

B double  à son  tour  ceux  qui  restent  k Aet  ceux  que  C a entre 
les  mains  ; enfin  C distribuant  à A et  B,  double  pareillement  les 
nombres  qu’ils  se  trouvent  avoir  ; tout  cela  fait , chacun  en  a i6  ; 
on  demande  combien  ils  en  avaient  d'abord,  or,  et  z désignant 
les  nombres  d’écus  respectifs  de  A , B et  C,  avant  ces  distribu- 
tions , on  trouve  ces  équ.  *' 

jz— z = 4,  Sj' — x—z=8,']z  — x—jr=i6., 
d’où  l’on  tire  x = 26, J"  = 1 4, a =8.  ' • ® 

1 12.  Il  arrive  quelquefois  qu'une  équation  ne  peut  exister  à . 

moins  qu’elle  ne  se  partage  en  deux  autres;  ainsi  = o , 

suppose  a:  = 0 ety  = o,  puisque  deux  carrés  étant  positifs, 
l’un  ne  peut  détruire  l’autre,  et  rendre  la  somme  nulle.  De 
même  (x — t)*  + fj"— ^2)*  = o,  donne  xs=i,  et^=2;  et 
quoiqu’il  n’y  ait  qu’une  seule  équ. , c’est  comme  s’il  y en  avait 
deux.  Il  faut  en  dire  autant  de  la  question  suivante , qui  n’a 
qu’une  seule  condition?  Trouver  deux  nombres  tels,  que  si  l’on 
ajoute  9 au  carré  de  l’un  et  à 5 fois  le  carré  de  l’autre , le  ré- 
sultat soit  le  produit  du  double  du  second  nombre,  par  3 plus  le 
double  du  premier.  On  a * ' - , . 

5x*  + 4.  9= 2X  (2J-  -f  3) , 

qui  revient  à 4** — 4^+^"’  + ^’ — = 
ou  (2X — + — 3)*  = o;  donc2x — jr  = Of  etx — 3 = o; 

partant  x = 3,  et^=6. 

C’est  par  la  même  raison  que  l’équatioD  + > = o est 

absurde. 

1 13.  ~Voici  un  cas  bien  remarquable  dans  lequel  ui\e  équAr 
tion  se  partage  en  deux. 

Supposons  que  les  éf^mens  Aune  question  soient  liés  par, 
l’équation  A -(-  a =s  B -f*y8  ; que  plusieurs  de  ces  élémens  soient^ 

i 
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variables  ensemble , et  que  V équation  doive  subsister  dans  toits 
leurs  états  possibles  de  grandeur  ^ qu" enfin  quelques  termes  A,  B 
demeurent  constats,  tandis  que  les  autres  a,  p , seraient  va- 
riables et  susceptibles  de  décroître  ensemble  autant  qu’on  le 
veut;  cette  équation  se  partage  en  deux , F une  A = B entre  les 
termes  cons  tans  ; l’autre  a — fi  entre  les  termes  variables , la- 
quelle aura  lieu  pour  toutes  les  grandeurs  que  la  question  permet 
(f  attribuer  à la  fois  à<tetfi,Y.a  effet , si  l’oii  admet  que  les  cons- 
tantes A et  B ne  sont  pas  égalés,  leur  différence  étant  K,  , 
on  A — fi  = dt , on  en  tire  — a.  = ±K  -,  les  variables /3  et  • ; 

conserveraient  donc  entre  elles  une  différence  fixe  K , et  ne  se-  î' 
raient  pas  de  nature  à pouvoir  être  moindres  que  K , ce  qui  est  , 
contraire  à l’bypotlièse. 

C’èst  ce  principe  qui  constitue  la  méthode  des  limites,  dont 
nous  ferons  un  fréquent  usage  par  la  suite.  Quand  on  peut  faire 
approcher  une  grandeur  variable  A — * d’une  autre  A qui  est fixe, 
de  manière  à rendre  leur  différence  u moindre  que  toute  grandeur 
donnée,  sans  cependant  qu’elles  puissent  jamais  devenir  rigou- 
reusement  égales , la  seconde  A est  dite  limite  de  la  première  ' ' 
A — «.  Au  reste , chaque  fois  que  nous  appliquerons  ce  théorème, 
ou  fera  bien  de  s’exercer  à reproduire  le  raisonnement  ci-dessus, 
afin  de  répandre  sur  les  résultats  la  clarté  convenable;  nous 
exhortons  les  étudian3;à  se  soumettre  à ce  conseil , dont  ils  re-  , 
connaîtront  l’utilité.  En  voici  deux  applications,  propres  à 
montrer  la  inarche  du  calcul  et  du  raisonnement. 

I.  Soient  \/a  et deux  incommensurables,  zet  I leurs  va-^*^ 
leurs  approchées , x et^  les  différences  qui  existent  entre  ces  ' 
valeurs  et  les  radicaux;  on  a z = v/a— *,  t—\/ b — y, 
or,  les  produits  rationnels  z X < et  t X a sont  égaux  ; donc 
\/  a'^\/  b ±u.—  V/^  X ad^H,  en  représentant  par  <t  et  j8 
tous  les  termes  où  * et  sont  facteurs  dans  chaque  membre.  . ’ 
Observez  que  si  l’on  pousse  davantage  l’approximation,  les  er- 
reurs^ et  X décroîtront , et  cela  autant  qu’on  voudra , sans  que 
cette  équ.  cesse  d’avoir  lieu  ; les  facteurs  \/  a,  \/  h demeurant 
invariables , a et  |S  décroîtront  indéfiniment  : donc  l’équation  se 
partage  en  deux,  \/  aX\/  bz=\/b>^  ^ a,eta=:fi-,  c’est- 
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-•  ^ A-Aixe  ({VL  on  peut  aussi  bien  intervertir  Tordre  des  fact^ùràirra- 
. • tionheh  que  celui  des  rationnels,  * * ^ » y *" 

^ ■ II.  Soit  demandée  la  valeur  S de  la  fractioa  décimale  pério- 

^ . dique  o,(54) , d'après  la  notation  du  n**  5i . En  ne  “prenant  quç  -f, 

' deux  ibis  la  période,  et  représentant  par  k la  valeur  des  fi-ac- 
. t * tions  négligées,  on  a 5 — ^ = o, 5454;  multiplions  par  loo,  nous 
_ •■•  ^‘•aurons  ioo5 — ^ looA:  = 54,54 ; et  retranchant,  — ggA 
' ' ;S^  54  — riéôZ‘  si  l’on  eut  pris  trois  ou  quatre  fois  la  pé- 

^ . ' ' ^ * ' 54  54  " 

* i-  *”  riode,  ce  dernier  terme  fût  devenu — ^ , ou  — ainsi , l’on 

^ "voit  qu’on  peut  faire  décroître  indéfiniment  ce  terme , en  même  , . i- 
\ tempsquererreur  A,  eBprenanilapériodeunplusgrandnoln- 
. ;■  - bre  de  fois;  on  peut  donc  donner  à l’éq.  la  forme  ggS — «=54— /8; 

■ ' ..  d’où  l’on tiregg5=^54,  et5=|f,  conuneonlesaitdéjà.  Onaen  \ 

%utre  cL~&,  quelque  nombre  de  périodes  ((u’on  ait  considéré  ; * 

* -,  ■ ■”enefFet,sil’onprendlapériodedeuxfois;jparex.  A=o,oooo(54)  ; ..  ‘ 

d’où  ioo’A  = o,(54)  = f|;etggA  ou«  = iS.  ’ 

,».ti?Soit  S—o,{p),  la  période  J?  étant  composée  de“n  cbiiTres, 
on  a io’’5=/;,(pJ;  et  parïerâêiaeraisonnemept(io*— '])  5=/>, 

d’où  5=  — — = . . . . , comme  n®  53,  3®.' ' 

lo-'—i  g^  -• 

■■yv  1 1 4 • Les  formules  d’élimination  (fl)  présentent  quelques  par- 

* . ticularités  qu’il  convientd’examiner.  Tant  que  ces.valcurs  de  i 

« ctj“’ sont  positives,  la  solution  résulte  de  ces  formules,  et  il  n’y 

■ a ni  donte,  ni  difficulté.  Mais  il  peut  eu' être  aiitrcment , ce  qui 

, conduit  à trois  cas  d’exception  de  nos  équ,  (fl).  çfi 

, ■ ■ ' I®.  a:  ou  J-  peut  être  négatif;  alors  le  problème,  tel  qu’il  est 

proposé,  est  absurde,  et  on  peut  le  rendre  possible  à l’aide  d’une  • 

, ‘ simple  modification  qu’on  trouve  en  changeant  cette  inconnue 

de  signe  dans  les  équ.  (y/)  : le  calcul  réduit  en  effet  la  question 

à n’avoir  qu’une  seule  inconnue,  et  l’on  est  ramené  à ce  qui  a été 

4 ' dit  (n®  107).'  ^ . 

^ 2®.  Lorsque  les  formules  (fl)  .sont  infinies,  les  coefficien 

ont  des  valeurs  numériques  telles,  qu’il  eu’résulle  n'ù — ab'=o. 

' ^ a b*  * ' * 

* . . ou  — ==:  Pour  connaître  alors  la  nature  de  la  <[ue$tion 
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il  faut  introduire  celte  condition  dans  les  équ.  {ji)  ; mettons 

donc  pour  a , la  seconde  devient  x -j-  ojr  = c ; donc 

pour  que  le  cas  présent  ait  lieu , il  faut  que  les  équ.  proposées' 
soient  ax -\-bjx=.c,  b'  (ax  -j-  bj-)=bc'.  Or,  elles  ne  s’accordent  , 

b'  ' c 

entre  elles  qu’autant  que  b'c=bc'  ^ ou  -j-——.  Celte  relation 

peut  être  satisfaite , nu  ne  pas  l'être  ; si  elle  n’a  pas  lieu , le  pr<y>  *' 
blhme  est  absurde,  puisque  les  conditions  de  la  question  sont  , 
contradictoires  : cette  circonstance  est  annoncée  par  des  valeurs  « 
de  X el  y infinies.  Alors  les  coefficiens  forment  une  proportion 
a a'  b \ bf , h.  laquelle  le  rapport  des  termes  connus  c et  c'  ne 
peut  faire  suite. 

3°.  Mais  si,  outre  la  relation  qui  rend  le  dénominateur  nul,  . 

« 1 J - .•  /A^  ’■  • 

OU  — = -J-,  on  a encore  -j-  = — , les  deux  equalious  (A;  n équiva- 
lent plus  qu’à  une  seule,  les  deux  conditions  de  la  question  ren-  - 
trent  l’une  dans  l’autre  ; et  comme  on  n’a  qu’une  équation  et  «> 
deux  inconnues,  le  problème  est  indéterminé  (n°  117).  Cela  ar- 
rive quand  les  coefficiens  de  l’équation  forment  trois  rapports 
égaux  entre  eux,  a,;  a' ::  6 t A'::  c : c ; et  attendu  qu’on  a aussi  • 
a'c  = ac' , ce  cas  est  mis  en^évidence  par  des  valeurs  de  x et  y 

qui  ont  la  forme  ■■■ 

•• 

A ^ d B ' ' C A DD'  C 


« > 
•a 


Prenons  pour  exemple  ce  problème  : deux  courriers  partent  • 
l’un  de  A,  l’autre  de  B , et  vont  dans  le  même  sens  AC\  le 
premier  fait  n kilomètres  par  heure , le  second  m ; la  distance 
initiale  est  AB==d-,  cherchons  à quel  instant  les  courriers  se 
trouveront  à la  distance  CD  = K l’un  de  l’autre.  A parcourt 
la  distance  AC  = x dans  une  durée  qu’on  trouve  par  la  pro- 


portion m : I ::  X : — ; de  même  - est  le  temps  que  B met  à 
^ m n 

parcourir  BD  -J-  Si  les  mobiles  sont  en  même  temps,  l’un 
en  C,  l’autre  en  D , ces  fractions  sont  égales,  d’où  nx=,mj.  , 
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Mais  d’un  autre  côté  j4D=x  + k=j^  + d-.  donc  l’élimination 


donne ' 


m{d—  k) 


n{d — k) 


C’est  ce  qui  arrive  dans  le  nombre  .d’heures  — ='^  = . * 

* m n m — n 

En  faisant  A'  = o , on  a le  lieu  et  l’instant  de  la  rencontre  des  ^ 
'deux  courriers. 

* 

Mais  les  mobiles  seront  encore  distans  de  h , après  que  A aura 
dépassé  B : alors  ils' auront  parcouru  l’un  AC=x,  l’autre  » 
Bjy -=zy,  et  on  aura  x — k=:y-\-d',  il  suffit  donc  de  changer 
le  signe  de  k dans  nos  équ.  C’est  une  seconde  solution  du  pro>,  , 
blême.  ’ , , 

H * 

; Pour  donner  à cette  analyse  plus  de  généralité , il  faut  sup- 
poser que  les  courriers  sont  en  route  depuis  quelque  temps , et 
que  A et  B sont  des  points  où  ils  se  trouvent  ensemble.  Et  si 
la  valeur  de  y est  négative , comme  cela  arrive  quand  m^n 
etd'^k,  cela  annonce  que  le  lieu  du  2°  courrier  est  situé  à 
gauche  de  B,  quand  sa  distance  au  i*'est  = i ; l’instant  est  an- 
térieur à l’arrivée  en  B.  - 

Quand  les  couiTiers  marchent  en  sens  contraire , il  suffira 
de  prendre  n ety  négatifs,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer  direc- 
tement. Voyez  ce  qui  sera  dit  ci-après  sur  l’emploi  des  signes 
négatifs  en  géométrie. 

Si  mr=  n,  X ety  sont  infinis , elle  problème  est  absurde  : ce 
qui  vient  de  ce  que  les  courriers,  ayant  la  même  vitesse,  ne 
peuvent  satisfaire  à la  condition  prescrite.  Cependant  si  d-=k, 

X ety  sont  | , et  il  y a une  infinité  de  points  do  rencontre;  en 
effet  lés  mobiles  partent  du  même  point  sans  que  leur  distance 
change.-  * 

Des  Inégalités. 

' Il 5.  Les  expressions  où  entre  le  signe^  pour  marquer 
quelle  est  la  plus  grande  de  deux  quantités,  sont  des  inégalités. 
La  diflérence  demeurant  la  même  lorsqu’on  y ajoute  ou  qu’on 
en  ôte  le  meme  nombre , on  peut,  sans  troubler  une  inégalité  , 
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(piller  aux  deux  membres , ou  en  ôter  des  quantités  égales , et  >' 
par  conséquent  les  soumettre  aux  mêmes  calculs  que  les  équa~ 
lions  ( n°  io5  ) , c’est-à-dire  en  maltiplier  ou  diviser  tous  les 
tenues  par  un  même  nombre , et  transposer  quelque  terme  en 
changeantson  signe.  Soit  3x — 1 1;  ajoutons 7aux  dem  t r‘ 
membres  , puis  retranchons-en  x,  nous  avons  Zx  — x ]>  1 1 -f-  7 , .7. 
ou  2x  > 1 8 ; d’où  X > 9.  Cette  question , Trouver  un  nombre . ' 
dont  le  triple,  diminue'  de  7 , donne  un  excès  qui  surpasse  ce'  -'J-, 
nombre  plus  1 1 , a une  infinité  de  solutions , puisque  toute  ' 
quaatité  > 9 y satisfait. 

'Plusieurs  inégalités,  renfermant  x,  donnent  chacune  une 
limite  de  oeUe  iaconnue  ; or,  1°.  si  ces  limites  sont  dans  le  '■ 
même  sens,  comme  et  x >7,  alors  il  y a une  des  inéga-  ‘ 
lités  qui  dispense  d’avoir  égard  aux  autres  ; 2“.  si  les  limites 
sont  dans  des  sens  opposés,  comme  x]>  g et  x < 1 5 , alors  on  . „ / 
'ne  peut  prendre  pour  x que  les  valeurs  iutenuédiaires.  11  se  ^ 4' 
peut  même  que  ces  limites  s’excluent  mutuellement,  comme  ^ 
alors  le  problème  est  absurde,  et  renferme  des 
conditions  coatradictoires.  ^ . ' t ' 

# 

. Quel  est  le  nombre,  plus  grand  que  i5,  dont  le  triple,  plus  ' 
est  naoindre  que  le  double  plus  20  ; et  tel  en  outre  que , diminué  * - • 
de  I et  augmenté  de '3,  le  quotient  de  cetté  différence  par  cette 
souuue  surpsisse  |?  Ces  conditions  s’écrivent  ainsi  : 

x>i5,  3a:+i<2*4-20, 

On  eu  tire  x>  i5,  x < 19  et  x > 17.  Il  est  clair  que  le  ^ 
nombre  devant  être  compris  entre  17  et  ig,  la  i”  condition 
donnée  est  inutile  ; et  l’on  peut  prendre  pour  a?,  1 7 i , 1 7 |. . . , ' 

et  un  nombre  infini  d’autres  valeurs.  Mais  si  x doit  être  entier,  ^ , 

le  problème  ne  comporte  que  cette  solution  x=  18. 

Quand  on  a a ù et  n'  b',  on  en  tire  visiblement  • ^ 

a -f-  a'<C  b~j-b\  a — b'  <C,b  — a',  ad  < ùù',  • • 


b'^a' 


VaCiVb-, 

donc , on  peut  ajouter,  multiplier  membre  à membre,  deux  inc-  • 


/ . 


r 


' I 


'"v;.  f 

••  V 

^ • * 

. s,,  --r  " . 
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V galilés  dont  le  signe  est  dans  le  même  sens;  forcer  iàs puis^  ^ 

' sances , extraire  les  racines , en  conservant  les  mêmes  signes  ' ''  ' 
d inégalité  : on  peut  soustraire  ou  diviser  membre  à membre  * 
deux  inégalités  dont  les  signes  sont  inverses,  en  conservant  le  ' 

* signe  de  l’inégalité  qui  a fourni  les  dividendes.  v 

’•*  ' L’expression  a non  ^ b , qui  désigne  que  a ne  peut  être  plus 

' '*  . = . « V ' ■ 

■ grand  que  b,  s’écrit  souvent  ainsi  a ^b;  elle  est  soumise  aux'  ' 

mêmes  calculs  que  les  inégalités  simples.  Par  exemple,  quel  est 

• le  nombre  dont  le  triple  diminué  de  2 ne  peut  être  moindre  • 

• - - que  7 , et  dont  le  décuple  moins  i , ne  peut  surpasser  1 1 plus  ' 

‘ 6 fois  ce  nombre?  Ces  conditions  s’écrivent  ainsi  : 


•t 


3a: — 2 


3x>7  -f  2, 

ainsi  ar  = ou>3,  ctx  = ou<[3,  ou  plutôt  x = 3. 

V 

1 1 6.  Nous  termmlirDns'paruneremai^llÿ  importante.  Faisons 
varier  x dansu  — x.  A mesure  que  x croit  pour  s’approcher 
de  a,  a — x,  qui  est  positif,  diminue , et  devient  enfin  nul  lors- 
que X =r  ai  ai  X Continue  de  croître,  a— x devient  négatif. 
Ijousexptiincrooscescirconstancesenécrivantu  — x ^o,  tant 
que  U — a: est  positif;  etu — x<^o,  dès  que  a:  surpasse  u.  Ce 
n’est  pas  qu’en  effet' il  paisse  y avoir  des  quantités  moindres 
que  zéro  ; mais  il  est  visible  que  si  l’on  convient  qn’on  traitera 
à l’avenir  ces  inégalités  à la  manière  des  équations , l’une  don- 
nera io>a: , et  l’autre  ac^x-,  et  ce  ne  sera  qu*Une  façon  d’é- 
crire que  n — X est  positif  dans  un  cas,  et  est  négatif  dans 
l’autre.  Nous  regarderons  donc  les  quantités  négatives  comme 
moindres  •que  zéro,  et  les positives  comme  plus  grandes  que  zéro}  > 
ce  qui  n’est  eu  effet  qu’une  convention  commode  pour  faciliter 
les  calculs. 

Comme  a — x>u  donne  ■ — x>«,  et  u>.t,  on  voit 
qu’on  n’est  pas  en  droit  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes 
d’une  inégalité,  à moins  qu’on  ne  change  aussi  ]>  en  <C , ou  rc- 


: 1 1 -f-6ar. 


t , 

d’où 


lor— 6ar^ Il  -f- 1 : 
* ^ » 
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ciproquementjiou  ne  peut  non  plus  multiplier  une  inégalité 
par  une  valeur  négative , sans  le  même  changement  : ce  qui 
établit,  dans  les’ calculs,  une  différence  importante  entre  le 
mécanisme  propre  aux  inégalités  et  celui  qui  convient  aux  équa- 
tions : 1,2,3...  sont  des  quantités  croissantes;  et  — 1 , — 2, 
— 3 . . . sont  décroissantes  ; on  a 4 ^ 5 et  — 4 5. 

. Des  Problèmes  indéterminés. 

H 

. • ».  • » 

1 17.  Lorsqu’on  n’a  pas’un  nombre  égal  d’équations  et  d’in- 
connues, il  peut  arriver  deux  cas.  ^ 

I*'  CAS.  S’il  J a plus  d’inconnues  que  d’équ. , le  problème  est 
indéterminé,  puisqu’on  peut  disposer  arbitrairement  de  quel- 
ques inconnues,  afin  qu’il  n’en  reste  plus  qu’un  nombre  égal  à « 
celui  des  équ.  : l’élimination  fait  alors  connaître  ces  dernières 
inconnues.  Les  valeurs  qui  satisfont  aux  équ. , ou  au  problème 
dont  ces  équ.  expriment  les  conditions,  sont  donc  en  nombre 
infini.  Cherchons , par  exemple , deux  nombres  a:  et  z , dont  la 
somme  soit  70  ; il  faudra  trouver  deux  quantités  qui  satisfassent 
àl’équation  unique  x -f  z = 70  ; d’oùx=7o  — z.  On  voit  que 
X ne  peut  être  connu  qu’autant  que  z est  donné;  et  si  l’on  met 
tour  à tour  1,2,  3^...  pourz,  on  trouvera  x =69, 68,  66  j,...; 
donc  1 et  69,  2 et  68,  3^  et  66;...  rempbssent  la  condition 
exigée,  ainsi  qu’une  infinité  de  nombres  tant  entiers  que  frac- 
tionnaires. 

Soient  demandés  trois  nombres  x,  jr,  z,  dont  la  somme 
soit  io5,  et  dont  les  différences  deux  à deux  soient  égales:  dn. 
a x-f-j'-+-z=  io5,  X — — a»  c’est-à-dire  trois  incon- 
nues et  seulement  deux  équ.  Ce  cas  revient  au  précédent  ; car, 
en  retranchant  ces  équ.  pour  en  éliminer  x',  il  vient 35, 
d'où  X -f-z  = 70.  On  fera  donc  z ou  x égal  à telle  grandeur 
qu'on  voudra  ; l’autre  inconnue  s’en  déduira,  et  ces  nombres, 
concurreniinent  avecj'  = 35,  seront  des  solutions  de  la  ques- 
tion. 

Soit  encore  l’cquation  x‘ — ax  — y’’  — nj  \ on  en  lire 


■« 


PAOBLEMFS  INDKTEBMINKS. 


175 


JC’ — — ax=o;  et  comme  jt* — (^+.y) 
il  vient  (x-f-j-)  (x  — jr)  — a{x  — j)  = o,  ou . . 

* (* — J")  (x+j'— -n)=o.  Ce  produit  lie  peut  être  nul,  à 
moinn  que  l’un  des  facteurs  ne  le  soit  ; on  a donc , à volonté , 

• l’une  des  équ.  x —jr  ou  X'=  a — y.  En  attribuant  à jr  toutes 
les  valeurs  possibles , il  en  résultera  des  valeurs  de  x qui  seules 
satisfont  au  problème  : il  suffit  que  les  deux  inconnues  soient 
égales , ou  bien  que  leur  somme  soit  = a , ce  qui  arrive  d’une 
infinité  de  manières. 

La  Rhgle  d'alliage  peut  rentrer  dans  cette  théorie. 

1".  Supposons  qu’on  mêle  ensemble  deux  substances  qui  n’é- 
prouvent pas  d'action  chimique;  soient/»  et  q les  prix  de  l’unité 
de  mesure  pour  chacune  ; le  prix  total  du  mélange  est px  + qj, 
en  désignant  par  x eXy  les  nombres  d’unités  mélangées.  Mais 
le  tout  est  composé  de  x-f'.T' unités;  donc  le  prix  de  chacune  est 

(F).  ' 


Ainsi  8 bouteilles  de  vin  à i5^  le  litre,  et  12  à lo-^,  font 

20  bouteilles , dont  le  prix  estSX  i5+i2Xio  = 24o>  donc 

le  prix  de  chacune  est  ou  . 

On  a un  lingot  d’or  formé  de  4 hil.  à o,g5  de  fin  (*),  et  de 

5 kil.  à 0,86;  quel  est  le  titre  du  mélange?  La  formule  ci-dessus 

,•  4xo,c)5-+-5xo,86 

domiez  = -î-T: — = 0,9. 

4-1-5 


t 


(*j  Lorsque  l’or  ou  l’argent  contiennent  0,1  d’alliage,  et  que  le  reste  est 
pur,  on  dit  que  le  métal  est  à 0,9  de  fin.  Autrefois  le  degré  de  pureté  s’esti- 
mait  différemment  : on  partageait  par  la  pensée  le'lingot  d’or  en  34  parties , 
qu’on  nommait  karats,  de  sorte  que  l’or  à a(  karats  contenait  3 parties  d’al- 
liage et  31  d’or  pur.  Le  karat  se  divisait  en  33  parties  ou  grains^  ainsi  l’on 

désignait  par  18  karats  30  grains,  18  parties  d’or  pur,  ^t  5 ^ d’alliage. 
L’argent  se  divisait  en  |3  parties  ou  deniers,  chacune  de  34  grains;  ainsi  un 
lingot  d’argent  à 10  deniers  30  grains  contenait  10  parties  ^ de  métal  pur  et 

I ^ d’alliage. 


Digitized  by  Google 


-^rr 


'-rn 


' 4 ' . 

4 ••  ^ 

■f  ■ - . ■ . 


') 


f'. 


,■  r ^ , i . 


. V ■ A ■ 

«V  ^ ‘ ’ 

r k-  ; , 
*w'  ■ 


174  . '■  AiÆèimi:.  J •’.  ‘ ^ ’ *■  ' \ 

2.“.  Réciproquement , si  l’on  demande  quelle  doit  être  la  coin-  , ' 
position  du  mélange , la  valeur  moyenne  étant  donnée , on  cher-  < > 
chc  les  quantités  x et  jr,  connaissant  les  prix  p,  ÿ et  z;  alors  ^ 
l’équ.  F contient  deux  inconnues,  et  le  problème  est  indétei^  ' ’ *». 

miné.  On  a jr=  ^ ainsi  l’on  y satisfait  en  prenant  . 


y»  T 

■ 


x = z — q,  jr=p  — z-,  ■ • 

Z est  d’ailleurs  intermédiaire  entre  p et  q.  On  pourra outre  . 
ces  valeurs , en  trouver  une  infinité  d’autres , en  les  multipliant  . 
ou  divisant  par  un  même  nombre  quelconque  : on  aura  par  U 
toutes  les  solutions  entières  de  la  question , si  l’on  veut  que  ce 
facteur,  et  z,  p et  q soient  entiers  (n®  1 18).  ■ t é 

Un  boulanger,  par  exemple,  veut  faire  du  pain  qui  revienne  , 
à 8-''  le  kilogramme  ; combien  doit-il  mêler  de  farine  de  blé 
itr^,  et  de  seigle  à le  kilo-  . Blé.  , 

gramme?  Après  avoir  écrit  ces  3 "•°yen  8 | ^ ^ .Seigle, 
nombres,  comme  od'le  voit  ci-  , 

contre,  on  mettra  8 — 7,  ou  i , à côté  de  10;  puis  10  — 8,  ou  y 
2 , près  de  7.  Ainsi  1 kilogramme  de  farine  de  blé  sur  2 de 
seigle , répondent  an  problème.  On  peut  aussi  {nrendre  2 sur  4 , 
ou  3 sur'6,  etc.  * y-  ^ 

Sil’on  donnaitune  seconde  condition  pour  déterminer  le  pro- 
blème, on  latraduiraitalgébriquemeBtyetl’onélimineraitxetj' 
entreVéqu. (F)  et  cette  dernière.  Ainsi,  lonsque  la  quantité  x-f-^ 
du  mélange  est  donnée  = m , alors  on  a « 


4»'**  lU 
» 


d’où 


m 

pZTq 


X = - 


= m , et  px  -4-  2/  = zm  ; 


Après  avoir  obtenu  les  valeurs  ci-dessus,  on  les  multipliera' 


donfi  par  — Daus  notre  exemple,  si  l’on  veut  que  le  mélange 
des  farines  pèse  2 ikil.,  onmultiplieralesrésultatsobtenus  i et2, 
= 7 ; de  sorte  que  7 kil.  de  farine  de  blé  à lo'*'. 


par  • 
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a 


r- 

inèlës  à i4  ()c  seigle  à 7^,  fonnenl  ai  kil.  de  farine  à 
' De  même  soit  demandé  de  former  7,54  kil.  d’argent  à 0,9  de 
fm  avec  de  l’argent  â 0,^7  ' ’*  ' 

et  0,84.  L’operation  prouve  C 0,97. ••  x ^i^  = 3,48 
qu’il  faut  3*, 48  de  la  pre-  ®»9  ^ 7 54 


0,84...  0,07  X 


o,i3 


4,06 


» «t 

TV 


mière,  et  4*«o6  de  la  seconde 
espèce. 

..  On  appliquera  facilement  cette  théorie  au  cas  où  l’on  voudrait 
'mêler  ensemble  plus  de  deux  substances. 

■ a*  CAS.  Si  l’ona,  au  contraire,  plus  d’êqu,  quç  d’inconnues , 
le  problème  est  plus  que  déterminé,  c’est-à-dire  que  si  l’on  éli- 
mine toutes  les  inconnues , il  restera,  entre  les  données,  un  cer- 
t.  tain  nombre  d’équ.  auxquelles  elles  devront  satisfaire,  et  qu’on 
nomme , pour  cette  raison,  équations  de  condition  : si  elles  ne 
sont  pas  satisfaites,  la  question  est  absurde;  et  si  elles  le  sont , 
plusieurs  conditions  rentrent  dans  les  autres;  les  conditions 
sont  en  nombre  égal  à celui  des  inconnues , et  sont  expri- 
mées par  autant  d’équ.  distinctes , auxquelles  les  proposées  se 
réduisent.  ^ * 

Cherchons  deux  nombres  x etjr^  dont  la  somme  soit^ , la 
différence  d et  le  produit  p ; ou  x -t-jrs=s,  x — y = d.el 
xjr=p.  Les  deux  premières  équations  donnent  (n°  106,  III) 
ar  = î (j  -H  d),  J'  = J (s  — d);  substituant  dans  la  troisième,  on 
trouve  4/7  = s'' — d’.  Si  les  données  s.,  detp  ne  satisfont  pas  à 
cette  relation , le  problème  est  impossible  ; et  si  elle  subsiste, 
l’une  des  équ.  données  est  inutile , comme  exprimant  une  con- 
,dition  qui  a lieu  d’elle-méme,  et  est  comprise  dans  les  deux 
'♦*>.  * autres. 

' Quelle  est  la  fraction  qui , lorsqu’on  ajoute  m à son  numéra- 

* *■  , • û . > - • / . 

' , teur ,, devient  = ^ , et  qui  est  = -p  lorsqu  on  ajoute  m a son 

dénominatenr?  En  désignant  par  x et  j"  les' deux  termes  , on  a 


î\ 


m 


ù»  j+m'  ~~  6" 
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L’élimination  donne  " < . a 

{ab'—a'b)x^a'{bm+am'),  {eb'-~a’b)y=b{b'm^a‘m'); 

mais  Æ et  y sont  entiers  ; donc , ou  ab\ — n'A  = ± i , ou  bien 
ce  binôme  divise  les  seconds  membres  On  a donc  une  con- 
dition , sans  laquelle  cç  problème  est  impossible , quoiqu’oa 
ait  eu  autant  d’éqa.  que  d'inconnues.  » ' ■ ' 

I î8.  Cherchons  tous  les  systèmes  de  valeurs  cfiiihrcs  de  x 

et  y qui  satisfont  à Téqu,  indéterminée  ^ 

1 ''  ' 

= (i),  ... 

a,b,k,  éUnt  des  nombres  donnés,  positifs  ou  négatifs,' et  qu’on 

peut  toujours  rendre  ent^rs.  Du  reste , a ^b  doivent  éirepre^  ' ' ' 

miers  entre  eux;  car  s’ils  avaient  un  facteurxommun  d,  en  di- ‘ ’• 

. .a  b ‘ ' 

visant  tout  par  d , on  aurait  2^  ’^d^~'d  ’’  second 

membre  devrait  être  entier,  puisque  le  premier  l’est  ; le  pro- 
blème est  donc  absurde  quand  A n’a  pas  aussi  d pour  diviseur  ; 
et  s’il  l’a , on  peut  supprimer  ce  facteur  dans  tous  les  termes.  * 

..  Soit  x = «,  j’rrsjS  une  solution  del’équ.  (i),  ou  fl«  + ô|S=A; 
retranchant  del’éqn.  (i),  on  trouve  n(x — •)=—b{y  — /3),  et 
comme  a et  b sont  premiers  entre  eux,jr — /3  doit  être  un 
multiple  de  « ( n“  a5  ) , tel  que  at  ; d’où 

X = a — bt,jr  = fi-\-at...,(2).  . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équ.  (i) , il  est  visible  qu’elles 
y satisfont,  quel  que  soit  le  nombre  entier  t,  positif  ou  négatif.  * ’ 
Mais  ces  expressions  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  pro-  v 

priété;  carsoitar=«',j'=/8',  uneautresolution,  oufl*-+-i;S'=A;  • -• 

en  retranchant  de  aa-f-ù/3=A,  on  a a(«’ — «)  = — ô (/8'— /S)  ; 
donc  (8' — jS^est  un  multiple  at  de  a,  (8'=/3  + o£,  «'=« — bt, 
valeurs  comprises  dans  la  forme  (a). 

Il  suit  de  là  que  si  l’on  avait  une  des  solutio'ns  («  et  |S),  on 
connaîtrait  toutes  les  autres,  en  faisant  £ = o,  i ,a. . . .;  et 
comme  les  résultats  «,«  — b,m  — aô. ..  ,fi,  fi + a,  j3-f-aa. . . , 
sont  des  équidifférences , on  voit  que  toutes  les  valeurs  de  x et 
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de  y forment  des  progressions  arithmétiques , dont  les  coejffi— 
ciens  réciproques  b e<  a sont  les  raisons,  l’un  pris  avec  un  signe 
contraire  ( elles  sont  croissantes  toutes  deux , si  a et  6 ont  des 
signes  düTérens;  l’une  est  croissante  etl’autre  de'croissante,  dans 
le  cas  contraire  ). 

I ig.  La  question  est  ramenée  à trouver  une  solution  x=c, 
yz=s^.  Soita>i  : résolvant  l’équ.  (i)  par  rapport  à j*,  et 
extrayant  les  entiers  contenus  dans  la  fraction , on  a 


k et  l sont  les  quotiens,  B et  clés  restes,  de  A et  a divisés 
par  b.  Le  problème  consiste  à trouver  les  valeurs  de  x qui 
rendent  B — ex  divisible  par  b.  Or,  si  c=  i , en  taisant 

^-^—=  entier  2,  on  a x = B — bz,  et  toute  valeur  entière 


de  2 rendra  x et  j*  entiers;  le  problème  sera  donc  résolu.  Mais 

1 B — ex  . 

quand  c > i , on  posera  — ^ — = entier  2 , ou  62 -f-  cr  = B , 

et  il  s’agira  de  résoudre  en  nombres  entiers  cette  équ.  où 
c c^b.  On  opérera  donc  comme  ci-dessus,  c'est-à-dire  qu’on 
résoudra  l’équ.  par  rapport  à x,  on  extraira  les  entiers,  et[il 
viendra 


B — bz  ,,  y , C — dz 

X = = à — iz  -j ; 


k'  et  V sont  les  quotiens,  et  C,  d,  les  restes  de  la  division  de  B 
et  b par  c ; il  faudra  que  cette  dernière  fraction  devienne  un 
nombre  entier  «;  orsi<f=i,  on  aura  C — z=cu,  2 = C — eu, 
et  toute  valeur  entière  de  u rendra  2 entier,  et  par  suite  .aussi 
X et  y.  Mais  quand  d > 1 , on  pose 


C — dz  C — eu 


Les  coefficiens  des  inconnues  successives  2,u,i', . . . sont  visi- 
blement les  restes  qu’on  obtient  parla  méthode  (n°  23)  du 
commun  diviseur  entre  a et  b \ et  comme  ces  nombres  sont 
T.  I.  la 
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premiers  entre  eux,  on  est  assuré  d’arriver,  en  dernière  ana- 
lyse , à un  coefficient  = i , qui  donnera  une  relation  de  la 
forme  v-fg'«=G,  entre  les  entiers  t'ets,  d’oùv  = G— g-s. 
Ainsi  tout  nombre  entier  pris  pour  valeur  de  s rendra  v entier, 
et  par  suite  u,z,x  et/  : on  obtiendr'à  donc  une  solution  du 
problème  ; les  équ.  (2)  seront  alors  applicables. 

Un  exemple  éclaircira  ceci.  L’équ.  8x — 21/-  = 7 donne 


+ 


3/  + 7. 
8 ’ 


posons  ^ =z,  d’où/  = 
faisons  — ^ = h,  d où  z = 


3m  I 


u + I 


enfin 


y 


égalant  cette  fraction  à i»,  il  vient  uzzzzv — i.  Faisons,  par 
exemple,  r = i , nous  aurons  u = 1 ,z  = 2,  /=  3,  a:  = 1 1 ; 
donc  les  formules  (2)  deviennent 


X = 1 1 -f-  27?,  / = 3 8t. 


Si  l’on  eût  pris  pour  v toute  autre  valeur  entière,  on  serait 
pirvenu  aux  mêmes  valeurs  , quoique  différentes  en  apparence. 
Soit  v= — 3,  il  vicntM= — 7,  z== — 10, /=  29,  x=— 97, 
d’où  X = - 97  + 27<>  .r  = - 29  + : «nais  ««  peut  mettre 

t + 4 au  lieu  de  <,  ce  qui  ramène  aux  valeurs  ci-dessus.  En 
faisant  «=...-2,  — «,0,1,2,. ..on  trouve  des  équidiffé- 
rences  croissantes , infinies  dans  les  deux  sens , dont  les  raisons 
sont  27  et  8,  et  dont  les  termes,  correspondans  deux  à deux, 
sont  autant  de  solutions  de  la  question  , et  les  seules  quelle 
puisse  comporter, 

X = ...  — 43,  — «6,  II,  38,  65,  92... 

^ _ ,3,  — 5,  3,  II,  19,  27...  , 

1 201  Récapitulons  tous  les  calculs , omettant  les  raisonne- 
mens  sur  lesquels  ils  sont  fondés.  Nous  avons  trouvé  les  frac- 
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lions  successives , qui  doivent  se  icduii'e  à îles  uonibres  En- 
tiers : ’ ■ . ■ 


A — ax 


B — bz 


C- 


■cu 


D—dv 


(M) 


b ' c'~~d  e 

les  facteurs  c,  d,e,.  ..  sont  des  restes  de  divisions,  ainsi  que 
B,G,D, . . . Nous  donnerons  à ces  quantités  la  disposition  sui- 
vante, et  nous  en  tirerons  un  algorithme,  ou  procédéde  calcul 
rapide,  qui  conduira  aux  valeurs  entières  des  inconnues^, 
X,  Z,  u,v. . . 


A 

ï 


h 

B 


il 

D 


/ 

F 

s 


g 

etc. 

etc 


etc.  . . 


M 

. Ü f 


(N) 


La  i"  ligne  est  formée  des  diviseurs , dividendes  et  restes  de 
l’ope'ration  du  commun  diviseur  (n“  23)  entre  « et  b , condui- 
sant nc'ccssaircment  à un  dernier  terme  = i . La  2'  ligne  se 
compose  ainsi  qu’il  suit  : après  avoir  écrit  le  second  membre  A 
de  la  proposée  nous  a , on  divise  A par  b , et  on  écrit  le  reste  B 
sous^  : puis  on  divise  B par  c,  et  011  écrit  C sous  ic;  011  diviseV 
Cpard,  et  ainsi  de  suite , les  diviseurs  étant  successivement 
les  mêmes  que  dans  la  i'"'  ligne.  On  ne  lient  aucun  compte  des 
quoliens,  parce  qu’ils  sont  sans  usage. 

Quant  à la  3*  ligne,  elle  est  composée  des  valeurs  entières 
y,x,z,.  . . qu’on  calcule  sur  le  type  des  équ.  (M),  eu  commen- 
çant par  la  droite.  Ainsi  pour  trouver  z , il  faut  avoir  d’^^KM'd 

calcule  U,  puis  chereber  le  quotieiit  entier  - qu’on 

écrira  sous  C.  Toutes  ces  fractions  de  même  forme  doivent  se 
réduire  à des  nombres  entiers,  en  ayant  soin  d’avoir  égard 
aux  aigues  des  produits , des  différences  et  des  restes. 

On  écrit  la  valeur  ^ de  je  sous  le  coefficient  a de  x,  et  celle  « 
de  X sous  celui  b de^,  et  Ton  obtient  ainsi  une  solution  de 
l’équi  f I ) ; enfin  on  complète  ces  valeurs  par  des  im^tiples  — bl 
et  al,  conformément  aux  équ.  (2). 

11  faut  observer  que  le  dernier  diviseur  de  la  1'*  ligne  étant 
I,  le  reste  qui  lui  correspond  au-dessous  est  zéro,  nombre  ter- 

12.. 
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iniiJal  de  la  2'  ligne , et  que  par  conséquent  le  reste  precedent 
est  la  valeur  du  dernier  quotient  entier. 

Soit  par  ex.  l’éqn.  SaSx  + 229^^=  i74*  i 


328 

229 

99 

3i 

6 

ï 

1741 

i38 

39 

8 

3 

0 

io5 

—68 

3o 

—9 

2 

0 

J 

X 

Z 

U 

. 

. . . . 

On  cherche  le  commun  diviseur  entre  les  coefficiens  328  et  229, 
et  les  restes  successifs  donnent  les  nombres  de  la  i”  ligne.  On 
écrit  le  2»  membre  1741  sous  328,  ou  divise  par  229,  et  1 on 
écrit  le  reste  i38  sous  ce  diviseur  : on  divise  i38  par  et 
l’on  écrit  le  reste  3g  sous  99 ; on  divise  39  par  3 1,  et  on  écrit  le 
reste  8 sous  3i , etc.  Le  reste  2 est  la  valeur  de  la  dernière  in- 
connue v;  puis  on  dit  2 X 3i  =62 , qui  retranché  de  8,  donne 
-54;  divisant  —54  par  6,  le  quotient  —9  est  la  valeur  de  u ; 

qX99= — 891,  ôtant  de  3g,  le  reste  est -f-gSo;  divisant 

/par  3i,  le  quotient  est  3o,  valeur  dez  ; et  ainsi  des  autres.  On 
a ainsi  J'  — io5,  x = — 68,  d’où 


.r=i 

o5  — 

328t , 

x = - 

- 68  -J-  229t. 

Pour  1 

’équ.  37 

o.r +- 

11 

200 1 , 

on  a 

370 

i53 

64 

25 

>4 

1 ï 3 

2 

2001 

. 12 

12 

12 

12 

I 1 

1 

— io3 

+48 

— 20 

+8 

.-4 

+4 

+i 

y 

X 

Z 

».  . 

. . » • 

Donc  = — io3 -f-37o(,  x = -f- 48  — ï53<. 


T 

O 

O 


Ces  calculs  supposent  que  la  proposée  a tous  ses  termes  po>- 
siüfa  ; s’il  en  était  autrement , on  prendrait  en  signe  contraire 
la  valeur  de  l’inconnue  dont  le  coefficient  a le  signe  et  on 
aurait  la  solution  de  l’équ.  «x  - ÔJ  = A,  ou  -nx  + Ô^  = A, 
’ A étant  positif.  Par  exemple  , l’équ.  370X—  i53^  = 2ooi  , 

donne  i * 

y ■=  io3 -j- 370/,  x^48+i53<. 
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Résolvons  encore 

l’équ. 

29X  — 

il 

1 12 

47 

29 

18 

1 1 

7 

4 

3 

1 

1 12 

a5 

7 

7 

0 

0 

0 

0 

— 1 

+3 

I 

4-t 

0 

0 

0 

0 

\ X 

y 

Z 

U 

V,  . 

• • • « • 

La  dernière  inconnue  =o,  il  en  faut  dire  autant  des  précé- 
dentes , jusqu’à  P = - = -J-  I , etc.  ; ainsi  changeant  le  signe  de 

jr  (à  cause  de  — 4lX')  > ^ x = — • i •4*47^»  y — — 3-1- 29I. 

121.  La  proposée  est  quelquefois  susceptible  de  simplifica- 
tions. 

S’il  y a un  facteur  commun  m entre  n et  en  divisant 

t , . y N ox  br  A br  , 

1 equ.  (1)  par  m,  on  a 1-— = — ; — doit  etre  entier, 

^ m m m m 

puisque  les  autres  termes  le  sont;  ainsi^  est  multiple  de  m. 
Posons  J"  = , il  vient , en  divisant  la  proposée  par  m,  une 

équ.  plus  simple. 

Soit  laoox  — 657'=  1000  ; on  fera^^  = aooj-',  et  divisant 
l’équ.  par  200,  on  aura  6x — 677^  = $;  on  eu  tire  aisément 
^'z= — 5,  JT=— 1000,  x = — 55;  ainsi 

y — — 1000 -1- laoo/,  X = — 55-1-67/. 

Pour  l’équ.  44^  — i65,  comme  44  *65  ont  le  fac- 

teur 1 1 , et  que  35  et  i65  sont  multiples  de  5,  on  fera^^i  17', 
x=5x',d’où4^' — 77'=  3 : on  trouve  de  suite 7'=  — i ,x'=  — i , 
puis  7“  = — ii-}-44^>  ■*  = — 5-1-35/. 

2®.  Observez  que  dans  toute  équidifférence  A , A b , 
A + 7.b,. . . si  l’on  divise  les  a premiers  termes  par  a,  tous 
4es  restes  sont  différons  f quand  a e/  b sont  premiers  entre 
eux  ; en  effet , si  deux  termes  pouvaient  conduire  au  même 
reste,  leur  différence  serait  divisible  par  a (n®  16),  ce  qui 
est  absurde , puisque  cette  différence  est  de  la  forme  kb , k 
étant  <[  a.  Concluons  de  là  que  ces  a restes  inégaux  accom- 
plissent tous  les  nombres  o,  1,2,  3 (a — i),  mats 

rangés  dans  un  ordre  difl'érent  : ainsi , l’un  de  ces  dividendes 
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A-\-lb  donne  léro  pour  reste,  ou  est  laultiplc  de  a-,  et  j^=s/ 
rend  un  nombre  entier.  Or,  il  arrive  souvent  qu’en 

substituant  o,  1,2,  3,....  pour^,  on  découvre  la  valeur  l<^a 
qui  satisfait  à cette  condition.  Ainsi,  pour  que  (premier  exemple) 

I « 

— g — - soit  entier,  on  faitj'  = o,  1, 2,  3....  les  restes  de 


divisé  par  8 sont  7 , 2,  5,  o,. . Chaque  terme  de  cette  série  se  forme 
en  ajoutant  3 au  reste  précédent , et  supprimant  8 de  la  somme 
lorsqu’elle  surpasse  8.  Il  est  visible  que  3 est  la  valeur  cher- 
chée. Au  reste , on  ne  peut  regarder  ceci  que  comme  un  tâton- 
nement souvent  plus  long  que  la  méthode  générale. 

T,  1 35  4- iQ^  . ii-f-nx 

Four  rendre  entier  r = — = 2 -f-  xH — , 

faisons  x=  o,  i,  2 ; cette  dernier^  fraction  conduit  aux 

restes  11,6,  I,  8,  3,  10,  5 , o,...  en  ajoutant  sans  cesse  7,  et 
ôtant  12  lorsque  cela  se  peut;  ainsi  x = 7 donne  le  quotient 
exact  i4;  d’oùj'=i4*4-  19/,  x = 7 -f-  12t. 

122.  Il  arrive  quelquefois  que  la  question  ne  peut  admettre 
que  des  solutions  positives  ; alors  011  ne  doit  plus  prendre  dans 
les  formules  (2)  toutes  les  valeurs  entières, pour  i;  mais  on  po- 
sera « — Ai>o,  /S-f.flt]>o,  d’après  ce  qu’on  a dit  p.  170; 
ces  inégalités  donneront  les  limites  de  t. 

1“.  Si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens,  elles  n’en  donnent 
qu’une,  et  la  question  a une  infinité  de  solutions  croissantes 
ensemble;  dans  ce  cas,  a et  b sont  de  signes  contraires  dans  la 
proposée , car  sans  cela  ox  -f-  ^ ne  pourrait  constamment  être 

c.  Dans  le  i *’  problème  onat]>  — -^et^  — ainsi , on 
peut  prendre  t = o,  1,2,...  mais  on  ne  peut  donner  à £ aucun* 
valeur  négative.  Dans  le  2'  problème  p.  180,  on  a t = ou  > o, 
savoir,  /=i=o,  i,  2,  3,  4 -- 

2®.  Si  ces  limites  .‘jont,  l’une  par  excès,  l’autre  par  défaut,  on 
trouve  les  valeurs  intermédiaires  fjue  t peut  recevoir,  et  il  n y 
a qu’un  nombre  lini  de  solutions  : .r  ri-oît  quand  ^^  décroît , ce 
I qui  exige  que  o cl  b aient  mêmes  signes.  Il  pourrait  même  se 
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faire  que  ces  limites  s’excluassentmutuelleineut , et  la  question 
serait  impossible  en  nombres  entiers  et  positifs.  Dans  le  i*' 
exemple,  p.  i8o,  on  a et  > ainsi  il  n’y  a aucune 

solution  positive. 

Voici  encore  diverses  applications  de  cette  théorie  : 

Parta{;er  1 17  en  deux  parties,  dont  l’une  soit  un  multiple  de  19 

et  1 autre  de  7 i on  a lar  + 7^;^=  117  ; douj'= — 

7 

5 Sx  5(i— x) 

donc , ou ^est  un  nombre  entier.  Faisons  x=  i , 

7 7 

d’où  jr=  i4,  puis  x=  I — 7!  et  = 19/. 

Si  l’on  veut  que  les  parties  de  1 1 7 soient  positives , il  faut ^n 
outre  qu’on  ait  i — 7<  >0  et  i4+  '9^  ^ o‘>  ^ 0“  > et 

> — On  ne  peut  alors  satisfaire  au  problème  'que  d’une 
mauière;  t = o donne  x=i  etj‘=i4;  de  sorte  que  19  et 
98  sont  les  parties  demandées. 

Payer  2000  fr.  en  vases  de  deux  cspjices , les  uns  à 9 fr. , les 

autresù  t3fr.  On  trouve  9x4-13^^=2000;  d'oùx=^^^^ — 


, , 2 — ir  I — ar 

Il  faut  rendre ou  ■ 


9 * 9 

J’  — — 4>  d’où  x = 228;  puis  enfin 


un  nombre  entier;  ainsi 


X = 228  — 1 3/ , J'  = — 4 + 9*‘ 

Les  valeurs  négatives  de  indiquent  combien  on  reçoit  de 
vases  de  la  2*  espèce,  en  échange  de  ceux  de  la  i'*,  pour  ac- 
quitter 2000  fr.  dus.  Mais  si  l’on  veut  que  x et^  soient,  posi- 
tifs, il  faut  que  l’on  ait  228  — i3<  > o et  — 4 + 9*  > o; 
d’où  <<[18  et  O.  Eu  faisant  t = i , 2,  3. . . . 17,  on  a , pour 
les  17  solutions  de  la  question,  x = 2t5,  202,  189....  7; 
y=5,  j4î  a3. . . . i49-  Ainsi,  on  peut  doiiner  2i5  vases  à 
9 fr.,  et  5 à i3  fr.  ; ou,  etc. 

‘Un  négociant  a changé  des  roubles  estimés  4 fr.  contre  des 
'ducats  de  9 fr.  ; il  a donne  1 5 fr.  en  sus  ; on  demande  combien 
de  sortes  de  marches  il  a pu  faire.  On  a 9;  =4-^  + d’où 
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jr-3 

4 

Lorsqu’on  veut  que  x etjr  soient  positifs , les  limites  de  t coïn- 
cident, et  l’on-a  — i;  faisant  t=o,  1,2,...  on  a un  nombre 
infini  de  solutions  renferme'es  dans  les  séries  3,  12,  21 , 
^ = 3,  7,  1 1 . . on  a donc  pu  changer  3 roubles  contre  3 du- 
cats, ou  12  roubles  contre  7 dncats,  ou  etc. 

L’équ.  6a: — 12^=7  ne  peut  être  résolue  en  nombres  en- 
tiers, parce  que  7 n’a  pas  le  facteur  6,  commun  à 6 et  12. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  2a;  -f-  — 10,  quand 

X et  J-  doivent  être  positifs  : au  reste , le  calcul  le  prouve , puis- 
qu’il donne  x=3t  — 5 et  — 2<;  et  les  limites  t > | et 
o sont  incompatibles. 

♦Partager  en  deux  la  fraction  dont  le  dénominateur 
d=zab,  est  le  produit  de  deux  nombrés  a et  b premiers  entre 

71  X Y 

eux  ; pour  cela  on  fera  -\—y  + - , et  l’on  devra  résoudre  en 
*d  b U 

nombres  entiers  l’équatiop  ax-\-by=:n. 

Ainsi , pour  fî,  comme  77  = 1 1 X 7,  on  a i ia:-t-  7^=58, 
4’où  a:  = 7<  — 3,  i3  — 1 ir;  il  y a un  nombre  infini  de 
solutions,  quand  doit  être  la  différence  des  deux  fractions 
cherchées;  mais  si  en  est  la  somme,  il  n’y  a qu’une  solution 
qui  répond  à£=i;  onafy  = |-f--^. 

Faire  5o  s.  avec  des  pièces  de  2 s.  et  de  18  d.  Soient  x le 
nombre  des  pièces  de  2 s. , etjr  celui  des  pièces  de  ^ s.  ; on  a 
2.r-f-|^=s  5o,  ou4*  4"  3j^=  100;  on  en  tire  a:  = i — 3r 
etj'=32  + 4£;  en  faisant  £=o,  — i,  — 2,  jusqu’à — 8,  on 
a x = 1,  4 » 7 ••■>.?'==  32 , 28 , 24 . . . Si  l’on  prenait  aussi  les 
valeurs  négatives  de  x ou  dej",  alors  les  pièces  de  2 s.  seraient 
données  en  échange  de  celles  de  18  d. , de  manière  à produire 
5o  s.  de  différence.  - ' 

123.  La  même  méthode  s’applique  lorsqu’il  y a 3,  4*.  -- 
'inconnues  et  autant  d’équ.  moins  une.  En  voici  divers  exemples. 

Quel  est  le  nombre  N qui , divisé  par  5 et  par  7,  donne  4 
V't  2 pour  restes,  c’est-à-dire  qui  rend  entières  les  quan^tés 
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2V t iV— 2 

— Ç-î  et ? Désignons  par  x et  les  quotiens  respectifs  j 

nous  aurons  iV=5x4*4>  iV='j[^  + 2;  d'où  77" — 5*  = 2; 

on  résout  cette  équation  par  les  moyens  indiqués , et  l’on  a 

x=  ’jt  + t et  J-  = 5t  -f- 1 , ce  qui  donne  iV=  35t  + 9-  l'C 

nombre  demandé  est  l’un  de  ceux-ci  : 9,  44>  79>“-  serait 

parvenu  plus  aisément  au  résultat , en  remarquant  que  N=  4 

rend  visiblement  la  i”  fraction  un  nombre  entier,  et  que  tous 

les  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  compris  dans 

jjVrr:  4 + ; mais  on  ne  doit  prendre  pour  v que  les  valeurs 

, . , . ,N — 2 5t>4-2 

qui  rendent  aussi  entiere  la  quantité ou ; on  voit 

de  suite  que  vs:  i , et  plus  généralement  u=i  + donc, 
en  substituant,  iy=  9 -f-  35t.  * 

En  comptant  les  feuillets  d’un  livre  7 à 7,  il  en  reste  i ; 
10  à 10 , il  en  reste  6;  en6n  3 à 3 , il  ne  reste  rien  ; combien 
le  livre  a-t-il  de  feuillets?  On  suppose  que  ce  nombre  N est 
entre  100  et  3oo.  Il  s’agit  de  trouver  pour  N un  nombre  qui 

iV ï 

rende  entières  les  fractions  


AT— 6 N . , .. 

et  — . La  derniere 

10  3 


3z- 


I 3z — ‘6 

_ ^ . 


donne  N=s3x\  les  deux  autres  deviennent 

7 ' 10 

celle-ci  exige  que  z=2-{-  loe;  ainsi,  en  substituant,  l’autre 

, 5 -|-  3ov  , . 5 -f-  2v  , 

se  change  en , ou  4*' H ; donc  v=i  -f-  7/ , 

7 i -7 

d’où  z=i2-f-7ot;  et  enfin,  ?V=36-+-2iot.  Par  conséquent , 
si  l’on, fait  t = o,  i , 2,. . . on  trouve  N=36,  246,  456>  . . . 
Le  livre  a 246  feuillets. 

Trouver  un  nombre  N qui,  divisé  par  2,  3 et  5,  donne  i , 2 
et  3 pour  restes.  On  trouve 

iV=  3ot-f-23;  ainsi , N=  23,  53,  83,  1 13, .... 

121* — 4* 


On  propose  de  rendre  entières  les  trois  quantités 
ÎF  + f 


5o4 


35 


et  ; voici  comment  on  simplifiera  les  calculs. 
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Comme  5o4  = 2^.  3*.7,  35  = 7.5,  i6  = a^,  ou  décompose 
les  trob  fractions  en  ^ 


laix — 4>  12IX — 4*  laix — 4*  9*+*  ii(x— i) 

^5  » 3;  » - » — —Y~*  ? 

X I 4* — 5 2*+l  2X -f-  l 4^-f-t  X I, 

“V’  ~T“’  ~T”’ 

en  extrayant  les  entiers.  On  supprime  la  3‘  fraction  qui  est  la 
même  que  la  quatrième , et  Iq  i'*  qui  est  comprise  dans  la 
dernière,  car  x — i ne  peut  être  divisilde  par  16,  sans  l’être 
aussi  par  8.  U reste  donc  à rendre  entières  les  quantités 


4x  — 5 2x  4-  1 4^  ' 


lïï"’ 


la  i"  donne  x=—  t +Q<,  ce  qui  change  la  2*  en  ^ > 

1 

ou^^ ainsi  * = 24-71',  et  x=  17 -f-63/.  La  3*  devient 

7 

^ , d’où  *'  = — 2 4-  5<",  et  X = — 109  4-  3 1 5*’.  Enfin 


2 I I * * 

la  4'  donne g — , d’où  1"  = 10  4-  i6z;  et  enfin , quel  que 

soit  l’entier  Z , x=3o4i  4-5o4o  z. 

Lorsqu’on  n’a  qu’une  équ.  et  trois  inconnues,  on  opère  ainsi 
qu’il  suit.  Soit  5x  4-  ^ 4-  7*  = 5o.  En  faisant  5o  — 7Z  = 1/ , 
on  a 5x  + ^ “ I l’on  tire , par  notre  méthode,  en  re- 

gardant U comme  donné,  x = 8t  — 3u  etj'  — 2U  — 5<;  re- 
mettant 5o  — 7Z  pour  M,  il  vient 


x = 2iz-f-8/ — i5o,  j"=ioo  — i4z  — 5*. 


Z et  t sonl  des  nombres  entiers  quelconques. 
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III.  DES  PUISSANCES , DES  RACINES  ET  DES  .EQUATIONS 
DU  SECOND  DEGRÉ. 


% 


Des  Puissances  et  Racines  des  Monomes. 


124.  La  règle  (p.  81)  simplifie  l'élévatien  aux  puissances,  en 

évitant  la  multiplication  réitérée  ; car  soit  proposé  d’élever  a à 
la  puissance  m = n-t-p;  on  a a'"=n’  X«^,  de  sorte  qu’après 
avoir  formé  a*etaP,  le  produit  donnera  a”.  De  même  on  pourra 
décomposer  m en  trois  parties  a’’  X «’j 

comme  n®  96,  etc 

125.  11  suit  des  règles  de  la  multiplication  (n°96),  que  pour 
élever  un  monome  à une  puissance , il  faut  multiplier  l’ex- 
posant de  chaque  lettre  par  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi , 


{'xab'Y  — ; 


3a’ô’\5_  35a'°^>'5 
, cd‘  ) (^d'° 


On  tire  encore  de  là  un  moyen  facile  de  former  certaines 
puissances  des  nombres  ; car  a"*,  lorsque  m~np,  revient  à 
a”fz=  {a"y.  Si  m=npq. . . . , on  fera  la  puissance  n de  a , la 
puissance p de  a",  la  puissance  y de  a"P. ...  De  même  pour  l’ex- 
traction des  racines  : ainsi,  comme  12  =:  3.2.2,  on  trouvera 


19 

\/53i44*  prenant  la  racine  carrée,  qui  est  72g;  puis  celle 
de  729  qui  est  27  ; puis  enfin  la  racine  cubique  de  27  qui  est 

3=»4/53i44i- n°6o.) 

Réciproquement,  pour  extraire  la  racine  in'  d’un  monome, 
on  extraira  celle  de  chaque  facteur;  celle  racine  se  trouve 
en  divisant  chaque  exposant  par  m.  En  effet , pour  que  a'b*\ 

soit  ÿ/  (a®i9),  il  suffit  que  d'b^,  élevé  au  cube,  reproduise  a^b^  ; 
or,  c’ei^e  qui  a lieu  d’après  la  règle  qui  précède,  si  l’on  a di- 
visé les  exposans  par  3. 

/ \/(4a’M)  = 2aA', 
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Lorsque  le  degré  de  la  racine  est  pair,  on  doit  affecter  cette 
racine  du  signe  V/g  = ± 3.  Cela  vient  de  ce  qu’algé- 
briquement  parlant , pour  qu’un  nombre  m soit  racine  de  9, 
il  suffit  que  m*  = 9 , ce  qui  a lieu , que  m ait  le  signe  -f"  ou  *-7 
fp.  1 57).  Si  le  degré  de  la  racine  est  impair,  le  signe  de  la  puis- 
sance est  le  même  que  celui  de  la  racine  : 

ï/— 27  = — 3,  ï^-f.a43=+3. 

126.  Les  expressions  radicales  éprouvent  souvent  des  simpli- 
fications. Ainsi 


v'433=2.  v^54=3.  v'i6=6.  v'a; 

I 

y/  (^)=  T ! %/(3«*-6Ai  -t-3i*)  ^(a-b) 


J 3 3 

v'a+ — 3v'S  = 3v'“  — av'*)  i 

444  4 

v'47V  = {l — o+b)^x'J'-,  v'75 — 

VjSa*^’ — 4 %^3a*6’=ai  ^3a;  i^l’)a^b — v^a3S*=o(3 — &•)  v^3ai. 

+ A7-  = ‘‘ê±M^/L. 

by  g\  d bg  y d 

127.  Nous  avons  vu  ci-dessns  que  pour  extraire  la  racine 
d’un  produit , il  faut  extraire  celle  de  chacun  des  facteurs  ; 
or , cela  est  vrai  même  lorsque  les  extractions  ne  se  peuvent  faire 

3 33 

exactement  ; par  exemple,  = \/a*  X puisque  le 

cube  de  cette  dernière  quantité  se  forme  visiblement  en  éle- 
vant chaque  facteur,  ce  qui  donne  a^b.  En  général , de  ce  que 
la  racine  d’une  quantité  est  le  produit  des  racines  de  chacun 

m m m 

de  ses  facteurs  (ia5) , il  suit  que  \/a  x ®onc, 

pour  multiplier  ou  diviser  deux  quantités  affectées  du  même 
radical,  il  faut  faire  le  produit  ou  le  quotient  de  ces  quan- 
tités, et  T affecter  de  ce  radical.  Par  exemple, 

i/6x  V/8=  v/48=4V/3; 


y/6 

2y/6 


I " _ « n ■ 

V'5a:'^»X\/2oax=V^ioon.T^j' i ■ 
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{/il  I 

4\/3,  j/i  I 4v^3’ 


VpxV^—^—V—P3. 


\/ax 


= v/ô7  = 

ybxjr  ^ 

(^/a+  V/^)’  = <*  + ^ + i^ab-. 


( a 4-  y/i)’z=  + 3a’  + 3a6  -|-  i y/i. 

Eu  supprimant  le  radical,  (y/a“6"‘;’=a"i>'". 

ia8.  Comme  il  n’y  a pas  de  nombre  qui,  multiplié  par  lui- 
même,  puisse  donner  un  résultat  négatif  — m,  \/ — m repré- 
sente une  opération  impossible  : c’est  ce  qui  lui  a fait  donner 
le  nom  à’ Imaginaire  ; est  appelée  fléeZ/e.  Nous  aurons  par 

la  suite  (n”  i3g,  i°.)  occasion  de  remarquer  que  ces  symboles, 
quoique  vides  de  sens,  n’en  sont  pas  moins  importaus  à consi- 
dérer. Ajouter,  multiplier....  de  semblables  symboles,  soptdes 
opérations  dont  il  est  difficile  de  se  rendre  raison  ; cependant  on 
convient  de  faire  ces  calculs  sur  les  imaginaires,  comme  si  elles 
étaient  de  véritables  quantités,  en  les  assujettissant  aux  mêmes 
règles  ; nous  en  reconnaîtrons  l’utilité  par  la  suite. 

La  règle  n‘’  127  doit  éprouver  quelques  modifications;  ainsi 
— aX  1/  — a,  n’étant  autre  chose  que  le  carré  de  ^ — a, 
est  visiblement  — a : or,  la  règle  ci-dessus  seipblerait  donner 
pour  produit  -f-  a**  ou  a.  Mais  observons  que  est  ±:  a ; 
l’incertitude  du  signe , en  général , n’a  lieu  que  lorsqu’on  ignore 
si  a’  provient  du  carré  de  -{-a,  ou  de  celui  de  — a;  or,  c’est 
ce  qui  ne  peut  exister  ici,  et  l’on  a — a pour  produit,  à l’exclu- 
sion de  -t-'a. 

Concluons  de  là  que  J/  — a X ^ — a — — a. 

De  même  y/ — aX  V — ^ revient  à 
V/a.  V/— I X \/h.  \/ — I,  ou—  \/(ab). 


On  verra  que  !/ — a a pour  puissances  1',  2',  3*,  4"  - • ■ • > 

{/ — a,  — a, — a{/ — a,-\-a*,-}-a'‘\/—a, — a",  etc 

Celles  de  — — a sont — a,  -f-a^  — a,  a’,  — a*^/  — a... 

Le  carré  de  i -{•  {/  — 1 se  réduit  à 2 y/  — i.  Le  cube  de 
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V/ — a \/a.  l' — I 


ï = \/î- 
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Le  produit 

‘ (x+a+ù[/ — 1)  X (x+a — 6^ — i)  est  = (x+a)’+i>‘, 
quantité  Réelle  (0*97,  ni.). 

12g.  Il  suit  de  la  règle  (127)  que  pour  élever  à une  puis- 
sance un  monome  déjà  affecté  d'un  radical,  il  faut  élever  à 
celte  puissance  chaque  facteur  sous  le  radical.  Ainsi  le  cube 
de  \/(3a*Z>)est  \/(a7a®é^)  ; celui  de  ^/a  est  ^/8  = 2;/2. 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  veut  extraire  une  racine  d’un 
monome  déjàaiTecté  d’un  radical,  il  faut,  s’il  se  peut,  extraire 
la  racine  de  la  quantité  radicale;  ou,  dans  le  cas  contraire,  mul- 
tiplier l’indice  du  radical  par  le  degré  de  la  racine  à extraire. 

\ ^ y m mp 

Ainsi  la  racine  cubique  de  y/a*  est  \/a®, 

= [/ab^. 


i3o.  On  peut  donc,  sans  changer  la  valeur  d" une  quantité 
radicale , multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  les  expo- 
sons et  l’iridicedu  radical,  puisque  c’est  d’une  part  élever  à la 
puissance , et  de  l’autre  extraire  la  racine  ; 


3 6 6 4 

V/û=v/a*,  ^a^—^a'i,  \/(3«’f>')  = ^^(gtf*^''’). 

Par  là , il  devient  facile  de  multiplier  et  diviser  les  quantités 
aflectées  de  radicaux  différens  ; car  il  suffit  de  les  réduire  à 
être  de  même  degré  ; on  multipliera  pour  cela  les  exposans  et 
l’indice  du  radical  par  un  même  nombre  qu’on  choisira  con- 
venablement, comme  pour  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur  (38).  Par  exemple, 

V/fl . |/  6 = X V/^*  = , 

M a — 

\/af . \/lft  = \/aP'‘bi'",  — = 

■i  a mk 

a I s ^ c ty ad 

ùyt  ■ dy  Z bc  y fy"' 
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Des  Exposons  négatifs  et  fractionnaires. 

i3i.  Nous  avons  démontre  que  le  quotient  de  — esta"  *, 

en  supposant  que  m soit  ^ n;  sans  cela,  m — n serait  un  nom- 
bre négatif,  tel  que  — />;  et  comme  on  ignore  encore  le  sens 
qu’on  doit  attacher  à a~f , on  ne  pourrait  multiplier  a~r  par  a*  ; 
ainsi  on  ne  saurait  prouver  que  a“  X a"~"  doit  reproduire  a". 

Mais  remarquons  que  l’expression  a”f  n’a  aucun  sens  par 
elle-même , puisqu’on  ne  peut  y attacher  l’idée  propre  aux 

exposans  (12).  On  est  donc  le  maître  de  désigner  — par  a~P, 

« 

ainsi  que  nous  le  ferons  dorénavant.  D’après  cela,  dans  tous 

a" 

les  cas,  on  pourra  dire  que  — = a“~"  ; car  la  chose  est  dé- 
montrée , si  m ^ n , et  elle  résulte  de  notre  hypothèse , lorsque 
m<^n,  puisqu’en  divisant  les  deux  termes  par  a",  on  a 


a" 

a“ 


«-("-"■)  =r  a~r. 


L’Algèbre  apprend  à trouver  des  formules  qui , par  leur  gé- 
néralité, conviennent  à toutes  les  valeurs  numériques  qu’on 
peut  imposer  aux  lettres  : on  doit  donc  regarder  comme  un 
grand  avantage  de  n’avoir  pas  besoin  de  distinguer  , dans  une 
expression  algébrique,  qui  renferme  des  quantités' de  Informe 
a" 

—,  tous  les  cas  qui  peuvent  résulter  des  suppositions  de  m ^ 

a” 

ou  a ; on  mettra  a"""  au  lieu  de  — , et  la  formule  sera  vraie 

dans  toutes  les  hypothèses  (comme  au  n”  108). 

Il  faut  aussi  avoir  egard  au  cas  de  m = n;  alors  a"“"  de- 
vient a° , symbole  tout  aussi  insignifiant  par  lui-même  que 
a~f.  Nous  conviendrons  donc  de  faire  a®=  i , puisque  alors 

û” 

— = 1 . expression  a®  est  un  symbole  équivalent  à V unité. 
Ainsi , lorsque  nous  rencontrerons  dans  une  formule  a®  et 
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a~f , ces  expressions  seront  faciles  à comprendre,  en  exa- 
minant leur  origine  : efi  et  a~f  n’ont  pu  provenir  que  d’une 
a"  ♦ 

division  — , dans  laquelle  on  avait  m = n dans  le  premier  cas, 

et  n = m dans  le  second.  D’après  cette  convention , on  peut 

faire  passer  un  facteur  du  dénominateur  au  numérateur , en 
donnant  à son  exposant  un  signe  négatif  : ainsi 

= = + = ; 


a'*b'‘ 

cfdi 


= a’*b’'c-rd~‘> 


a*-f* 


= {a^  + b^)  + . 


Voilà  donc  les  puissances  nulles  et  négatives  introduites  dans 
le  calcul,  par  une  suite  de  principes  qui  ne  souffrent  aucune 
difficulté.  Venons-en  aux  puissances  fractionnaires. 

iSa.  La  règle  donnée  pour  l’extraction  des  racines  des  mo- 

m n 

nomes,  prouve  que  = mais  il  faut  pour  cela  que  n 
soit  un  multiple  de  m,  car  on  tomberait  sur  un  exposant  frac- 
tionnaire, dont  la  nature  est  encore  ignorée,  et  on  ne  pourrait 

n 

démonti'er  qu’en  rendant  n"  m fois  facteur,  le  produit  seraitn*. 
On  est  donc  ici  dans  le  même  cas  que  pour  les  exposans  néga- 

n 

tifs,  et  il  est  visible  que  a""  n’ayant  aucun  sens  par  soi-même, 

m 

on  peut  lui  faire  désigner  ^/a"  ; par  là  les  formules  pourront 
convenir  à tous  les  cas , que  n.soit  ou  non  multiple  de  m ; ce  qui  • 
est  conforme  au  génie  de  l’Algèbre. 

n 

Donc,  lorsque  nous  rencontrerons  a*"  dans  une  formule , il 
sera  facile  d’en  avoir  une  idée  nette,  en  observant  que  cette  ex- 
pression n’a  pu  provenir  que  de  ce  qu’on  a voulu  extraire  la  ra- 
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„ cine  de  a*.  Là  règle  donnée  pour  .faire  cette  extraction  est 
^ donc  générale  dans 'tous  les  cas. 

Ainsi  v/(3a)  = (3a)\v/(x»—^>)=(x*—^»)’,  . 


!>  = \/b\  *3=  i/i,  cV  = Vie  P), 


«V..  ■ mniim  i' 

■ ’■'-  ♦ * c' 

i33.  a°,à~P,  a“  sont  les  expressions  de  contention  attribuées 
^ani  valeurs‘1,  *—  et  J/a».  Maifo,— pet  — ne  doivent  point 

. Û“  . . #.  ■*  772  * 

• ^ être  regardées  ici  comme  de  véritables  exposans,  dans  le  sens 

attaché  à cette  dénomination,  quoique  ces  quantités  occupent 
la  place  réservéëTaux  exposans.  Ce  serait  donc  abuser  des  ter- 
,'^tmes  que  de  se  croire  autorisé  à dire , sans  démonstration , que 

• ^a™Xa"=a’"‘*‘",  quand  m et  n ne  sont  pas  tous  deux  entiers  et 

• 4)ositifs.  Il  en  est  de  rèême  de  la  division , de  l’élévation  aux 
, puissances  et  de^l’extraction  des  racines.  Démontrons  donc  que 

^ ces  symboles  suivent  les  mêmes  règles  que  les  vrais  exposans 
entiers  et  positifs } qu’on  a,  quels  que  soient  m et  n, 

^ a"  : a“=  a"”",  (a"’)»’  ==  aê'P,  j/a"’=  aP. 

• I.  S’il  s’agit  d’exposans  négatifs  : ona(m,  netpétaut  positifs) 


1 a”  X o“"  = a*"  X — = — = a""» 
a’^  a'‘ 


J On  voit  de  même  que  a~”  X a~“= 

. ..m 


==a~" 


2”. 


; = a"*  ; ■—  z=z  a”  X a"  =:  a 


De  meme  on  trouve  que = a~’"~“,  et  que  - — = a"-"’  • 

a"  ^ a~“  ’ 

< 

3».  (a-")P  ==  ( —V  = — = a-"/>  ; 

- \a“/  a»P  ’ 

m n 

a" 

T.  I.  ' ' ,3 
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II.  Polir  les  exposaus  fractionnaires,  on  peut  d’abord  en 
uauVtiplier  les  deux  termes  par  un  même  nombre  p ; car 

n • ^ 

(n“  i3o)  n”=  P®“*  réduire  au 

même  dénominateur  les  exposons  des  quantités  qu’on  veut  mul- 
tiplier ou  diviser  entre  elles.  ^ 


" m « *«  ^ ^ 

1».  Soit  fl™  X a”=  V/®"  X !/«'’=  = U “ ; 

^ £ m m , 

a*,  fl™  î fl"'=V/a"  I = « "■  ; , 


'i- 


(V/fl”)'’: 


m ' î£ 
V/a"'’te=fl'“; 


mp 


V 


4».  v/«"=l/(v^«*)' 

Remarquons  en  outre  que  ces  calculs  relatifs  à Texposant  frac- 
tionnaire permettent  de  le  supposer  aussi  négatif. 

III.  Prenons  le  cas  des  exposons  irrationnels  , et  soit  par' 
ex.  flV'’  X désignons  par  z et  z'  lés  valeurs  approchées  de' 
= ■,—  %/■}  A- h zi  = 1/ 3 -4- fe',  et  A' étant  de» 

ces  exposons,  ou  Z — v ~ > , i’- 

erreurs  qu’pn  peut  diminuer  à volonté , en  poussant  plus  loin 
l’approximation.  Or.  si  l’on  se  contente  des  valeurs  appro- 
chées Z et  z',  le  produit  ne  sera  lui-même  qu’approché  : et  en 
désignant  par  «c  l’erreur  qui  en  résultera,  erreur  qu’on  peut 
rendre  aussi  peUte  qu’on  voudra , on  aura  exactement  . 

mais  plus  h et  h!  seront  petits , plus  approchera  de  i ; ainsi 

on  peut  donner  à ce  2'  membre  la  forme  ^ 

croLnt  indéfiniment  avec  «,  A et  A'.  Ég^nt  les  termes 
constans(.i3),  on  trouve  fl»-’ X ^ On  prouve- 

rait de  même  que  les  exposans  irrationnels  son^  soum*  aux 
mêmes  règles  que  les  entiers , dans  la  division  et  l’exteacUon  : 
c’est  d’ailleurs  une  conséquence  de  ce  qui  vient  d etre  dé- 

IV.  Quant  aux  exposans  imaginaires,  d’après  leur  définition 
(128),  les  règles  relatives  aux  quantités  réelles  s’appliquent 


Di.  ;z*:' 


i 
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à celles  qui  sont  imaginaires  lorsqu’on  veut  les  livrer  au  calcul , 
quoique  celles-ci  ne  soient  que  des  êtres  de  raison  ; ainsi  il  n’y 
a lieu  à aucune  démonstration. 

On  facilite  quelquefois  les  calculs  par  ces  princî|)es;  par 

exemple,  pour  diviser  [/a}b'  par  \/d'b^,  on  écrira 

i^b^  : a’ b'' , et  réduisant  les  exposans  au  même  dénominateur, 
il  vient 

b^^  ; a'^  b^  — a^^b^  =^a"b'K  * 

Les  polynômes  qui  contiennent  des  exposans  négatifs  ou  frac-  - 
tionnaires  sont  soumis  aux  règles  ordinaires , et  il  convientd’ac- 
quérir  l’exercice  de  ces  calculs.  La  division  suivante  indique  la 
marche  à observer. 

6a< — a3a*  — l — i3a6 — 20-(-Mn~'6  / 'la’-S  v^-l-3a-’S 

* — 6a<-|-l5a>V — l-I-  g'ii  , t 3a»-4v/-l-2a-‘S 

l'f  reste — 8a*  — i — ^aJ— ao-f-aaa— 'S^-i-(-6a-*i* 

■ 4-  8a*  y/— I 4-ao — laa-'ft  v'-i 

-f-ioa-'6^-i-f^-*t* 


a®  reste, 
3“  reste. 


— 4a4 


Observez  que  le  quotient  peut  admettre  des  exposaii.s  négatifs 
pour  a,  et  cependant  être  exact;  or,  si  la  division  se  fait  exac- 
tement , ^1  est  clair  que  la  somme  des  moindres  exposans  de  a 
dans  le  quotient  et  le  diviseur,  doit  donner  le  moindre  dans  le 
dividende.  Ainsi,  retranchez  les  plus  petits  exposans  de  a dans 
ces  deu\  premiers  polynômes,  et  vous  aurez  le  plus  petit  dans 
le  quotient , si  la  division  se  fait  exactement.  On  est  donc  assure 
qu’on  n’est  pas  dans  ce  cas,  lorsque  le  quotient  est  poussé  jus^ 
qu’à  un  exposant  moindre  que  cette  différence. 

% 

Des  racines  carrées  et  cubiques  des  Poljnomes . 

i34.  i".  Tout  nombre  composé  de  n chiftre.s  est  entre 
lo*  et  ; son  carré  est  donc  compris  entre  to’"  et 
i{ui  sont  les  plus  petits  nombres  de  xn-f-  i et  an  — i chiffres; 
doue  le  carré  a an  ou  an — i chiffres,  ainsi  qu’on  l’a  dit  (6a). 

1 3.. 
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4 2®.  Soient  a et  a -f-  > deux  nombres  conse'cutifs;  leurs  carrés 
a*  et  a’  -f"  + I diffèrent  entre  eux  de  2a  i ; ce  qui  est 

d’accord  avec  ce  qu’on  sait  (n®  66,  4“-)- 
Comme  2a -f-  i représente  tous  les  nombres  impairs,  on  voit 
que  tout  nombre  impair  est  la  différence  des  carrés  de  ses  deux 
moitiés  inégales  et  entières  J ^^=39“ — 38’,  37=19“ — 18’, etc. 

Du  reste  nous  prouverons  en  traitant  des  équ.  indéterminées'  ^ ^ < 
du  2'  degré,  que  lorsqu’un  nombre  impair  n’est  pas  pre-‘  > 
mier,  il  y a plusieurs  manières  de  faire  cette  décomposition. 
Ainsi,  27=14®— i3’=6“ — 3“;  io5  = 53“ ^ 52“='i9*— 16“  ' 

= i3’— 8’=ii’— 4“.  ♦ 

3°.  Si  k*  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N,  iet  i-f-j  sont 
approchés  de  {/N  à moins  d’une  unité;  r étant  le  reste  entier 
que  donne  i,  ou  2V’=A*-f-r,  comme  (A  -f-i)*=^*-f- ^ + î , en 
retranchant  ces  équ.  on  a 

2V-(*  + ;)’  = r-*-J; 

or  si  r > ^ , on  a \/N  > ^ + ï,  et  k + i est  plus  voisin  que’’** 
de  \/N\  c’est  le  contraire  quand  r<^k.  Ainsi  selon  que  le  reste 
r est  > ou  la  racine  entière  k,  on  prendra  k i ou  pour 
valeur  approchée  de  \/N. 

4®.  Lorsqu’on  a poussé  le  calcul  de  l’extraction  jusqu’à  con- 
naître plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine,  les  autres  se 
trouvent  par  une  simple  division,  ce  qui  abrège  surtout  les 
calculs  d’approximation. 

En  effet,  soit  iVle  nombre  dont  on  cherche  la  racine  d-)-ir, 
a étant  la  partie  déjà  calculée  par  le  procédé  ordinaire,  et  X 
celle  qui  est  inconnue  et  doit  compléter  la  racine , \/N=za-^x. 

Bien  entendu  que  pour  donner  aux  chiffres  de  a leur  valeur- 
propre,  on  a dû  ajouter  à la  droite  n zéros,  c’est-sà-dire  au- 
tant que  a:  a de  chiffres , autant  qu’il  reste  de  tranches  de  A^à 
descendre  près  dés  restés  successifs.  A'=  a'  + 2c.r-f-a:“  donne 
N — à 


la  • 


X* 

i ar  -U  — = — , R étant  le  reste  If— a'  qu’a  donné 
ia  i.a^ 


à,  près  duquel  ou  a descendu  toutes  les  tranches  de  deux 
chiffres  non  encore  employées.  Cela  posé  x étant  composé  de 
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n chiffres,  a:*  en  a au  plus  an;  tandis  que,  par  hypothèse,  a 

en  a au  moins  n i , lesquels  sont  suivis  de  n zéros  ; on  voit 

■ ^ *"  X*  , 

’ que  a sera  > x®,'  et  par  conséquent  ~ î donc 


••  xz=z^ , lorsqu’on  ne  voudra  que  la  partie  entière  de 

• , ce  qui  arrive  toujours,  puisque  dans  les  approximations, 
et  même  pour  les  racines  des  fractions,  les  nombres  doivent 
*.  être  préparés^  de  manière  à ce  que  l’extraction  ne  porte  que 
^sur  des  parties  entières  (n®  66,  i®.).  , 

On  divisera  donc  N — a”,  ou  le  reste  de  l’opération  qui  a 
. servi  à trouver  a,  par  le  double  de  a;  et  pour  cela,  on  regar- 
dera la  partie  connue  a de  la  racine  comme  des  unités  simples 

• ( en  omettant  les  n zéros  qui  devraient  être  mis  à sa  droite) , et 
l’on  supprimera  aussi  n chiffres  à la  droite  de  N.  ^ 

t * Ainsi,  pour  y'3. 37. 67. 98.1 7,  les.trois  i"‘ tranches  donnent 
' d’abord  i83  pour  racine,  et  278  pour  reste  ; si  donc  ou  divise 
^ 27898  par  2 fois  i83,  on  366,  on  amra  76  pour  les  deux  autres 

chiffres  de  la  racine)  qui  est  1837^ 

5.  \ De  même,  en  ne  poussant  l’approximation 

‘(n®64)  qu’aux  10000”  : pour  trouver  4 autres  décimales,  comme 
, le  reste  est  3836,  on  divisera  3836oooo* par  2 X «4 >4^ 

» 28284  : le  quotient  est  1 356  J donc , etc.  On  trouve 
^ , v'2  = f,4i42>35623732,  ^/3  = 1,7320508076. 

“ ’ J 35.  jSoit  proposé  d’extraire  la  racine  de  ^ ^ 

9a* — T2a^ô -j-34a“6’  — 2oa6®-f- 256+ ; 

^ . représentons  ce  polynôme  par  X.  Nous  dirons , pour  abréger, 
que  le  terme  où  la  lettre  a porte  le  plus  haut  exposant , est  le 
, f plus  grand.’  Soient  x le  plus  grand  terme  de  la  racine  cher- 
,.chée,  J-  la  somme  des  autres  termes j d’où  (n®  97,  1®), 
^ X=  {x  -\-j-y  ■=  X*  2XJ-  ; X’  est  visiblement  le  plus 
grand  terme  du  carré  X , ainsi  x’  = 9a* , ou  x = 3a®  pour 

* i®'  terme  de  la  racine,  et  .Y  3:  90+  -|-  6a^  + J"’-  Otant  9a t 
• ’ \«le8  deux  membres  , il  vient 

V ^ — i2a®6  + 34a*6®  — 2oa6*  + 356*  = 6a’^ 


' -*  .. 
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J-  est  en  gtùieial  un  polynôme,  aussi  bien  que  ; Ot,  jr 
n’ayant  que  des  termes  où  l’exposant  de  a est  moindre  que  2, 
il  est  clair  que  le  plus  grand  terme  de  (6a* +7')  X y est  le 
produit  de  60“  par  le  plus  grand  terme  de  y\  ainsi' ce_dernier 
sera  le  quotient  de  — xid'b.,  divise"  par  6a*,  double  de  la  racine  ‘ 
trouvée.  Il  en  résulte  quer— 2ûi.  est  le  2'  terme  de  la  rsteine. 

Pour  achever  le  calcul , faisons  3o*  — lab , ou  x~—-zabiStx',  • 
et  désignons  par  j-'  les  autres  termes*  de  la  racine.  On. a 
X=.x'^ -\-iix'y ôtons  jf'®  de  part  et  d’autre  i âi'*  ,se‘ 
compose  de  x’,  déjà  ôté,  puis  de  ( — 2X  X ^ob  -f-  (2at)*’,  ou 
— 2aô  {ax  — 20Ô).  Si  donc  on  écrit  le  2*  terme  — aai  de  la 
racine,  à côté  de  6a®,  double  du  et  si  l’en'rauUiplie  par 
— 2UÔ,  en  retranchant  l%prodiiit  du  reste  ci-dessus,  on  aura 

^ 3oa’'b^  — iLoab^ 2.5b*  = 2x'y' -^-y*.  ‘ *.  . 

J * ^ ' 

Si  y est  un  polynôme,  il  est  aise  de  voir  que  le  plus  grand 
terme  3oa’i*  est  celui  de  2xy\  c’est-à-dire  est  le  produit  du 
plus  grand  terme  de  ax'  pjr  celui  de  j''.  Si  donc  on  divise  3ofl’i“ 
par  6a’,  le  quotient  5ô*  sera  le  3®  terme  de  la  racine. 

Faisons  3a’  — aaô  -f-  6ô®  ou  x'  -f-  5i’  = x" , et  désignons 
par  y la  somme  des  autres  termes  de  la  racine  : on  aura 
X — x"’=  2xy' -f-jf"’ ; or,  pour  retrancher  x"*  de  A’,'coinme 
ou  a déjà  ôté  x'®  il  faut,  du  dernier  reste  3oa’ô*— 2oai^-}-25ô^,' 
ôter  encore  2x'.5ô’ -f-  (5b*)*,  ou  5ô’(2x' -f- 5ô*).  On  éçrira 
donc^  5b*  à côté  du  double  6a*  — ^ab  des  deux  i*"  termes 
de  la  racine , et  l’on  mukipbera  par  le  3*  terme  Sb*  ; enfin,  on 
retranchera  le  produit  du  2°  reste.  Comme  ce  produit  et  ce 
reste  sont  égaux , on  a X—  i"*  “ o , d'où^''  = o et  x^  = y'X. 
Ainsi  la  racine  demandée  est  3a’  — 2ab  -f-  5b*. 


Voici  le  type  du  calcul. 

• 

— iaaîS4-3/itt’4* — aoa4’-t-a54*  , 
-f)«’  . 1 

r -+•  5^* 

!«*■  reste,  — iaa*6-(-34û*^* — , 
-4-iaa’fc — 4^*^’ 

f — aa6}>c — 

1 

a®  rosie,  -t-3oa*4’— aoa4‘-^a54*  j 

- 

3®  reste. 


On  voit  ({Xk  après  avoir  ordonné , il  faut  prendre  la  racine  du 
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I*'  terme,  et  continuer  l’opération  comme  pour  l'extraction 
numérique  (n°62).  Les  exemples  suivans  montrent  que  la  même 
marche  de  calculs  donne  la  racine  lorsqu’il  y a des  imaginaires  « 
ou  des  exposans  négatifs  ou  fractionnaires. 


ga4— 1 
— ga4 

aa  > y' — 1 — ào*(a-‘-3  25+40  ^a— a f 

if'  reste,— laa* y' — t — aa*(a — 3/— a)+4“^2— a^ 
q»iaa>v^ — i4-4a*  1 

a®  reste, 
J A 3*  reste,. 

6«*  y' — a+4ay^a — a| 

(6a*— aov' “0  X — 50  ^ — V 

èa> — 

X + a 


• V 1 ‘ > 

^4fl»  »•  ••  \ 

r à'  * 

aa — -+*3a“"* 

* * * ' ] 

l'r  reste— taoi*+^&+i2—i8iT-'à’+9o~*< 

■ ' , ■■+i3o6" — gi  ] 

' (4o— 3i^)x— 34* 

f 4"— 66*+  3o“' 
x+3a- 

a®  reste,  la — iSa-'J^+ga”* 

‘ .t 


x'—a' 
— x^ 


» 


i""  reste, — 


^x — ’:;a^àr''^\a^x~^ — . . 
(ix — ;a*a:~‘)X — ^a^x^'  ' 

2X — 


X— ' 

2*  reste , — ^ >■  * 4-  f ^ 

+\a^xr* — ia«x”+— ^«*x-ii®  < . • • 

3*  reste , ' — etc.  * * ‘ * ' v. 

Ce  dernier  exemple  montre  comment  on  doit  se  conduire 
lorsque  l’extraction  ne  peut  se  faire  exactement , ce  qu'on  re- 
connaît quand  on  trouve  quelque  terme  de  là  racine  où  a porte 
un  exposant  moindre  que  la  moitié  de  son  plus  faible  exposant 
dans  le  carré!  Du  réste , on  a ici 


aS  d 

V/(x*-a-)=x_--.g^-. 


i6x* 


etd. 


1 36.  Le  cube  de  x-}-j  est  x*-f-3x^-}- ( n®  97,  II ) , 
il  seia  facile  d'appliquer  les  principes  précédens  à la  recherche 
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de  la  racine  cubique  d’un  polynôme..  Çious  qous  boruerpus  à 
l’exemple  suivant  : * , 


8«»  —‘36a*b>  -f.  54i«64  _ 27s» 

— 8<j«  ^ 


aa*  — 3i*  racine. 


1**^  r«St6; 

2®  reste o 


laaj  ^ i8a*6* 

36a45'«  -f-  54^*0^  — ayfc®  i x— 3&*  ‘ 


Aprè.s  avoir  ordonné,  cherché  la  racine  3*  du  i"  terme  8o®^. 
qui  est  an* , et  retranché  8n®,  on  a un  1"'  reste.  On  en  divisé 
le  I •*  terme  — 36n<è’  par  1 an* , triplé  du  carré  de  an*  ; Jè’ 
quotient  — 34*  est  le  a*  terme  de  la  racine.  Près  de  lan*,  ou 
écrira  — 1 8d*4*  + ou  le  triple  du  produit  de  — 34^  par  le 
i*'  terine*an*,  et  le  carte'  dtî*—  34*  ; on  niultipliéra  ce  trinôme', 
par — 34*,  et  l’on  retranchera  le  produit  du  t*' teste.  Le  résultat 
étant  zéro,  on  a de  suite  an*  ^64* pour  racine  cubique  exacte 
s’il  y avait  un  second  rgste,  on  opérerait  de  même  sur  ce  reste. 

t Nous  ne  dirons  rien  ici  des  racines  4',  5^-  • • - '*  - ^ • * 

lt:  " ou  iÉ*  ^ V ^ 1 

X , . Éqiiations  du  second  degré.  * ' ' 

i ' ‘ 

137.  Kn  passant  tous  les  ternies  dans  le  1”  membre,  réduisant* 
eu  un  seul  tous  ceux  qui  contien'yent  soit  x,  soit  x*,'  et  opérant 
de  piêmosu^to^  les  termes  connus,.l’équ.  du  a'  degré  prend 
\d.  Bx C ■=  O , et  faisant  - . 


B 


a i A 


on  a 


(0, 


x'-^px-^-qz^O. 

équation  qui  peut  représenter  toutes  celles  du  second  degré  à 
une  inconnue,  et  dans  laquelle pe.\.q  sont  des  nombres  connus, 
positifs  ou  négatifs.  * . 

Divisons  x^  px  -\-~q  par  r — n,  a étant  un  nombre  quel- 
conque, il  viendra  le  quotient  x a etle  reste  a^-f-pa-^lq. 
Ce  reste  est  ou  n’est  pas  nul , selon  que  a est  omn’est  pas  racine 
de  l’équ.  proposée  ( on  nomme  racines  les  valeurs  qui  satisfont  ' 
4 cette  équ.,  parce  qu’on  les  obtient  par  une  extraction).  Dqnc , 
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lout  nombre  a qui  est  racine  d’une  équation  du  second  degré, 
donne  un  diviseur  binôme  (x — a)  du  premier  membre  de  cette' 

‘"’i.  ^ 


équation , laquelle  prend  alors  la  forme 
'■  ‘ {x  — a)  (x  + a-f-p)  = o. 


/V‘  ..W, 


/'  - •"T.  " V* 

■ Or,  on  demande  toutes  les  valeurs  propres  à rendre  ce  produit  ’ ! 

■itinul  ; ainsi  x= — a — p jouit  aussi  bien  de  cette  proprie'té  que 
<x=a.  Donc,  i°  toute  équation  du  second  degré  qui  a une  racine  ^ 
l a , en  admet  encore  une  seconde  = — (a  + p).  ~ îr 

* 2“.  Cette  équation  ne  peut  avoir  que  deux  racines  : coite  T^ro—  • 

■ position  sera  démontrée  plus  tard.  ^ ^ > 

3®.  Les  deux  racines  étant  + a et  — {a-^p) , leur  som^me 
est  — p,  et  leur  produit  est  — (a*  + ) = ÿ , à cause  de 

a*  + donc , le  coefficient  p du  second  terme  en  * ^ 

signe  contraire  est  la  somme  de  deux  racines,  et  le  terme  connu  ■ 
q en  est  le  produit.  Par  exemple,  pour  x”  — 8x+i5  = o,  , 
x==  5 est  une  racine,  ainsi  qu’on  le  reconnaît  en  substituant; 

, . on  trouve  que  le  premier  membre  est  divisible  par  x — 5 ; le  “ 
quotient  est  X — 3 ; les  deux  racines  sont  3 et  5,  dont  la  somme 
est  8 , et  le  produit  i5.  * 

4°.  Il  est  facile  de  former  une  équation  du  second  defjré  dont 
s les  racines  keil  soient  données  ; on  en  fera  la  somme  A + /,  et 
le  produit  kl,  et  l’on  aura  x*  — x + kl-=o.  On  pourra 

.encore  former  le  produit  (x. — k)  (x  — l).  Par  exemple,  si  5 et 
sont  les  racines , on  multipUc  x — -5  par  x + ■j  ; ou  bien  on 
prénd  5 — 7= — 2;  5x-*-7=S“— 35  et  changeant  le  signe 
delà  somme,  x*+2x  — 35  = 0 estl’équ.  cherchée. 

*.  5°.  Résoudre  l'équ.  (1)  revient  à chercher  deux  nombres 

dont — p soit  la  somme  et  -f-  y le  produit.  < 

6°.  Il  peut  arriver  que  les  racines  ^ et  / soient  égales;  alors 
les  facteurs  x — ^ et  x — l étant  égaux , x*  -j-  px  -f-  q est  le 
carré  de  l’un  de  ces  facteurs.  “ 

i3Ç.  Pour  résoudre  l’équ.  (r),  remarquons  que  sïx^-^-px-pq  i 
• était  un  carré,  en  extrayant  la  racine,  on  n’aurait  plus  qu’une 
équ.  du  1“  degré;  comparons  ce  trinôme  .à  (x  -f  ®Vt 
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x*-f-axn4-n’y  n est  arbitraire  ; ainsi  faisons  n—  \fr,  pour  que 
les  deux  i*'*  termes  soient  égaux  de  part  et  d’autre. 

IJpnc,  si  n®,  ou|yj®,  se  trouve  = 5',ar*-f-/;*+ÿest  le  carré  de  ' 

; ce  trinôme  n’est  un  carré  que  quand  ^/>®=  q.  En  rempla- 

> S c 

çant  ptiq  par  — et  —,  on  trouve  que  pour  que  Ax®  -f*  Bx 

soit  un  carré,  il  faut  qu’on  ait  entre  les  coefficiens  la  relation 
B®— 4ACî=o. 

Dans  le  cas  où  \p'‘*=q,  la  proposée  revient  à {x-\-\pY=o, 
et  les  deux  racines  sont  égales  à — \p. 

Mais  si  cette  condition  n'a  pas  lieu , ajoutons  j/>®  — q aux 
deux  membres  de  l’équ.  (i) , il  viendra 

x®-f + = (x-|- i/>)®==i/>®  — <7, 

extrayant  la  racine,  u?*+-î/>=± 

àio*  ’ X~^lp±\/{\p^^q)....{»). 

Nous  avons  donné  (n*  laS)  la  raison  du  signe  Ainsi,  la  va- 
leur de  X est  formée  de  la  moitié  du  coefficient  du  2*  terme  en 
signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine  du  carré  de  cette  moitié,^ 
ajouté  au  terme  connu  passé  dans  le  a®  membre. %T)&aa  chaque 
exemple  on  aura  de  suite  la  racine,  sans  s’astreindre  à rejfaire 
les  calculs  précédens  sur  le  trinôme  proposé.  > 

Pour  *’  — Sx-f-  i5  = o,  on  trouve  * 
x = 4 — (*6  — 15)  =4^  I > c’est-à-dire  X = 5 et  = 3. 

De  même  x*  -f-  2x  = 35  donne 

x=— 1 d:  y'(35-f- i)=i— I ±6,,  oux=5ct=E  — 7. 

i3g.  Lerésultat(2)oiFreplusieurscas.  Faisons,  pour  abréger,  . 
jp*  — q = m,  d’où  q=^p* — m-,  ce  qui  change x®  -^-pX-^-q 
en  x’-4-/>x-f-Îp® — m,  ou  (x-f-|/?)®  — m\ 
c’est  la  quantité  qu’on  veut  rendre  nulle  par  la  substitution  de 
certains  nombres  pour  x.  . 

1°.  Si  m est  négatif  ^ comme  ^p*  est  toujoui's  positif,  ce  cas 
n’arrive  que  si  q est  positif  dans  le  premier  membre  de  la  ^ 
proposée  (i) , et  > ^p'.  Mais  alors  la  proposée  revient  à. , . . 
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(*  + I/»)' + ”*=  O ; on  veut  donc  rendre  nulle  la  soramu  de 
deux  quantités  positives , problème  visiblement  absurde  ••  et 

comme  on  trouve  alorsx=— — — m,  lesymbole  m, 

absurde  en  lui-même , servira  à distinguer  ce  cas . Donc , le pro^ 
bkmt  est  absurde  lorsque  les  racines  sont  imaginaires , c’est- 
à-dire  quand  n est  positif  dans  le  i"'  membre  de  Véqu.  (l),  et 
que  q surpasse  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  p du  a*  terme. 

Cependant  nous  dirons  encore,  dans  ce  cas,  que  la  proposée 

a deux  racines , parce  qu’en  assujettissant  ces  valeurs 

x = — lp±\/  — JW,  aux  mêmes  calculs  que  si  elles  e'taient 
réelles,  c’est-à-dire  les  substituant  pour  x dans  la  proposée , 
elles  y satisfont;  nous  ne  donnons  ceci  que  comme  un  fait  al- 
gébrique. C’est  ainsi  que  les  valeurs  négatives,  quoique  vides 
de  sens  en  elles-mêmes,  peuvent  servir  de  solution  à une  équa- 
tion (n”  107)  sans  convenir  au  problème,  à moins  qu’on  n’y 
fasse  quelque  modification. 

2®.  Si  m est  nul,  ce  qui  exige  que  q soit  = i />*  et  positif 
dans  le  i"  membre  de  la  proposée  (i),  alors  x*-\-px  -f-  q re- 
' vient  au  carré  de  x + ^p,  et  les  racines  sont  égales } c’est  le 
passage  des  racines  imaginaires  aux  réelles. 

3®.  Si  m est  positif,  q doit  être  négatif  dans  le  1“  membre, 
à moins  que  y ne  soit  positif,  et  <;  j/j’;  dans  ce  cas  (n®  97,  III.) 

m = (x4-i/J-4-l7jJi)  X (x-fj/J—  \/m). 
Tels  sdiit'les facteurs  du  i"  membre  de  la  proposée  (i)  ; les  ra- 
cines sont  -f-  ^m  et  — \p — ^m,  dont  la  somme  est  — p, 

et  le  produit  — m ou  y. 

4“*  Si  m est  un  carré,  les  deux  racines  sont  rationnelles. 

5®.  Si  les  racines  sont  réelles  et  de  même  signe,  il  faut  que 
^ \ p l’emporte  sur  le  radical , qui  a le  signe  it  ; ainsi  ^p  > 1/  rj» 
oujp*>|p’ — q,  ou  enfin  j>o.  Ainsi , quand  y est  négatif , 
les  racines  ont  des  signes  contraires , et  lorsque  q est  positif 
' ( «p')  7 signe  est  le  même , mais  opposé  à celui  de  p, 

Voj.  n®  108,  2®.  pour  l’interprétation  des  racines  négatives.. 

6°.  Si  q=.o,  sans  reepurir  à la  formule  (2) , on  a 

px  = x(x-|-p)  = o,  d’où  X = O et  x = 


—P- 


i 
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J”.  Si /i  =2  0,  on  a*ir’ ^ g s=  O , d’où  x = ± v/—?»  valeur, 
réelle  ou.  imaginaire , selon  le  signe  de  y.  ^ 

8®.  Quand  la  proposée  a la  forme  -f-  £a:  + C = o , le  ^ ' 
1*'  terme  ayant  un  coefficient  A , nous  avons  dit  qu’on  le  dé- 
gage, en  divisant  tout  par  A ;i,mais  on  peut  aussi  tendre  ce  .• 
I*'  terme  un  carré,  en  multipliant  l’équ.  par  4A  : on  a ... 

4A‘x^•+^/iABx-^- ^AC=o;  . • s ^ 

on  compare,  comme  ci-dessus,  au  carré  de  zAx  -f-  n,  on  voit 
qu’il  faut  prendre  n = i?,  et  ajouter  5’.  pour  compléter  le  caiTé;  . 


donc 

(2Ax-^By  = £-  — 4AC,  et  X 


_ — B±\/CB'  — 4AC) 
2A  , . ..  • 


' . 


C’est  ainsi  qu’on  trouve , en  résolvant  par  rapport  à j"  l’équ . 

" ^ 'ïr  ' , ' ■ - ■ 

. - Ar*  + Bay  + Cx* -f- Dj"  + Ej;  + f = O,  , 

^ — Sx  — i)±vX(B* — 4'^Cjx>-f-2{BJ)  — 2AE)t  + B*  — 4-^B]  . 

^ = 

4 fl  «J  - ' .»  '* 

i.  g®.  On  a Ax^ -f- Bx -f- A [(x-}~  j/jy — -m],  ni  étant 
négatif,  nul  ou  positif,  suivant  que  les  racines  sontiinagi-, 
naires,  égales  ou  réelles.  Dans  les  deux  i"’  cas,  quelque  valeur 
qu’on  substitue  pour  x,  le  multiplicateur  de  étant  positif,  le 
produit,  ou  Ax‘-\-Bx  -f-  C,  doit  avoir  le  même  signe  que  A., 
Mais  si  m est  positif,  soient  a et  b les  racines  réelles,  on  a -•  » 

Ax‘‘ + Bx + €■=:  A {x — a)  {x  — b),'-  . , 

. , • ‘ » 
et  l’on  voit  que  si  l’on  donne  à x des  valeurs  pftts.grande^u  * . 

moindres  que  a et  b ÿ le  signe  du  résultat  sera  le  même  que  ’ - 

celui  de  A ; mais  il  sera  différent  si  x est  compris  entre  a et  br^ 

Le  trinôme , qui  conservait  ci-dessus  le  meme  signe  pour  toutes^  > 

les  valeurs  de  x,  change  donc  maintenant  deux  fois  de  signe,., 

lorsqu’on  fait  passer  x d’un  état  compris  entrera  et  b , à un 

autre  qui  soit  ou  > ou  < a et  6.’  ^ ^ 

• N J, 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  v 

i'’car.  gx* — i2X-J-8=o...  x=j±^[/ — i,,  ^ ‘ 

2'.  ...  gx» — i2X-1-4=o...  x=Y,  j . I 
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fgJr’ — 1 2i+3=o. . . ar=|db| , ou  x—  i , et  x=j , 
2j:*+.3x+i=±o...  t= — |rtj,oux= — |,eta:=— i , 
T* — a:— 2=0...  ar=5±|,  ou a:=2,  et x= — i, 

: X* — 5x= — 6....  x=3,eta:=2,  , 

, , . f Q =o =3,  et  a:= — 3, 

• ' ■ V { ar’+  9 '=o.- *=dt3  V/— I . > 

* i4o.  I.  Trouver  un  nombre X tel,  qu’en  ôtat^2^e  son  carré 
^ ■ le  reste  soit  i . On  a x*  — 2 = 1,  d’où  x z=.±.\  3. 

II.  Partager  a en  deux  parties  telles , que  m fois  la  1”, 

, multipliée  par  n fois  la  2‘,  donne  le  produit  p.  On  a 

’ mx.n{a — x)=/7,  d’où  x=ia±:^^^jn* 

. Si  l’on  veut  partager  a en  deux  parties , dont  le  produit  p soit 
donné , il  faut  fÿre  m = n = i . Comme  les  racines  sont  ima- 
ginaires lorsque'pi>^u',  on  voit  que  le  produit  ne  peut  surpas- 
ser le  carré  de  la  moitié  de  a,  c.-à-d.  que  Ije  carré  de  j a est  le 
plus  grand  produit  possible  qu’on  puisse  former  avec  les  deux 
parties  de  a(n“  97,  III.). 

III.  Étant  donnés  le  produit/?  de  deux  poids  et  leur  diffé- 
rence , trouver  cbacun  d’eux  ? On  a x^  = /? , x — y = d ; d’où 

x=  {d^Vi.ïd'+p) 
et  V/Qd’ -fp). 

• IV.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  somme  a,  et  celle  b 
de  leurs  cubes  soient  données.  De  x-f-y  = a,  -hj'^  = b, 
on  lire  a’ — 3a’x  -f-  3ox’  = ù , et  faisant  b = af,  on  a > 

x = ja-f- V/(i/— 

et  / = 1/(3/— 

V.  Quel  est  le  nombre  dont  n fois  la  puissance  p est  égale  à 
..  m fois  la  puissance/? -1-2?  x=±^(n!?n). 

VI.  Plusieurs  personnes  sont  tenues  de  payer  les  frais  d’un 
procès,  montant  à 800  fr.  ; mais  trois  sont  insolvables,  et  les 
autres,  suppléant  à leur  défaut,  sont  contraintes  de  donner 
'chacune  60  fr.  outre  leur  part;  on  demande  le  nombre  x des 
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payans.  On  a — 60 , d’où  x’  4-  3a:  = 4<>  et 

X + 3.  a:  ' , 

x=  — Jaby'd  — y avait  5 payans, 

au  lieu  de  8.  Il  est  aisé  d’interpréter  la  racine  négative  — > 8. 

VII.  On  a deux  points  lumineux  A et  B (fîg.^  i),  distans 

entre  eux  AB  = a ; l’intensité  de  la  lumièm  répandue  par  A 

est  m fois  celle  de  ; on  demande  lelieu  D qui  reçoitla  même 

clarté  de  part  et  d’autre , sachant  que  la  luniière  transmise  par 

un  point  lumineux  décroît  en  raison  du  carré  de  la  distance. 

Soient  «et  ^ les  intensités  des  lumières  que  communiquent 

les  foyers  et  .fî  à la  distance  i ; " , ^ . seront  celles  que 
reçoit  le  point  Z>  lorsqu’il  s’écarte  de à la  distance  i ,2,3 ...  ; 

Ü ^ 

ain»i«  — est  celle  qui  répond  à l’espace  AD  = xj  et  comme 

BD  =:  fl  — X,  la  lumière  que  B transmet  à D est  — ^ — ; on 

(n  — .r)*’ 

a donc  1 d’où  ^ = m , en  posant 

» e=  m$  ; extrayant  la  racine , on  trouve  enfin  5 


X = 


a\/m 


ou  x = 


m 


(mqi  v/m). 


\/m  rt  I 

En  général , on  doit  éviter  la  double  irrationnalité  des  deux 
termes  d’une  fraction  (n“  65),  et  surtout  celledu  dénominateur. 
Ici,  on  a multiplié  haut  et  bas  par  l/mip  1 , ce  qui  a donné 
(n*  97  , III)  pour  dénominateur  m — i,  et  pour  numérateur 
i).  On  en  dira  autant  des  cas  semblables. 

VIII.  Soit  donnée  une  fraction  ^ ; quel  est  le  nombre  x qui , 

ajouté,  toit  au  numérateur  o,  soit  au  dénominateur  ù , donne 
deux  résultats  dont  le  i".soit  i fois  le  2*,  ou 


a4-  X 


ia 


donc 


T~ ~ ' 

X = - i (fl + ù)  ± [ («  - *)  ‘ + ] • 
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IV.  DES  RAPPORTS. 


M. 


-• 


Des  Proportiofis.  és 


♦ 14.1.  I®.  L'équidifféreucea.i:c.É?,  équivaut  à a — b = c — d-, 
d’où  a d = c ^ b.  Si  l’équidifférence  est  continue,  on  a 
i a.b.d,  d’où  2bz~a  + d.  ( Voy.  n®  72.) 

' 2°.  Soit  la  proportion  a 1 i c;  rf,  ou  ^ = on  a = ùc, 

l)C 

d’où  d—  — . Si  la  proportion  est  continue  ff  « : i î d , dn  a « 

ô = V/  {ad).  {Voy.  n®  72.  ) ^ 

3".  a»  — 6»  = 771  — TW*,  ou(û4"^)  (a  — b)  = m (i  — m) , > 

, . . a + b i — m 

donne  la  proportion  — — — = ^ 

* , 1 -I-  X a - > 

De  même  i — x*—a  donne = .tf, 

I I — X 

% 

4°.  Ajoutons  ztzm  aux  deux  membres  de^  = ^;  il  vient 


a±mb  c±.md  ,,  , a±.mb  ù a±b 

= ; » d OU  —7- j = 3.  »n=I  , — = 

/.  A ’ CZÏLmd  d ' c-^d 


b 

’ c-±.d  d 


b ~ d 

( Voy.  n®  73.  ) . 

' 5®.  Soient  ^ = - =ÿ.= une  suite  de  rapports  égaux , de 

sorte  queg  = ÿ,  ou  0=^5',  c = dy,e=/ÿ. . . 

En  ajoutant  toutes  les  équations  on  a (n®  78,  3®.) 

U’^cdf-e. . .~q{p -\-d-^f-\-. . . ,)\ 


d’où 


’■  * a-f-c  + e+. . . a 

~-î  = Â- 


b-\-d-\-f-\-.. 

6».  Si  a : i c ; d,  on  a 

ni  M mm 

a"*  : h”'  ::  c"  : d®',  \/a  \\/b  ::  \/c  ; \/d. 
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142.  Soit  la  progression  .fa. 6. c, i.  A,. -dont  çst</ In,  *' 

raison  ,.n  le  nombre  des  termes;  on  a les  (n — i)'e'qu. , ' 

• ' J ! ‘.J  * * ,W'.\  I ' 

é = c=6”J-rf. . . , Z=  d J ' 

en  ajoutant,  il  vient  lz=a  -Çd  (n — i),  comme  (n“  85)< 

Cçtte  expression  de  la  valeur  du  terme.de  la  progrès- 
sion  est  ce  qu’on  nomme  le  terme  général;  il  repre'sente  tour  à 
tour  tons  les  termes,  en  faisant  n = i , 2,  3. . . ' 

Soit  s le  terme  sommatoire  de  la  progreat^n,  c’est-à-dire 
la  somme  de  ses  n premiers  termes  ; l’on  a , * '■ 

t ■ ’ . 

s a -f-  ^ c -f-  • • . . • i A “l*  l , 
bu  rf  = a-l-(a-f-d) + (a-+-2d). . . -+-a  + (n — \)d, 
et  aussi  /-f-  (/ — d)  -|-(Z — ad). . . -f-  / — (n— i)d, 

en  écrivant  le  2*  membre  en  sens  inverse.  Ajoutons  ces  e'qu.  ■ 
commeles  termes  correspondans  produisent  la  même  somme,  . ‘ 

est  visiblement  e'gal  à a-f-  l pris  autant  defois  qu’il  y a d’unités  , 
dans  nj  ainsi,  s=-j  n (a-f-/).  On  remarquera  qu’en  général  ' 
la  somme  a -f-  1 des  extrêmes  est  la  même  que  celle  de  deux 
termes  qui  en  sont  également  éloignés,  et  est  le  double  du  terme 
moyen  lorsque  le  nombre  des  termes  est  impair.  » / 

143.  Reprenons  cés  deux  équations  , ^ 

/=a-fd(n — I ) et  ^ = f n (a-f- /)  ^ 

Nous  pourrons  en  tirer  deux  quelconques  des  cinq  quantités  . 
a,  /,  d,  n et  s,  connaissant  les  trois  autres.  t 

Voici  divers  problèmes  relatifs  à celte  théorie.  / 

I.  Trouver  n,  connaissant  a,  det  s ? L’élimination  de  / donne  ^ ^ . 
s=ian-^\dn{n — 1 ) ; d’où  * i.,n  ^ 

1 a , tf /^^s 

n = dz 

2 d 

't 

Par  exemple,  un  corps  qui  descend  du  repos  tombe  de 
4 mètres  et-^  dans  la  i’*  seconde  de  sa  chute,  du  triple'dans 


^B+G-3’]- 
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celle  qui  suit,  du  quintuple  dans  U suivante....-,  on  demande 
combien  il  mettra  de  secondes  à parcourir  4oo  mètres.  (P'qy.  ma 
Méc.,  n“  iS^.  ) La  progression  f 4,9+  4>9-^  + 4»9-5  + . . . , 
donne  « = ^00,  a = 4>9>  ^ — 2^=9, 8;  on  trouve 

n = ^ ^ ” — 9"»°^  £=83” , 6 environ. 

II.  Combien  une  horloge  frappe-t-elle  de  coups  à chaque 
tour  du  cadran?  Si  elle  ne  sonne  que  les  heures,  on  a. . . 
I -J-2-f-3-f-. . . 4- 12  ; d’où  J = 6 X i3  = 78.  Si  elle  sonne  les 
demies,  ona2-f-3-}-4--'  + i3,  etr  =90. 

III.  On  a un  amas  de  boulets  de  canon  disposés  en  progres- 
sion par  düTérence,  et  composé  de  18  rangs  dont  chacun  con- 
tieift  2 boulets  de  plus  que  le  précédent  ; on  demande  combien 
il  y en  a dans  le  dernier  rang  et  dans  l’amas,  sachmit  que  le 
rang  supérieur  en  contient  3.  On  a a = 3,n=i8,  d=2  \ et  l’on 
trouve  1=37,  r = 36o. 

IV.  Entre  deux  nombres  donnés  a et/,  insérer  m moyens 
proportionnels  par  difiFérence.  Comme  «*4-2=  n,  on  a 


-}- d(m  4- I ) ,d’où</= 


/ — a 
m-i-i  ’ 


comme  (n“  85). 


» 


Des  Progressions  par  quotient. 


i44-  Soit  la  progression  a I 0 c ",  d ...  i : l , la  raison 
étant  q,  on  a les  n — i équations 

h—aq  , c — hq , d — cq....  l = iq  ; 

or,  en  les  multipliant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il 
vient  l—aq'~\  comme  n°  86;  c’est  le  terme  général.  On  peut 
toujours  donner  à une  progression  la  forme 

^a\aq  : ; aq' ....  ; aq"~'  ; 

donc  les  puissances  entières  et  successives  d’une  même  quantité 
<\sont  en  progression  par  quotient.  11  en  est  de  même  de  toute 
série  de  termes  dont  lesexposans  sont  en  progression  pardilfé- 
T.  I.  • ,4 
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rencc,  telle  queAar“-4-^a:."^*4-A4r"+^-f.. . . . Celle»ci  t«viaat 
à la  i'*  en  faisant  a^bt'*,  yi=ar*. 

Ajoutant  nos  I équations,  il  vient 

{b  + c-^d -\-l)z={a-^b  + c +*)?• 

Or , én  déstf^ant  par  s le  tertfie  sommatoire , on  a 
6-f-c-f*d...+Z=sES  — a,  ••■!-*  = « — l; 


donc  s — asz(s — l)q,o\xs^-^ . 

q—  I 

Si  la  progression  est  décroissante,  tout  ceci  est  également 
vrai , seulement  ÿ <C  > • Mais  à mesure  que  la  série  se  prolonge, 
la  somme  s des  termes  que  l’on  considère  s'approclie  de  p|^s  en 
plus  de  celle  S de  la  progression  entière  : soit  m la  différence 
S — t,  qui  est  indéfiniment  décroissante;  de  plus  le  dernier 
terme  / devient  en  même  temps  aussi  petit  qu’on  veût , po- 
sons ( n®  1 1 3 ) ; 


1— ÿ 


d’où  S — « — 


I — î 


— /8,  et  5: 


—q 


Ou  a donc  encore  comme  p.  i3g,  la  somme  totale  d’une  pro- 
gression infinie,  dont  le  i"  terme  est  a,  et  la  raison  ÿ <^i . Il  est 
visible  que  notre  raisonnement  revient  à avoir  posé  / = o, 
comme  désignant  une  quantité  infiniment  petite. 

On  rapporte  qu’un  souverain  voulant  récompenser  Sessa, 
inventeur  du  jeu  des  échecs , lui  accorda  un  présent  que  sa 
générosité  trouvait  trop  modique  : c’était  autant  de  grains  de 
blé  qu’il  y a d’unités  dans  la  somme  de  la  ptogréssion  double 
I : a :4  ! B ; i6. . . étendue  jusqu’au  64’  terme,  attendu  que 
l’échiquier  a 64  cases.  Gherchons  quelle  est  cette  somme.  On  a 
a—  I,  ÿ=a,  n=64  ; d’où  Z=a®^  et  s = a®^—  i.  Cette  puis- 
sance a été  calculée  p.  8i , et  l’on  trouve  que  r = i8  44^  774 
suivi  de  I a autres  chiffres.  Or,  un  kilogramme  de  blé  ordinaire 
contiéut  k pèu  près  a6i5o  grains,  et  l’ôn  sait  qu’un  hectare 
ne  produit  guère  que  t75o  kilogrUtniUOs  de  froment,  savoir 
45  76a  5oo  grains.  En  divisant  s par  ce  nombre , on  trouve 
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«[Ue  Scssa  deMandRit  le  produit  en  Wé  de  4o3  miiliaWs  dTiec- 
tare»  envirou^  c’«rt-à-dir*  8 fois  la  surface  entière  du  globe  ter- 
restre, en  y compreaant  les  mers,  les  laes,  les  déserts,  etc. 

Leséqu.  i=:a^*~‘;s-^azst(s—i)q  " ■* 

servent  à résoudre  tous  les  proMèrnes  où,  connaissant  trois  des 
cinq  nombres  a,l,n,q  et  r,  on  demande  les  deUx  autres.  Du 
reste,  les  calculs  qu’il  faut  exécuter  ne  sont  quelquefois  prati- 
cables que  par  des  méthodes  qui  ne  sont  exposées  que  dans  ce 
qui  suivra.  Par  ex.,  a,  n et  j étant  donnés,  on  ne  peut  obtenir 
q qu’en  résolvant  l’équ.  aq'^sq  + ss=a,  qui  est  du  degré  n. 
Lorsque  l’exposant  n est  inconnu , on  doit  recourir  à la  doc- 
trine des  log.  n“  147,3®.  !.  J .«  , K.  j ,_ 

’■*  ;5  ^<1--.  n 

Des  Logarithmes. 

145.  Faisons  varier  * dans  l’équ.  a*,  et  observons  les  va- 
nations  correspondantes  de  j-, 

1®.  Si  a>  ,,  en  faisant * = o,  on  a^=,;a:=  i,  donc 
^ mesure  que  x croîtra  depuis  o jusqu’à  i ; et  de  là  à 
l’infini,  ^croîtra  de  1 vers  a,  et  ensuite  à l’infini  ; de  sorte  que 
- quand  a:  passe  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  en  suivant 
la  lot  de  continuité,  J croit  aussi,  quoique  bien  plus  rapide- 
ment. Si  l’on  prend  pour  x des  valeurs  négatives,  on  a j-— g-x 
*1  * ^ 
ou  (n®  i3i)  Ainsi,  plus  * croît,  et  plus  cette  fraction 

J décroît  ; de  sorte  qu’à  mesure  que  x augmente  négativement 

J décroît  de  i vers  o ; ^ = o repond  à x infini. 

/ • 

2".Siu<i,onferan=.i,ùsera>  r,  et  l’on  aura  j-z=_L 

suivant  qu’on  prendra  x positif  ou  négatif.  On  re- 
tombe donc  sur  le  même  cas , avec  cette  différence  que  x est  po- 
sitif lorsque  y 1,  et  négatif  pour  ^ i ; 

3®.  Si  a—  1,  ona^=  1 quel  que  soitx. 

Pourvu  que  n soit  autre  que  l’unité,  on  peut  donc  dire  qu'il 
J a toyours  une  valeur  pour  x qui  rend  a-  égal  à un  nombre 
donné  quelconque  y.  L’usage  perpétuel  qu’on  fait  des  belles  pro- 

14.. 
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priéltfs  de  l’équalion  = exige  qu’on  fixe  des  dénoinina> 
lions  à ses  parties,  afin  d’éviter  les  circonlocutions.  On  nomme 
X le  logarithme  du  nombre  y ; la  quantité  arbitraire  et  inva- 
riable a est  la  base.  Donc  le  logarithme  d un  nombre  est  l’ex- 
posant de  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  la  base  pour 
produire  ce  nombre. 

Lorsqu’on  écrit  xc=  Log.jr,  pour  désigner  que  x est  le  loga- 
rithme du  nombre  ou  quej^  = a*,  la  base  a est  sous-en- 
tendue , parce  qu’une  fois  choisie , elle  est  supposée  demeurer 
fixe.  Mais  si  on  la  change , on  doit  indiquer  la  nouvelle  base, 
c.-à-d.  de  quel  système  de  logarithmes  il  s’agit.  C’est  ainsi  que 
10^=1000,  3^=32  indiquent  que  3 est  le  logarithme  de  looo, 
et  que  5 est  celui  de  3a  ; mais  la  base  est  lo  dans  le  i"  cas  ; elle 
est  2 dans  le  second. 

1 46.  On  tire  de  là  plusieurs  conséquences. 

I*.  Dans  tout  système  de  logarithmes , celui  Se  i est  zéro,  et 
celui  de  la  base  a est  un. 

2®.  Si  la  base  a est  > f , les  logarithmes  des  nombres  > i 
sont  positifs^  les  autres  sont  négatifs.  Le  contraire  a lieu  si 
a I. 

3®.  La  base  étant  fixée , chaque  nombre  n’a  qu’un  seul  loga- 
rithme réel  : mais  ce  nombre  a visiblement  un  log.  différent 
pour  chaque  valeur  de  la  base , en  sorte  que  tout  nombre  a une 
infinité  de  logarithmes  réels.  Par  ex.,  puisque 9*=8i  ,3*=8i^ 
2 et  4 sont  les  log.  du  même  nombre  81,  suivant  que  la  base 
est  9 ou  3. 

. 4“.  Les  nombres  négatifs  n’ont  point  de  logarithmes  réels, 
puisqu’en  parcourant  la  série  de  toutes  les  valeurs  de  x depuis 
00  jusqu’à  -f-oo  , on  ne  trouve  pour  j' que  des  nombres  po- 
sitifs depuis  o jusqu’à  -f-co  . 

La  composition  d’une  table  de  log.  consiste  à déterminer 
toutes  les  valeurs  de  x qui  répondent  k y = i . . dans 

l’équ.  J = Si  l’on  suppose  a*  = m , en  faisant 

.r=ü  « 2«  • 3m  4*  5m...  logarithmes, 

ou  trouve^— I w*  m*  m". . . nombres; 
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les  log.  croissent  doue  en  progi'ession  par  didèrence,  tsmdis 
que  les  nombres  croissent  en  progression  par  quotient;  o et  i 
sont  les  deux  i*”  termes  : les  raisons  sont  les  nombres  arbi- 
traires « et  m.  On  peut  donc  regarder  les  systèmes  de  valeurs 
de  X et  J'  qui  satisfont  réqu.^=<i^,  comme  classés  dans  ces 
deux  progressions,  ce  qui  met  d’accord  les  deux  définitions  que 
nous  avons  données  des  log.  (n“*  87  et  i45). 

Le  signe  Log,  sera  dorénavant  employé  à désigner  le  loga- 
rithme d’un  nombre  dans  un  système  indéterminé;  réservant 
le  signe  log.  pour  les  log.  de  Briggs,  dont  la  base  est  10. 
i47«  Démontrons  par  Algèbre  les  propriétés  des  logarithmes. 
I®.  Soient  x et  x'  les  log.  des  nombres oax=Log.j-, 
X =.  Log.  ; on  a a*=jr,  en  multipliant  et  divi- 

sant ces  deux  équ.  l’une  par  l’autre,  011  obtient 


Mais  il  suit  de  la  définition  que  les  exposans  x -f-x'  et  x — x> 
sont  les  log.  de  et^,  ; 
donc  Log  jr  -f  Log  f = Log  {yf) , 

Logy  — Logf=  Log 

a®.  Si  l’on  élève  à la  puissance  m l’équ.  = et  si  l’on  en 
. * 

extrait  la  racine  m',  on  aj^"'  = û'"*,  \/ y=  n"  : la  définition, 
donne  mx  = Log  Log  y/ y ; donc 

Logy"=  m Logy,  Log 

m 

ces  résultats  sont  conformes  à ce  qu’on  a vu  ( n®  88). 

3®.  Pour  résoudre  l’équ.  c=a^,  dans  laquelle  c et  n sont 
donnés  et  x inconnu,  on  égale  les  log.  des  deux  membres  et 
l’on  en  tire  Log  c = x Log  a ; une  simple  division  donne  donc 

x=^. 

Log  a 
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Ou  peut  donc  trouver  la  valeur  de  Vexposant  n dans  l’e'qu. 

/ = ay  du  n“  i44»  relative  aux  progressions  par  quotient  : 

Loff  l = Lo§a-{-{n—  i ) Logq^  d’oùns::  i 4. Cf . 

Log  q 

L’inconnue  étant  x dans  l’équ.  . . ==Pj 

(JS  C \ 

^ + • -J  ou  Ço*=Py 

log  P log  Q 

log  a 

Dans  a*z=b,  si  z est  dépendant  de  l’inconnue  x,  et  qu’on 

IcfT  b 

ait  Z =v^x"*4-Æx'°~*...;coqunez=j^°  un  nombre  connu 
A^,  U reste  à résoudre  l’équ.  du  degré  m,K= Ax’‘  -f-  Bx^~  . 

Soit, par èx.,4(|)*  “®*+^=9; onentire(x*-5x4-4)  Jogs=ï°64; 

donc  X*  — 5x  + 4= — 2*  degré  qui  donne  x = a, 

et  =3. 

4”.  Soient  deux  nombres  etj-  + m;  la  difierence  des  log. 
pris  dans  un  même  système  quelconque  est 

Loff  Cr  + m)  — Log  y = Log.  = Log(^i+^, 

quantité  qui  s’approche  de  Log  t , ou  zéro,  à mesure  que  ^ dé- 
croît, et  qui  est  d’autant  moindre  que  est  plus  grand  : donc 
les  log.  de  deux  nombres  diJJ'erenl  moins  quand  ces  nombres  sont 
plus  grands  et  plus  voisins.  C’est  ce  qu’ou  a vu  n^gi,  III. 

i48.  Lorsqu’on  a calculé  une  table  de  log.  dans  un  système 
dont  la  base  est  n , il  est  facile  d’en  former  une  autre  dont  la 
base  soit  b ; car  dans  l’équ.  a^  -=.jy  x est  le  log.  de^  dans  le 
système  qui  a pour  base  a : or  prenons  les  log.  des  deux  nom- 
bres dans  le  système  b\  nous  aurons  xLog  a=Log  Ainsi 
pour  trouver  le  log.  de^  dans  le  a"  système , il  faut  multiplier 
X,  ou  le  log.  de  J'  dans  le  i''  système,  par  Log  a;  et  si  l’on  mul- 
tiplie par  Log  a tous  les  log.  de  la  1"  table,  on  en  formera  une 
nouvelle  pour  la  base  b.  Ce  facteur  constant  Log  a,  qui  traduit 
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Ainsi  tous  les  lo§.  du  système  a dans  le  système  b , est  appelé 
module  } c’est  le  log.  de  la  première  base  a calculé  dans  Iç  sys- 
tème 6 ; et  si  l’on  divise  Log^  par  x , qui  sont  les  logarithmes 
d’un  même  nombre  quelconque  dans  les  deux  systèmes,  le 
quotient  sera  le  module  Log  a relatif  à ces  systèmes,  et  par 
conséquent  sera  constant  pour  tous  les  nombres. 

Lorsqu’il  arrive  qu’on  trouve  moins  d’avantage  à prendre  la 
base  = I O,  qu’à  préférer  un  autre  système , il  est  donc  aisé , 
à l’aide  d’une  seule  table  de  log.,  tels  que  ceux  de  Briggs , de 
calculer  tout  autre  log.  dans  ce  nouveau  système.  Par  ex. , le  log  | ; 

dans  le  système  dont  la  base  est4,  est  ^ s 

•'  ” Log^  LogS—tog’] 

la  base  est  ici  ce  qu'on  veut,  et  si  on  la  prend=io,tout  de- 


ou — I : ce  qui  est  d’ailleurs  évident,  puisque  l’équ.  y=zoF 
devient  ici  f = (|)*  = (|)"*,  et  x est  visiblement  — i . 

149.  Il  importe  de  s’exercer  à l’usage  des  logarithmes  dans 
les  calculs  algébriques  ; voici  divers  exemples  : 

I®.  log  {a.h,c.d.  ..)  = log  a-f-log  &-flog  c-f-log  , 

^ahc\  * 

a®.  log  ( 1 = log  « -4-  log  i log  c — log  — log  e, 

3®.  log  (a".b".cP...)z=z  mlog  a-(-  n log  b +p  log  e. . . , 

— — j = m log  a -4-  rt  log  S — log  c, 


5°.  log  (a*— x>)  = log[(a  + x)  X (<•— a;)]  =log(a-4-x)+log(a— x), 


En  ajoutant  et  ôtant  du  trinôme , il  devient  — ax 

si  l’on  pose  %'=:  ax,  z sera  facile  à trouver  par  log.,  et  l’on 


vient 


ao5o476  pour  le  log. 


cherché. 

Pareillement  Log  | , dans  le  système  | , est 


lo^_log2— log3 
logî  log  3— log  a 
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aura  (a-f-a:)”  — JB*  OU  (a-f-ar+z)  (a-f-x — z)  j donc 

JM 

log  v^(aî  — J:5)'”=  - [Iog(a  — i)-f-log(a  + * + «)-(-log(a  + x — b)]. 

Ce  calcul  résout  en  ses  facteurs  et  permet  l’emploi 

des  log.  < 

9».  v'fa’  4-x*),  en  posant  aaxrr»»  , devient  y'[(a  + x)*  — a*  ], 
log  = + log(“4-x  — *)]. 

✓(a- 


‘O®,  log  i = i [log(a  — x)  — 31og(a-|-x)]. 

(a+x)*  2 

« 

11*.  Pour  insérer  m moyens  par  quotient  entre  a et  /,  il 
faut  foire  n z=m  -J-  2 dans  l’équ.  t =ay*~‘  (n®  i44)>  ‘l’où.  l’on 

tire  la  raison  y' (-),  et  log  j = -7- • Les  otvers 

termes  ay,  aç*, ...  ont  poflrlog. , log  a + log  q,  log  a + 2 log  . . 
Ainsi,  pour  insérer  1 1 moyens  entre  i et  2,  comme  ici  logu  =o, 
on  trouve  log  ç=rî  X log  2=  o ,o25o858,  etq  = i ,o59463;  les 
log.  des  termes  consécutifs  sont  2 log  q,  3 log  q... , et  la  pro- 
gression est  (c’est  la  génération  harmonique  de  Rameau) 

fj  I : 1 ,059463  : 1 ,122461  : i , 189207  : ...  : i ,887747  : a- 

12®.  La  base  du  système  étant  a,  on  a z ; car  d’après, 

la  définition  des  log.  dans  l’équ.  ay  = z,  y est  le  log.  de  z. 

A Joe  a ..log  -A 

De  meme  ° ^ ' — * • 

a 

i3*.  Soit  X l’inconnue  de  l’équ.  b x — cmx.  fx—p  ; on  en 
tire  ^ log  b =mx:\ogc+  (x — p)  log  / : il  reste  donc 
à résoudre  l’équ.  du  2*  degré 

(m  log  c + log  /)  X*—  ( n log  A -f  />  log  / ) X 4-  a log  A = o. 

. , log  a — log  b 

i4®.  = a .b"’^~'  donne  x=  — \ -v — r- 

. mlogc  — nlogo 

i5®.  La  population  d’une  ville  s’accroît  chaque  aunee  de  — , 
combien  v aura-t-ii  d’habiUns  au  bout  d’un  siècle,  le  nombre 


« . 
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étant' actuellement  100000?  Faisons  ra=iooooo;  au  bout 
d’un  an,  la  population  sera  n + -^n^n.~=n.  Après  l’année 
suivante,  «'deviendra  de  même  n'.  |^=  « (|^)“.  • • On  trouve 
ainsi  qu’au  bout  de  100  ans,  le  nombre 
des  habitans  sera 


n (fi)'”  = x =2  654  874, 


log  3i  = ijigiSâiGg 
— log  3o  = i,477iataS 
o,oi4a4o44 
100  fois. ..  i,4a4o44 
Ingn  = 5,000000 

Jogjr  = C,4a4o44 


comme  le  montre  le  calcul.  Si  l’accrois- 
sement annuel  de  la  population  est  d'un 
r',  on  trouve  de  même  que  le  nombre  primitif  n des  habitans  de- 
vient, après  ÿ années,  x=n  On. peut  prendre  pour 

inconnue  l’une  des  quantités  x,  n,  r ou  q,  les  autres  étant 
données  ; et  l’on  trouve 


logx=logn-Kv[log(i  -f-r)  — 1 
log  X — log  n 
log(l  +r)  — log'r’ 


;r],  logn  = logar— 9tlog(i  +r)  — logr], 

iog(^.+Q  = !°gf-:r'?g-?. 


Problèmes  dépendons  des  Proportioju. 

i5o.  Règle  d’intérêt.  Ce  qu’on  a dit  n°  80,  prouve  que  le  ca- 
pital C placé  à i pour  cent  par  an  ; produit  en  j jours,  l’intérêt 
simple 

X — 

et  comme  / peut  être  décomposé  ea  parties  aliquotes  ou  divi- 
seurs de  6000,  et  i en  diviseurs  de  6,  on  retrouve  le  procédé  de 
calcul  exposée  n“  80.  '' 

Intérêt  composé.  Quand  chaque  année  on  laisse  le  capital 
s’accroître  des  intérêts  échus,  voici  ce  qui  arrive.  Si  r fr.  rap- 
portent I fr.  après  un  mois  ou  un  an,  le  capital  a s’est  accru 

de  -,  et  est  devenu 
r 


36000  ^6000^6 


en  faisant  pour  abréger,  q — 
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Ma  is  ce  nouveau  capital  a placé  durant  le  mois  ou  l’au  qui 
suit,  devient  de  inêine  dq,  ou  aq'.  Ainsi,  on  a successivement 
aq\  aq^, ...  et  après  t fois  l’unité  de  temps,  le  capital  àccu~ 
mulé  avec  les  intérêts  échus,  est 

ar  = ûÿ‘=a 

Cette  équ.  donnera  l’on  des  quatre  nombres  a,  t,  x et  r ou 
les  trois  autres  étant  connus.  Si  l’on  veut  que  l’intérêt  soit  sti- 
pulé à tant  pour  cent,  on  fera  ri  = |oo,  q = i-^o,oi  X >• 

Par  ex.,  un  homme  destine  une  somme  de  10  000  à payer 
un  bien  de  1 a ooo  fr.  ; il  place  à cet  effet  son  capital  à Spour  cent 
par  an,  et  y joint  chaque  année  les  intérêts  échus  : on  demande  à 
quel  instant  son  but  sera  rempli;  on  a i—5,  r=ao,ÿ 

laoposstooooxdi)'.  ou6=5x(^)'; 

d'oùl’on  tire  la  valeur  del’exposantt,  parle  théorème  n°  i47i3°., 
savoir,  t = 3 ans  et  9 mois  environ. 

La  table  ci-jointe  suppose  qu’un  capital  de  1000  fr..est  placé 
à 4*  5 ou  6 p.  °/q  par  an  ; que  l’intérêt  est  payé  par  semestre  ; 
et  que  chaque  intérêt  est  immédiatement  joint  au  capital  pour 
devenir  productif  d’intérêt. 

On  y voit  qu’une  somme  de  1000  fr,  à 5 p.  “/»  l’an,  produit 
1 996^,50  au  bout  de  i4  ans,  en  cumulant  .sans  cesse  les  intérêts 
semestriels. 

C’est  donc  la  même  chose  de  payer  actuellement  1000  fr. , 
ou  de  donner  1996^,50  dans  i4  ans,  quand  le  taux  d’intérêt 
aunucl  est  5 p.  % : celui  qui  est  obligé  de  payer  ]9g6',^o  dans 
i4  ans,  sans  intérêt,  peut  escompter,  ou  se  libérer,  en  payant 
de  suite  seulement  1000  fr. 

On  voit  aussi  que  le  capital  est  doublé  en  moins  de  i4  ans 
et  demi , à 5 p.  "/o  l’an  ; il  serait  triplé  en  19  ans  à 6 p. 

Quand  le  capital  est  2 ou  3 mille  francs , il  faut  doubler  ou 
tripler  les  nombres  ci-dessus,  et  ainsi  proportionnellement  pour 
tout  autre  capital.  Par  exemple  , aSoo  fr.  capitalisés  avec  les 
intérêts  pendant  12  ans  produiront  a,  5 X 1 808^,  7 3=4  52 1 ',82  ; 
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Accroissement  de  1000  fr.  par  intérêts  composés  de  & en  6 mois, 
aux  taux  4 , 5 et  6 pour  cent  par  an. 


et  c’est  la  même  chose  de  payer  actuellement  t.5oo\  ou  de  don- 
ner 4^2 1 ',8a  dans  12  ans. 

Si  l’on  devaitpayerSoooo'dausSanssansinte'rêt,  on  pourrait 
escompter  actuellement,  en  donnant  une  somme  qu’on  trouve 
par  cette  proportion  ; si  i28o',o8  deviennent  Soooo',  1000'  de- 
viennent a:=23436',o4,  somme  à payer  de  suite,  au  lieu  de 
3oooo'  dans  5 ans,  au  taux  de  5 p.  ®/o  par  an. 

i5i.  Annuités.  On  nomme  ainsi  la  rente  d’un  capital  a, 
calculée  de  sorte  qu’en  payant  chaque  année  une  somme  r,  qui 
soit  toujours  la  même , cette  somme  soit  formée  des  intérêts 
échus  et  d’un  à-compte  sur  le  capital , lequel  se  réduisant  ainsi 
peu  à peu , soit  rendu  nul  après  un  temps  déterminé. 

Le  capital  vaut  aq  après  la  i'*’  année  -,  on  paie  x , et  l’on  ne 
doit  plus  que  a'z=aq — x.  Après  le  2*  paiement  x,  a se  trouve 
de  même  réduit  à a'q  — x , ou  aq'  — qx  — x : continuant  de 
même  à multiplier  par  «y  et  à retrancher  x,  pour  avoir  ce  qui» 


* 
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reste  dû  après  chacune  des  années  successives , ou  en  vient  enfin 
à trouver  que  l’emprunteur  doit  encore  après  t années , lors- 
qu’il vient  d’effectuer  son  C paiement  x ( n°*  99 , i44)’ 


ou 

ou 


Z = aq‘  — xg'“'  — Xÿ‘“* ...  — X 


z-=za^ — X (ÿ'“* -f- . . . -|- 
z 3=  (a  — xr)  , 


i)  = aÿ‘ — X 


à cause  de  ^rr  = i -f-  Si  l’emprunteur  s’est  acquitté , z = o 

et  l’on  trouve 

<»?*(?— »)_■  O..  (»+>•)* 

q‘ ■ — I r^(i-f-r)'  — r*‘ 

Du  reste,  on  peut  prendre  ici  pour  inconnue  l’une  quel- 
conque (v.p.  1 54)  des  quantités  X,  a,  q,  rett,  les  autres  étant 
données.  Les  log.  sontalors  d’un  usage  très  commode,  ou  même 
indispensable.  S’il  faut  résoudre  l’équ.  par  rapport  à l’expo- 
sant t,  on  trouve  q'(x  -{-a — aq)  = x,  d’où  (n®  147,  3®.) 

^ logx  — log  (x  + a — aq)  log  x -f-  log  r — log  (rx  — a) 

ïcg"?  ~ log  (I  -f  r)  — log  r ■ 

De  même,  si  l’on  veut  que  rinconnue  soit  x ou  a y on  posera 

rx  — a 


d’où  X = J^-^,  fl  = x(r— J-), 


équ.  qui  donneront  x ou  a,  lorsque  sera  connu.  Or,  substi- 
tuant ci-dessus  pour  x cette  valeur,  on  trouve  (i  ryjr=  H"*". 

C’est  sur  cette  théorie  que  sont  établies  les  rentes  dont  le  ca- 
pital et  les  intérêts  s’éteignent  à la  mort  du  préteur,  et  qu’on 
nomme  viflg’ères.  On  suppose  que  le  prêteur  doit  encore  vivre 
f années , lorsqu’il  place  le  capital  a , et  l’on  demande  quelle 
somme  X on  doit  lui  payer  chaque  année , pour  qu’à  l’expiration 
de  ces  t années  il  n’ait  plus  droit  à aucune  somme  : cette  rente 
(St  donnée  par  la  valeur  ci-dessus  de  x.  Si , par  ex. , l’intérêt  de 
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loofr.  en  perpétuel  est  5 (5  pour  cent,  ou  le  denier  ao) , on  a 
r=2o;  et  si  l’on  prend  n = loo  fr.  pour  capital , on  obtient 

- A " 


20 


100 


de  m< 


10—J 

^rai  qu’on  ne  sait  pas  d'avance  combien  d’années  le 
pit  encore  vivre  ; mais  on  le  suppose,  d'après  les  tables 
lité  : et  quoique  cette  présomption  puisse  être  fau- 
tive, elle  devient  exacte  pour  un  grand  nombre  d’individus  pris 
ensemble,  parce  que  les  uns  gagnent  précisément  en  durée  de 
la  vie  ce  que  les  autres  perdent.  On  sait , par  expérience , quelle 
est  la  durée  de  vie  probable  d’un  individu  dont  l’âge  est  connu. 
La  i**  ligne  est  celle  des  âges,  la  a°  le  nombre  t d’années  qui 
restent  probablement  à vivre.  (Voy.l’.<^nn«.  duBur.  des  Long.) 

Ages...  I.  5 .io.i5.ao  .a5  .3o  .35.4<>.4^>âo.â5.6o.65  .70.^5.80 ans. 
t 37.4^43-39-35j.3a}.  09^-.  a6.33.ao.17.14.  II.  8J.  6j.5.  3jans... 

C’est  sur  cette  probabilité  q^u’on  établit  l’intérêt  des  rentes 
viagères.  Ainsi  un  homme  de  4»  ans  pouvant  encore  espérer 


ans  d’existence , t = a3 , et  l’on  trouve  jr  = 


20 


I ,o5“^ 


= 6,5 


environ,  d’où  or  = 7,4  : le  capital  doit  être  placé  en  viager 
à 7,4  pour  cent  par  an.  Les  chances  réservées  aux  membres 
des  sociétés  connues  sous  le  nom  de  Tontines  sont  aussi  réglées 
sur  le  même  système. 

i52.  Escomptes,  Soit  a le  capital,  i l’intérêt  de  100  fr. 


au 


par  mois,  r le  denier,  t le  nombre  de  mois, est  l’intérêt 


1 00 


ainsi,  pour  Yescompte  en  dehors,  la  somme  à payer  pour  le  ca- 
pital n est  . r. 


Pour  l’escompte  en  dedans,  il  faut  raisonner  ainsi:  puisque 
100  + ti  doitètrc  réduit  à 100,  à combien  a est-il  réduit?  d’où 


100  a 


ar 


x~ 


100  -)-li  r -f-  r 
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Si  la  somme  5 n’est  exijpble  que  dans  t mois,  et  qu’on  TeitiUe 
avoir  e'gard  aux  interets  des  intérêts  durant  ce  temps,  il  faut 
recourir  à la  formule  de  la  p.  218;  on  trouve  que  le  captai  S 
doit  être  réduit  à 9 h 


■ = ^(7^7)=-^  (*+0  =|- 


i 


i53.  Réglés  de  fausses  positions.  Soit  ax  = b l’équâtion  qui 
lie  entre  elles  les  parties  d’une  question  ; si  l’on  suppose  à x 
une  valeur  arbitraire  s,  et  qu’on  l’assujettisse  à satisfaire  aux 
conditions  du  problème , ce  ne  serait  que  par  hasard  qu’on 
trouverait  as  =z  b.  Supposons  donc  qu’on  ait  = c ; en  divi- 

S C 

sant  terme  à terme  par  ax=sb,  on  trouve  - = ^ : ainsi  le  ré- 
sultat qu’on  obtient  est  à celui  qu’on  doit  obtenir,  comme  le 
nombre  supposé  est  à V inconnue. 

Cherchons  un  nombre  dont  la  lej  et  le  ^ réunis  fassent  456. 

~ Supposons  que  200 soit  oe  nombre;  sa  moitié,  son  quart  etson 
cinquième  forment  190,  au  lieu  de  4^î  ainsi  200  n’esi  pas  le 
nombre  cherché  : on  posera  la  proportion 


190  ; 456  II  200  I X,  d’où  ar=  480. 

Combien  faudrait-il  de  temps  pour  remplir  un  bassin  à l’aide 
de  quatre  robinets,  dont  l’un  le  remplirait  en  2 heures , le  2* 
en  3,  le  3*  en  5,  le  4‘  en  6.  Supposons  qu’il  fallût  ùne  heure  ; le 
premier  robinet  emplirait  la  moitié  du  bassin,  le  2'  le  ÿ,  le  3'  le 
I,  le  4*  le  g;  et  comme  on  trouve  -*  -f-  j -1-  -5  -f-  ^ =|,  au 
lieu  de  i,  il  y avait  erreur  à supposer  une  heure;  on  dira 
f I I II  I I x=  I*  =5o  minutes. 

Ce  procédé , quoique  applicable  aux  règles  de  société,  d’in- 
térêt, etc.,  ne  l’est  pas  à tous  les  problèmes  du  premier  degré, 
puisque  l’équation  la  plus  générale  est  ax -i~  b = ex  -f-  d.  Si 
la  supposition  a:  = « ne  rend  pas  as  -f-  b égal  à es  d,  il  eu 
résultera  une  erreur  e,  de  sorte  que  as  b — {es  d)^  e\ 
retranchant  de  là  ax-^b — (cx-Hf)  = o,  o»a  {a — c)  (s — x)=e. 
Une  autre  supposition  / qui  entraînerait  l’erreur  e',  donnerait 


i 


\ 

; 
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{a — c)(^s'—x)=te'  : divisant  ces  résultats  ternieà  terme,  on  a 


Ainsi,  multipliez  la  t'’*  erreur  par  la  2*  supposition,  et  récipro- 
quement; retranchez  les  produits,  en  ajantégard  aux  signes  des  ^ ' 

erreurs  J divisez  ensuite  par  la  différence  des  erreurs,  le  quo- 
tient sera  l’inconnue.  C’est  en  cela  que  consiste  la  règle  de  dou- 
ble fausse  position,  applicable  à tous  les  problèmes  du  pre- 
^mier  degré. 

Dans  notre  dernière  question  ; la  supposi- 
tion de  *=  i'‘,  a donné  |,  et  |>ar  conséquent  Suppo».  Erreurs, 
l’erreur  -f-  5.  En  faisant  x = on  a 5 pour  ’ beure-4-  5 

résultat,  et  — | d’erreur.  J’écris  ces  nombres  » • • • s 

comme  on  le  voit  ci-contre,  je  müUiplic  en  croix,  et  je  re- 
tranche; j’ai  ou  i;  la  différence  des  erreurs  est  5 -f-  ’ 

ou  I ; enfin  je  divise  | par  r,  et  j’ai  a:  = |. 

Un  père  a 4o  ans,  son  ûls  en  a 12;  quand 

11.  f ..  • 1 1 1 • ; Suppos.  Erreurs. 

1 âge  du  pere  sera-t-il  triple  de  celui  du  fais  5 ans  6 

{page  i52  ) ? Je  suppose  5 ans  : le  père  aura 

alors  45  ans  ,1e  fils  17;  le  triple  de  1 7 , au  g -h  2 

lieu  de  produire  4^,  donne  6 ans  de  plus.  Eu 

supposant  i an,  l’erreur  est  de  — 2.  Les  produits  réciproques 

des  erreurs  par  les  suppositions  donnent  16  pour  différence  ; 

divisant  par  la  différence  des  erreurs,  qui  est  8,  j’ai  2 ; c’est 

dans  2 ans  que  l’âge  du  père  sera  triple  de  celui  du  fils. 
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LIVRE  TROISIÈME. 


ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE. 


La  GioHÉTBiE  est  la  science  qui  se  propose  de  mesurer  l’É- 
TENDUB  et  d’en  conside'rer  les  formes  et  les  propriétés.  Tou^ 
corps  a trois  dimensions , Longueur,  Largeur  et  Épaisseur  ou 
Profondeur  : les  limites  qui  le  déterminent  en  sont  la  Surface. 
Mais  les  surfaces  d’un  corps,  en  se  rencontrant  deux  à deux,  sont 
elles-mêmes  terminées  par  des  Lignes;  les  limites  qui  bornent 
les  lignes  sont  des  Points.  Ce  sont  ces  diverses  limites  des  corps 
qui  nous  servent  à reconnaître  leur  Figure. 

Quoiqu’il  n’y  ait  pas  de  corps  sans  trois  dimensions,  on  fait 
souvent  abstraction  de  l’une  d’elles  ou  de  deux  : par  ex.,  si  l’on 
parle  de  la  grandeur  d’un  champ,  ou  de  la  hauteur  d’un  édifice, 
on  n’a  égard  qu’à  une  sbrfacc  ou  une  ligne.  Afin  de  procéder 
du  simple  au  composé,  par  une  gradation  qui  facilite  l’étude , 
nous  diviserons  la  Géométrie  en  trois  parties  : la  première 
traitera  des  Lignes,  la  seconde  des  Surfaces,  la  troisième  des 
Volumes. 

I.  De.S  LIGNE.S. 


Des  Droites  y des  Angles  et  des  Triangles. 

i54.^  On  peut  regarder  une  ligne  comme  la  trace  que  laisse 
un  point  A (fig.  i ) qui  se  meut  vers  un  autre  point  B.  On  dit 
que  la  ligne  est  droite  quand,  en  la  faisant  pirouetter  autour 
de  deux  de  ses  points  A et  B (fig  i ) , aucun  des  autres  points 
de  AB,  n’éprouve  de  déplacement  : sinon , la  ligne  est  com- 
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DROITES,  angle:s,  triangles.  a 25 

^ posée  de  lignes  droites  brisées  AC,GD,DB  (fig.  2)  disposées  bout 
à bout;  ou  bien  cette  ligne  n’a  aucune  partie  rectiligne  et  est 
appelée  Couabe  AMB  (fig.  3). 

Donc  i»  lorsqu’une  ligne  AB  (fig  i)  est  droite,  et  qu’bn 
prend  sur  son  cours  deu.\  points  G,D,  la  droite  GD  qui  joint  ces 
points  se  confond  dans  toute  sa  longueur  avec  les  points  de  AB; 
et  si  l’on  imagine  au-delà  des  extrémités  G et  D d’une  droite Gd' 
deux  autres  points  A et  B,  tels  que  la  droite  AB  coïncide  avec  Gd’; 
ces  points  A et  B sont  dits  sur  le  prolongement  de  la  droite  GD.  * 
2».  Toute  droite  GD  doit  être  conçue  prolongée  indéfiniment 

par  ses  deux  bouts. 

3 . Deux  droites  qui  opt  deux  points  communs,  coïncident 
ensemble. 

4°.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu’en  un  seul  point, 
puisque  si  elles  avaient  deux  points  communs,  elles  coïncide- 
raient. 

Un  Plan  est  une  surface  sur  laquelle  est  appliquée  toute  ligne 
droite  joignant  deux  points  quelconques  de  cette  surface. 
Etant  donnés  trois  points  non  en  ligne  droite,  on  peut  tou- 
jours faire  passer  un  plan  par  ces  trois  points,  puisqu’on  tour- 
nant autour  de  la  droite  qui  joint  deux  de  ces  points,  on 
pourra  faire  passer  le  plan  par  le  3'  point  : et  il  est  évident  que 
la  position  absolue  du  plan  sera  alors  déterminée,  c.-à-d.  fixée 
^ de  manière  qu’un  autre  plan  ne  pourrait  contenir  ces  trois 
points  sans  coïncider  avec  le  premier. 

155.  Lorsqu’on  veut  ajouter  deux  lignes  droites  ou  deux 

longueurs  BC,  CA  (fig.  i),  on  porte  l’une  CA  sur  le  prolonge'- 
ment  de  l’autre  BC,  et  la  somme  est  BA  = BC-f.CA.  Si  les 
parties  BC,  CA  sont  égales,  BA  est  double  de  CA  : on  peut  de 
Anême  tripler  CA,  etc. 

PoursoustraireCA  deBA,  on  trouve  BC=BÂ— CA  ; ainsi  on 
sait  retrancher  une  longueur  d'un  autre.  En  général  l’addition 
ou  la  soustraction  de  tant  de  droites  qu’on  voudra,  la  multi- 
plication, la  division  des  longueurs  sont  des  opérations  faciles 
à concevoir. 

156.  Deux  droites  CB,  CA  (fig.  4)  n’ayant  qu’un  seul  point 

i5 
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C commun , ne  peuvent  enclore  un  espace  ; l’étendue  indéfinie 
comprise  entre  ces  droites  prolongées  sans  limites,  est  ce  qu’on  * 
appelle  un  Angle.  Le  point  C de  section  des  deux  ligues  est  le 
sommet  de  Vangle. 

On  désigne  un  angle  par  la  lettre  placée  au  sommet  ; et  lors- 
que ce  pointestcommun  à plusieurs  angles,  comme fig.  10,12..., 
ou  distingue  ces  angles  en  énonçant  les  trois  lettres  écrites  sur 
les  côtés,  celle  du  sommet  entre  celles  des  côtés.  L’angle  C 
(fig.  4)  est  aussi  désigné  par  BCA  ou  ÂCB. 

iS^.^Deux  angles' ACB,  acb  (fig.  4)  sont  égaux,  quand  en 
les  posant  l’un  sur  l’autre , ils  peuvent  coïncider  : appliquons 
le  côté  cb  sur  CB , les  sommets  c,C,  se  confondant , le  côté  ca 
_se  couchera  sur  CA. 

Les  côtés  d'un  angle  devant  toujours  être  considérés  comme 
indéfiniment  prolongés,  on  voit  que  la  grandeur  d un  angle 
ne  dépend  pas  de  la  longueur  de  ses  côtés , longueur  qui  est 
censée  illimitée,  mais  de  l’écartement  des  deux  lignes.  Qu’on 
fasse  tourner  le  côté  BC  autour  du  sommet  C(fig.  5)  pour  lui 
i'àire  prendre  la  position  DC^  l’angle  BCA  devenu  DCA , aura 
augiùenté  de  l’angle  DCB;  DCA  est  la  somme  des  deux  autres, 
BCA  la  différence  entre  DCA  et  BCD  ; DCA  = BCA-f-BCD,  BCA= 
DCA  — BCD.  Si  BCD  ==BCA,  DCA  est  le  double  de  BCA  : on 
comprend  ce  qu’on  doit  entendre  par  le  triple  d’un  angle,  sa 
moitié , son  tiers , etc.  . 

i58.  Lorsqu’une  droite  BC  (fig.  6 et  7 ) tombe  sur  une  autre 
droite  AE,  elle  fait  deux  angles  BCE,  BCA  qu’on  appelle  de 
suite  ou  adjacents.  S’il  arrive  (fig  7)  que  ces  angles  soient  égaux, 
c.-à-d.  qu’en  pliant  la  fig.  selon  CB,  la  droite  CE  s’applique 
sur  CA,  les  deux  angles  sont  appelés  droits,  et  ou  dit  que  la  li- 
gne CB  est  perpendiculaire  sur  AE. 

1 5g.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux.  Supposons  BC  (fig.8) 
perpendiculadrc  sur  AE , et  bc  sur  ae,  c.-à-d.  les  angles 
BCA=BCE,  bca  = bce.  Transportant  l’une  des  fig.  sur  l’autre, 
appliquons  le  point  c sur  C,  et  la  droite  ae  sur  AE;  bc  devra  se 
coucher  sur  BC.  Car  si  on  suppose  que  bc  prenne  la  position  CF, 
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on  aurait  BCA=  BCJ£,  F€A  = FCE  {ltjrpo.)yCc  qui  ne  peut  être; 
car  BCA  étant  FCA,  BCE  devrait  aussi  être  FCE. 

lôo.^DeK.r  angles  de  suite  BCE,  BCA  (fig.  (i)onlpour somme 
deux  angles  droits  ; c’est  ce  que  met  en  évidence  la  perpendi- 
culaire DC  élevée  en  C sur  AE. 

Béciproquement,  si  la  somme  de  deux  angles  donnés  vaut 
deux  droits,  et  qu’on  accole  ces  angles  comme  BCËjBCÀCfig.g), 
pour  les  ajouter  (n°  i5j),  les  deux  côtés  extrêmes  AC,  CE  seront 
en  ligne  droite.  Car  si  cela  n’était  pas,  que,  par  ex.  CH  (au  lieu 
de  CA)  fût  le  prolongement  de  CE,  on  aurait  BCE -|-  BCA  = 2 
droits  {hjrpo,)  BCE  -f-  BCH  = 2 dr.  (n°  i6o)  ; dont  en  égalant  les 
]>reiniers  membres,  BCA=BCH,  ce  qui  est  absurde. 

L’angle  BCE  (fig.  6)  qdi  est  plus  petit  que  l’angle  droit  DCE 
est  dit  aigu}  l’angle  BCA  qui  est  plus  grand  que  l’angle  droit 
DCA  est  dit  oituj.  Deux  angles  adjacens  BCE,  BCA,  ou  dont  la 
somme  vaut  deux  droits,  sont  appelés  supplémentaires  : deux 
angles  sont  dits  complémentaires  quand  leur  somme  vaut  un 
dioil/'comnie  BCEetDCB  (fig.  6).  ■■.■p'.  * 

Il  est  visible  que  tant  de  lignes  qu^on  voudra  CB,  CF,  CD, 
dans  le  même  plan  (fig.  10)  qui  tombent  eh  un  point  C de  la 
droite  AE,  font  des  angles  BCE,  BCF,  FCD,  DCA,  dont  la  somme 
vaut  deux  droits  : c’est  ce  que  montre  la  perpendiculaire  CH. 

161.  Lorsque  deux  droites  BD,  AE  (fig.  it)  se  coupent,  les 
angles  BCE,  ACÙ  opposés  au  sommet  sont  égaux  : car 
BCE -{•BCA  = 2 dr.  (n“  i6o),  ACI)-j-BCA  =2  dr.  Donc 
BCE  = ACD.  r , 

En  prolongeant  en  D (fig.  7)  la  perpendiculaire  BC  à AE, 
comme  l’angle  droit  BCE  = ACD  , on  voit  que  l’angle 
ACB=ACD;  AE  est  donc  réciproquement  perpendiculaire  sur 
BD,  et  les  quatre  angles  de  la  fig.  sont  droits  et  égaux. 

Tant  de  lignes  qu’on  voudra  AC,  BC,  DC. . . , (fig.  12)  dans 
un  même  plan,  qui  concourentea  un  point  C,  forment  des  an- 
gjes  ACB,  BCD^  DCE,  etc.,  dont  la  somme  vaut  quatre  droits; 
' car  les'  deux  perpendiculaires  MN , PQ , menées  par  C,  forment 
^quatre  angles  droits  qui  embrassent  toutes  les  surfaces  angu- 
lairësâUplan. 


GÉUMÉTRIK. 

i6a.,Deux  lignes  droites  ne  suffisant  pas  pour  enclore  un  es* 
pace  (n“  i56),  il  faut  au  moins  une  3'  ligne  pour  limiter 
l’étendue.  I^a  (ig.  ainsi  formée,  telle  que  Â6C((îg.  i6)  est  ap> 
pelée  un  Triangle  : elle  a trois  côtés  AB,  AC,BC,  et  trois  an- 
gles A,B,C.  Si  les  trois  côtés  sont  égaux  (fig.  14),  le  triangle 
est  équilatéral } il  est  isoscéle  (fig.  i5)  quand  deux  côtés  seu- 
lement sont  égaux,  AC  =BC;  enfin  il  est  scalène  lorsque  les 
trois  côtés  sont  inégaux,  ABC  (fig.  i3).  Quand  il  a un  angle 
droit  A (fig.  16),  le  triangle  est-  rectangle  ; on  donne  le  nom 
ét' hypoténuse  au  côté  BC  qui  est  opposé  à cet  angle  droit  A. 

Le  sommet  C (fig.  i3)  de  l’un  quelconque  des  angles  est 
le  sommet  du  triangle,  la  base  AB  est  le  côté  opposé;  la  hau~ 
teur  est  la  perpendiculaire  CD  abaissée  du  sommet  C sur  la 
base  AB. 

163.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  z4)  égaux  lorsque  . 
deux  de  leurs  cotés  sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun, 
comprenant  un  angle  égal,  Kb—ab,  AC  = ac,  k=a.  En  effet, 
transportons  le  triangle  abc  sur  ABC,  en  faisant  tomber  le 
côté  nb  sur  son  égal  AB , savoir , a sur  A , b sur  B ; comme 
l’angle  a = A {hypo.),  le  côté  ac  prendra  la  direction  AC:  mais 
les  longueurs  ac  AC  sont  égales  (hypo.)  donc  c tombera  sur  C, 
et  par  suite  bc  se  confondra  avecBC;  les  surfaces  abc,  ABC 
coïncideront  en  toutes  leurs  parties,  d’où  B=ô,  C=c,  BC=ôc. 

164.  Lorsqiû unlriangle  ABC  (fig.  i5)  est  isôscèle,  les  angles 
A et  B opposés  aux  côtés  égaux  AC,  BC  sont  égaux,  A = B. 

En  effet,  tirons  la  droite  CD  qui  coupe  en  deux  parties  égales 
l’angle  C du  sominet , savoir,  angle  ACD  — BCD;  en  pliant  la 
fig.  selon  CD,  le  côté  CA  prendra  la  direction  CB  ; les  côtés  CA, 
CB,  étant  égaux  (hypo.)  coïncideront  ; A tombera  sur  B , AD  sur 
DB  ; ainsi  A = B. 

Donc  I®.  les  trois  angles  A,  B,  C (fig.  i4)  d’un  triangle  équi- 
latéral sont  égaux. 

2*.  L’angle  ADC  = BDC  (fig.  i5),  c.-à-d.  que  ces  angles  sont 
droits  (n°  i58),  et  AD  = BD,  ainsi  la  droite  CD  qui  divise 
par  moitiés  l’angle  C du  sommet  d’un  triangle  isôscèle , est 
perpendiculaire  à la  base  AB  et  passe  par  sou  milieu  D. 
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165.  Réciproquement,  dans  iin  triangle  j4üC{(\q.  i 7),  si  l’an- 
gle A=^ABC,  les  côtés  opposés  AC,  BC,  sont  égaux  ( le  trian- 
gle est  isoscêle).  Car  si  l’on  ii’a  pas  AC  = BC,  prenons  sur  le.plus 
grand  de  ces  côtes  une  longueur  AD  égale  à l’autre  côté  BC,  et 
tirons  BD.  Les  deux  triangles  ABD,ABC  ont  le  côte'  commun 
AB,  le  côté  AD=  BC  {constr.)  et  l’angle  A =rABC 

donc  ces  deux  triangles  devraient  être  égaux  (n®  i63) , ce  qui 
est  évidemment  absurde. 

Donc  un  triangle  qui  a ses  trois  angles  égaux  est  équilatéral. 

166.  Deux  triangles  ABC,  abc  (flg.  18)  sont  égaux  lorsque 
leurs  trois  côtés  sont  é gaux  chacun  à chacun,  A B-=ab,  AC— ac, 
BC=bc.  En  effet,  transportons  l’un  des  triangles  sur  l’autre, 
en  faisant  coïncider  des  côtés  égaux  AB,nô,  et  des  sommets 
A,netB,ô,  semblablement  placés  ; il  s’agit  de  prouver  que  les 
surfaces  se  confondront  ensemble.  En  effet,  si  cela  n’a  pas  lieu, 
il  ne  pourra  arriver  que  trois  cas.* 

1°.  Si  les  triangles  tombent  comme  ACB,  ACD  (Gg.  19),  les 
sommets  CetDétant  au  dehorsdes  surfaces  respectives  ; Comme 
le  côté  AC=AD  {hjrpo.),  le  triangle  ACD  est  isoscêle,  et  l’an- 
gle ACD=ADC  (n°  164)  ; d’ailleurs  l’angle  BCD<^  ACD  ou  ADC. 
D’un  autre  côté,  BD  = BC  (hypo.),  d’oiï  l’angle  BCD  = BDC; 
ainsi  l’angle  ADC  <]  BDC  ou  BCD.  Ces  deux  conséquences  con- 
tradictoires prouvent  que  ce  cas  est  impossible. 

2®.  Si  l’un  des  triangles  ABD  (Gg.  20)  est  renfermé  dans  l’au- 
tre ACB,  tirez  DC  et  prolongez  AC  et  AD  vers  E et  F.  Le  côté 
AD  = AC  {hjrpo.)  ; donc  l’angle  ACD  = ADC  (n®  i64) , et  aussj 
les  suppléments  sont  égaux  , ECD  = FDC  (n®  160).  Or 
ECD>  BCD,  d’où  FDC  > BfJD.  D’ailleurs  BD  = BC  ( hypo.  ) , 
d’où  l’angle  BCD  = BDC  ; et  comme  FDC  BDC , on  a 
FDC  BCD  : conclusions  encore  contradictoires. 

3®.  EnGn  , le  sommet  D (Gg.  21)  de  l’un  des  triangles  ABD, 
ne  peut  tomber  sur  le  côté  BC  de  l’autre  ABC,  puisqu’on  aurait 
BD  = BC,  ce  qui  est  impossible. 

1 67 . Prolongeons  l’un  des  côtés  A C (Gg.  22)  du  triangle  ABC, 
l'angle  extérieur  B Cl)  est  toujours  plus  grand  que  chacun  des 
angles  intérieurs  opposés  B et  A.  Car,  par  le  milieu  I de  BC,  et 
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le  sommet  A , tirons  une  droite  indéfinie  AlF,  prenons  IFr=Al 
et  tirons  FC.  Les  triangles  IFC,  AJB  sont  égaux , à cause  de  Al 
= IF  (conslr.) , B1  = IC  {hjpo.)  et  les  angles  1 opposés  au  som- 
met ; donc  l’angle  B=ICF  <;  lCD. 

En  prolongeant  le  côté  BC  vers  G , on  prouve  de  même  que 
l’angle  ACG  > BAC;  et  comme  l’angle  BCD  est  opposé  au 
sommet  de  ACG,  on  a BCD  BAC. 

Il  en  résulte  que  i"  la  somme  de  deux  angles  quelconques 
d'un  triangle  est  plus  petite  que  deux  droits  : car  BAC  < BCD  ; 
ajoutant  des  deux  côtés  BCA , on  a BAC-f-  BCA  <]  BCD  -f-  BCA 
ou  2 droits. 

2®.  Un  triangle  a au  moins  deux  angles  aigus  ; le  3*  angle 
peut  être  aigu , droit  ou  obtus. 

3®.  Par  un  point  A (fig.  23)  pris  sur  le  côté  d'un  angle  aigu 
ACO  la  perpendiculaire  AD  menée  sur  l’autre  côté  CO,  tombe 
dans  la  surface  de  cet  angle  },cdiT  si  cette  perpendiculaire  pou- 
vait tomber  comme  AB  dans  l’angle  obtus  ACE,  le  triangle  ABC 
aurait  un  angle  droit  B,  et  un  angle  ACB  obtus,  dont  la  somme 
serait  > 2 droits. 

4°.  La  perpendiculaire  menée  du  point  A pris  sur  le  côté 
d’An  angle  obtus  ACE  tombe  au  dehors  de  cet  angle,  c.-à-d. 
sur  le  côté  CE  prolongé. 

5®.  La  perpendiculaire  CD  (fig.  1 3)  menée  du  sommet  C d’un 
triangle  tombe  au  dedans  de  la  surface  quand  les  angles  inté- 
rieurs à la  base  sont  tous  deux  aigus  : elle  tombe  au  dehors , 
quand  l’un  de  ces  angles  est  obtus. 

6*.  D’Urt  point  donné,  on  ne  peut  mener  qu’une  seule  per- 
pendiculaire à une  droite  ED  (fig.  23)  ; car  cela  est  évident  si 
le  point  est  en  D sur  la  ligne  ED;  et  s’il  est  an  dehors,  en  A , 
en  sorte  qu’od  ait  deux  perpendiculaires  AC  et  AD  sur  EO , les 
angles  en  D et  C sont  droits,  ce  qui  est  démontré  impossible. 

i68.  Deux  triangles  sont  égaux,  quand  deux  de  leurs  an- 
gles sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun,  et  qu'ils  ont 
en  outre  un  côté  égal  placé  de  la  meme  manière  par  rapport  à 
ces  deux  angles. 

i"  Cas.  Si  les  angles  sont  adjacents  au  côté,  soit  .AB  = «6 
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(fig.  i8),  Â = a,  B=b.  £n  portant  le  triangle  abc  sur  ABC,  et 
faisant  coïncider  les  côtés  égaux  ab,  AB,  comme  l’angle  A=a, 
le  côté  ac  prendra  la  direction  AC.  De  même  puisque  l’angle  B 
= b,  le  côté  bc  prendra  la  direction  BC  : ainsi  le  point  c tom- 
bera sur  C,  les  surfaces  abc,  ABC,  coïncideront,  d’où  BC=  bc, 

AC  = ac,  Cr=c. 

2*  Cas.  Si  le  côté  est  opposé  à l’un  des  angles,  soit  AB=  ab  ' 
(fig.  24),  l’angle  A =r  a,  et  C=c  : supposons  que  AC  soit  ^ ac  ; 
prenons  AH  = ac,  et  tirons  BH . Le  triangle  ABH  = abc , à 
cause  de  AB— ab  (hjrpo.)  ; AH  = ac  (conslr.) , et  l’angle  A — a 
{hjrpo.)  : donc  l’angle  AHB=c;  or  c = C {hjrpo.),  donc 
AHB=C,  ce  qui  est  impossible , puisque  l’angle  AHB  est  exté- 
rieur au  triangle  BHC  ( n®  167  ).  Donc  AC  = ac,  et  les  trian- 
gles ABC,  abc  sont  égaux  (n°  i63). 

Donc  deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand,  outre  les 
hjrpoténuses  égales , ils  ont  encore  un  angle  aigu  égal. 

Mesure  des  Distances. 

1 69.  Dans  tout  triangle  B A C (fig.  l'if),  de  deux  côtés,  le  plus 

grand  est  opposé  au  plus  grand  angle.  Si  BC  >■  AC , prouvons 
que  l’angle  CAB>B.  Prenons  sur  CB  la  partie  CD  = AC,  et 
tirons  AD:  l’angle  ADC,  extérieur  au  triajigle  ADB,  est>  B 
(n®  167);  mais  dans  le  triangle  isoscèle  ACD,  l’angle  ADC=CAD; 
donc  l’anj'le  CAD  B,  et  A fortiori  CAB  >•  B. 

Donc  les  trois  angles  A,  B,  C (fig.  i3)  d’un  triangle  scalène 
sont  inégaux.  ^ 

Béciproqueracnt  (fig.  27),  soit  l’angle  CAB  > B,  ilfaut  que 
BC  soit>AC  : car  ces  deux  côtés  nepeuventêtre  égaux , puisque 
alors  l’angle  CABserait  = B (n®  i64);  on  ne  peut  non  plus  avoir 
BC<^AC,  car  l’angle  CAB  serait  <[B,  contre  l’iiypothèse. 

170.  La  longueur  d'une  droite  qui  joint  deux  points  en  est 
la  plus  courte  distance. 

1®.  Un  côté  AB  (fig.  28)  de  triangle  ABC,  est  toujours  plus 
petit  que  la  somntè  des  deux  autres , AC  -4-  BC.  Prolongeons 
AC,  prenons  CD=CB,  et  menons  BD.  Le  triangle  CBD  est  iso- 
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scèle , ainsi  l’an0le  D = CBD  (n"  164  ) el  l’anf-le  ABD  > CBD  est 
aussi  >D;  donc(n"  i6g)  le  côté  AB  < AD  ou  AC -f  CB. 

a”.  Comparons  la  droiteAB(fig.  a5)  au  contour  AlCHBforiné 
de  lignes  droites  brisées  : menons  du  point  A les  droites  AC, AH 
à tous  les  sommets;  nous  avons  AC<  Al-f-IC  Ci”  );  de  même 
AH  AC  -f-  CH  ; d’où  l’on  tire  à fortiori  AH<^  AI-fIC-|-CH  ; 
en6n  AB<  AH-f-HB,  d’où  AB<  AI  + IC  + CH  + HB. 

3°.  Enfin  s’il  s’agit  du  contour  courbe  AICHB,  on  tirera  des 
droites  qui  joignent  les  points  deux  à deux,  et  la  somme  de 
ces  lignes  sera  >AB  : mais  puisque  le  contour  formé  de  lignes 
brisées  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  la  courbe , en  ren- 
dant les  côtés  plus  courts  et  plus  nombreux,  en  même  temps 
qu’on  allonge  de  plus  en  plus  le  contour,  il  est  clair  que  la 
droite  AB  est  plus  courte  que  le  chemin  courbe. 

171.  Si  d’un  point  D (fig.  26)  intérieur  au  triangle  BAC, 
an  mene  des  droites  DA , DB , aux  extrémités  de  la  base  Al) , 
le  'xhemin  extérieur  AC-f-CB  est  plus  long  que  l’intérieur 
■rlD  -j-  DD,  et  l’angle  C est<C.  ADB.  Prolongeons  AD  en  F, 
nous  avons  AF  AC -f- CF  (n“  1 70,  1°);  ajoutant  FB  des  deux 
parts,  comme  CF  4- FB  = CB,  on  aAF-f  FB<;AC-|-CB.  De 
même  DB<^DF-4-FB;  ajoutant  AD,  on  a AD-f-DB<CAF-f-I’B  : 
donc  à fortiori  AD  + DB -^AC +CB. 

D’un  autre  côté,  l’angle  ADB,  extérieur  au  triangle  DFB , 
est>DFB(n“  167)  : de  même  l’angle  DFB,  extérieur  au  trian- 
gle AFC,  est])>C.  Donc  ADB^C. 

172.  Un  contour  ACDB  (fig.  2)  est  convexe  ou  concave,  lors- 

que toute  droite  IK  ne  peut  le  couper  en  plus  de  deux  points:  - 
la  concavité  est  tournée  du  côté  de  cette  droite  IK;  la  con- 
vexité regarde  l’espace  extérieur.  , 

De  deux  chemins  convexes  ACDB,  AEFGB,  qui  mènent 
de  A à B,  celui  qui  entoure  Vautre  est  le  plus  long.  Car  en  pro- 
longeamtEF,  on  a visiblement  ICDK>IK,  d’où  ACDB>  AIKB  : 
de  même,  AI-j-EI^AE,  d’où  AIKB]>AEKB;  et  ainsi  de 
suite;  on  arrive  enfin  à ACDB  > AEFGB. 

La  même  chose  a lieu  pour  deux  contours  curvilignes  AEMB 
^ ACB  (fig.  3,)  : car  en  menant  une  droite  EF  qui  touche  ACB 
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en  UD  pointe,  onaEF<;EMF  (n“  170);  d’où  AECFB^AEMFB. 
D’autres  tangentes  tk,  Im,  donneront  kiklm  B <^AMB;  et  ainsi 
de  suite,  en  diminuant  de  plus  en  plus  le  contour,  à mesure 
que  les  côtés  rectilignes  deviennent  plus  courts,  et  approchent 
davantage  de  la  courbe  ACB  : donc  enfin  AMB  ]>  ACB. 

173.  Lorsque  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  29)  ont  deux 
côtés  respectivement  égaux,  ABx=ab,  AC—ac,  et  que  les  an- 
gles compris  entre  ces  lignes  sont  inégaux  B AC bac,  le 
3*  côté  est  le  plus  grand  dans  le  triangle  qui  a l’angle  opposé 
le  plus  grand,  BC^bc.  En  effet,  faisons  l’angle  CAD  = ôae, 
prenons  AD  = AB  — aô,  et  menons  CD;  le  triangle  CAD=  caô, 
car  AC=ac  {hjrpo),  AD=aô  et  angle  CAD=a(con^/r  ).  Ainsi 
bc  = CD  qu’il  faut  prouver  <[  BC.  Tirons  AI  qui  coupe  par 
moitiés  l’angle  BAD;  Al  tombe  dans  l’angle  BAC]>CAD;  par  le 
point  1 de  section  avec  BC,  tirons  ID.  IjC  triangle  AID  = AIB, 
car  AB  = AD  (constr.),  le  côté  AI  est  commun,  elles  angles 
en  A sont  égaux  (constr.)]  donc  ID  = IB;  enfin,  CD<^CI-1*IB 
ou  BC. 

174.  Réciproquement , si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  29) 

ont  deux  côtés  respectivement  égaux  AB-xzab,  AC-=.ac,  et  si 
les  3“  côtés  sont  inégaux  BC~^  bc,  l’angle  a opposé  au  moindre 
côté  bc  est<^BAC.  Car  si  cela  n’est  pas,  l’angle  a est  = ou 
> BAC  i or  si  a = BAC,  on  doit  avoir  BC=ôc;  et  si  a > BAC, 
il  faut  que  ôf  C soit  ôc , conséquences  contraires  à la  suppo- 

sition. Donc  a BAC, 

1 75.  Mesurer  une  droite  A ( fig.  3o),  c’est  chercher  (n“  36) 
combien  sa  longueur  A en  contient  de  fois  une  autre  B connue 
et  prise  pour  unité.  Le  plus  souvent  l’unité  B n’est  pas  contenue 
un  nombre  exact  de  fois  dans  A , et  en  portant  B plusieurs  fois 
le  long  de  A , on  trouve  un  reste  R •^B  : la  mesure  de  la  dis- 
tance A est  alors  le  Rapport  de  A à B,  qu’on  trouve  ainsi  qu’il 
suit.  On  porte  le  reste  R sur  B pour  trouver  combien  de  fois  B 
contient  R ; et  s’il  y a un  autre  reste  R',  ou  le  porte  sur  R ; puis 
le  nouveau  reste  R'^st  porté  sur  R';  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
ce  qu’on  arrive  à un  reste  r qui  soit  exactement  contenu  dans 
le  reste  précédent.  Ce  reste  rest  visiblement  la  commune  me- 
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sure  de  A et  de  B , c’est-à-dire  est  contenu  un  nombre  exact  m 
de  fois  dansAj  et  n de  fois  dans  B,  d’où  h.  = mr,  B = /ir.'Le'- 

• A mr  m , m „ ^ . ■> 

rapport  g=:  — = et  on  a A =.  — B.  Lorsque,  par  exemple, 

A est  les  ^ de  B , cela  signifie  qu’en  coupant  B en  7 parties  égales, 
A contient  juste  5 de  ces  parties-,  la  mesure  de  la  distance  est 
A = f de  l’unité  B. 

L’analogie  de  cette  opération  avec  celle  du  conamun  diviseur 
de  deux  nombres  ( p.  3o  ) est  facile  à saisir,  puisque  porter  B 
sur  A autant  de  fois  qu’on  peut,  c’est  chercher  le  quotient  de 
la  division  de  A par  B,  etc.  ' 

Mais  s’il  y a toujours  un  reste  à chaque  division,  l’opération 
n’a  plus  de  bornes,  et  le  rapport  de  A à 6 est  incommensura- 
ble , et  impossible  à exprimer  par  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers,  parcequ’il  n’y  a aucune  longueur,  si  petite  qu’elle  soit,- 
qui  puisse  être  exactement  contenue  à la  fois  dans  A et  B.  On 
se  contente  ordinairement  d’une  approximation  ; en  négligeant 
celui  des  restes  successifs  qu’on  juge  assez  petit  pour  ne  pas 
intéresser  le  résultat  ( n®  63). 

En  général , on  peut  toujours  représenter  des  lignes  par  des 
nombres  abstraits,  en  composer  des  formules,  et  les  soumettre 
aux  règles  ordinaires  des  calculs  numériques.  Dans  ces  expres- 
sions, on  entend  par  la  ligne  A,  le  nombre  entier  ou  fraction- 
• naire  qui  est  le  rapport  de  cette  longueur  A à celle  de  l’unité  B. 
Réciproquement,  les  valeurs  numériques  peuvent  être  repré- 
sentées par  des  lignes. 

• Du  Cercle,  de  la  Mesure  des  Arcs  et  des  Angles. 

1 76.  La  ligne  circulaire  est  celle  dont  tous  les  points  ABDEF 
(fig.  3i)  sont  dans  un  plan  (n®  i54)  , et  à égale  distance  d’un 
point  intérieur  G qu’on  appelle  centre.  Le  contour  de  celle 
courbe  est  une  circonférence } la  surface  qui  y est  renfermée 
est  un  cercle;  les  droites  égaies  CA,  CB^. ..  qui  partent  du 
centre  et  se  terminent  à la  courbe  sont  àcs  rajrons;  un  diamètre 
AE  est  une  droite  qui  passe  par  le  centre  et  a ses  deux  extré-* 
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mités  à la  circonférence  ; c’est  un  double  rayon.  Tous  les  dia- 
mètres d’un  cercle  sont  égaux. 

Une  partie  AGB  de  la  circonférence  est  un  arc  j la  droite 
AHB  qui  joint  les  bouts  de  l’arc  est  sa  corde  ; la  surface  ACBG 
comprise  entre  deux  rayons  et  l’arc  est  un  secteur  } celle  AGBH 
qui  est  enfermée  par  l’arc  et  sa  corde  est  un  segment. 

De  là  on  conclut  que  1°.  un  diamètre  est  la  plus  grande  des 
cordes,  car  BC  -j-  CA  > BA  ( n“  170,  i®.)',  or  BC=CE,  donc 
CS  “l*  CA , ou  £ A ^ BA  . 

2°.  Tout  diamètre  AE  coupe  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les} enefl’et,  en  pliant  la  fig.  suivant  AE,  les  deux  demi-cercles 
ABE,  AFE  doivent  coïncider,  car  sans  cela  tous  les  points 
de  la  courbe  ne  seraient  pas  à égale  distance  du  centre  C. 

3°.  Par  la  même  raison  , deux  cercles  dont  les  rayons  sont 
égaux  , peuvent  être  appliqués  l’un  sur  l’autre  en  coïncidence , 
en  superposant  les  centres  : deux  arcs  de  ces  cercles  doivent 
aussi  se  coucher  l’un  sur  l’autre. 

4®.  Deux  diamètres  perpendiculaires  EA  , NF  coupent  la 
circonférence  en  quatre  arcs  égaux , qu’on  appelle  quadrans. 

177.  Quand  deux  angles  C , c (fig.  3a)  sont  égaux,  les  arcs 
AB  , ab , décrits  de  leurs  sommets  pour  centre,  avec  le  même 
rayon,  sont  égaux.  C’est  ce  qu’on  reconnaît  en  appliquant  les 
deux  fig.  l’une  sur  l’autre,  etcb  sur  CB  ; car  le  rayon  ca  couvre 
CA , et  l’arc  ca  se  coudre  sur  CA  ; il  y a coïncidence  entière. 

Réciproquement,  si  deux  angles  C,  c,  comprennent  des 
arcs  égaux,  ces  angles  sont  égaux.  Cela  se  voit  de  même. 

1".  Les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales , quand  les  rayons 
sont  égaux;  car  soit  l’arc  AHL  = DIF  (fig.  33);  menons  les 
rayons  CD,  CA,  CL,  CF;  les  triangles  ACL,  DCF  sont  éjjaux, 
comme  ayant  deux  côtés  égaux,  comprenant  un  angle  égal; 
donc  corde  AL=DF. 

2®.  Réciproquement,  les  cordes  égales  souiendent  des  arcs 
égaux;  en  effet  si  la  corde  AL=DF,  en  tirant  les  rayons,  les 
triangles  CAL,  CDF  gont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 
respectivement  égaux  (n®  166);  ainsi  l’angle  ACL  = DCF,  et 
l’arc  D IF  = AHL.  • 
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3°.  Conalmire  un  angle  c ( fig.  3a  ) qui  soU  égal  à un  angle 
donné  C?  Tirez  une  ligne  indéfinie  cb,  puis  arec  un  rayon  quel- 
conque, et  des  sommets  C,  c pour  centres,  tracez  les  arcs  AB, 
ab , celui-ci  indéfini . Portez  de  6 en  <i , sur  l’arc  uA , la  longueur 
de  la  corde  AB  ; coinnie  les  cordes  AB  et  ub  sont  égales , les  arcs 
sont  égaux  ; donc  en  tirant  ca,  les  angles  G et  c sont  égaux.  Si 
l’on  superpose  les  deux  figures,  elles  seront  en  coïncidence  . 
l’une  sur  l’autre. 

^78.  Ajouter  deux  angles  donnés.  Faites  d’abord  l’angle  BCA 
(lîg.  34)  égal  à l’un  des  anj’les  proposés,  puis  BCD  égal  à l’autre, 
en  y plaçant  des  arcs  np,  nm  respectivement  égaux  à ceux  qu’on 
tracera  du  sommet  des  angles  donnés  : alors  DCA=BC.A-(-BC  D ; 
et  si  ces  derniers  angles  sont  égaux,  vous  aurez  le  double  du 
l’un  d’eux  : on  en  aurait  de  même  le  triple , etc. 

La  soustraction  est  aussi  facile  à faire;  car  angle 

BCA=DCA — BCD.  Enfin  les  opérations  qu’on  veut  exécuter  sur 
les  angles  se  font  sur  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets  pourcen- 
tres  avec  le  même  rayon.  ' 

1 79.  Mesurer  un  arc  AGÙ  ( fig.  3 1) , c’est  chercher  sou  rap- 
port à un  autre  ABN,  de  même  rayon , et  pris  pour  unité  connue 
( 11°’  36,  71).  Si  ces  arcs  étaient  rectifiés,  c’est-à-dire  étendus 
en  ligne  droite  , on  les. traiterait  comme  il  a été  dit  n”  176  : . 
mais  la  rectification  n’est  nullement  nécessaire  ici.  On  porte 
sur  l’arc  AD,  autant  de  fois  qu'on  peut , une  ouverture  de  com- 
pas égale  à la  corde  de  l’unité  d’arc  AN , et  on  obtient  ainsi  le 
nombre  de  fois  que  cette  unité  est  contenue  dans  l’arc  AB.  S’il 
y a un  reste  R , on  porte  de  même  la  corde  de  cet  arc  R sur 
l’arc  AN  pris  pour  unité,  et  ainsi  de  suite,  pour  trouver  la  com- 
mune mesure  dépares,  si  elle  existe  ; enfin  tout  se  passe  comme 
pour  les  droites,  même  dans  le  cas  où  les  arcs  seraient  incom- 
mensurables. Celte  construction  résulté  de  ce  que  les  arcs  égaux  .. 

répondent  à des  cordes  égales. 

On  peut,  comme  on  voit,  ajouter,  soustraire,  multiplier, 
diviser  des  arcs,  enfin  les  représenter  par  des  nombres,  et  en 
composer  des  formules.  • 
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Quant  à runité  d’arc,  elle  est  arbitraire;  ou  préfère  ordi- 
nairement le  quadrans  AN,  ou  qpart  de  la  circonférence. 

Comme  on  prend  le  quadrans  pour  unité  d’arcs , on  prend 
pour  unité  d’angles  l’angle  droit  que  dans  la  suite  nous  désigne- 
rons par  D. 

i8o.  De  deux  arcs  moindres  que  la  demi^circonférence , le 
plus  grand  a une  corde  plus  grande.  Car  si  l’arc  AHL  ^ DIB 
(fig.  33),  prenant  l’arc  D1F=AHL,  et  menant  la  corde  DF, 
celte  corde  DF=AL  (n“  177,  i“.)  » or  les  deux  triangles  DCB, 
DCF  ont  deux  côtés  égaux  qui  sont  des  rayons , comprenant 
l’angle  DCF>  DCB;  donc  le  3*  côté  DF  > DB  (n»  ij3). 

Réciproquement,  la  corde  la  plus  grande  soutend  le  plus 
grand  arc;  car  si  la  corde  AL  > DB,  les  triangles  ACL,  DCB 
ont  deux  côtés  égaux,  et  le  3'  AL  > DB,  dont  l’angle  ACL 
> DCB,  et  l’arc  AHL  > DIB. 

i8ï.  Le  rapport  de  deux  angles  BCA,  DON  (fig.  35)  est  le 
même  que  celui  des  arcs  ba,  ên^ompris  entre  leurs  côtés,  et 
décrits  de  leurs  .sommets  comme  centres,  avec  le  même  rayon. 

1°.  Si  les  arcs  ba,  dn  sont  cominensurables,  leur  commune 
mesure dx  sera  contenue  m fois  dans  ba,  p fois  dans  dn,  de  sorte 


que  ^ Par  chaque  point  de  division  x,y...,  menons 

^ dn  p 

aux  sommets  O,  C,  des  lignes  Ox,  Ojr. . . ; les  angles  proposés 
seront  de  même  coupés  en  n*  et  /»  angles  égaux  xOd,  jrOx ...  ; 

donc  on  a . Ces  deux  relations  donnent  (*). 

'^''V  P ' 

BCA  _ ^ 

BOIS'  ~ dn ^ 


DON 


2®.  Si  les  arcs  sont  incommensurables,  divisons  l’un  d’eux  nd 
en  un  nombre  quelconque  p de  parties  égales  dx,  xjr. et  por- 
tons-lcs  sur  l’autre  arc  ba;  soit  t le  point  de  division  le  plus 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  l’égalité  de  deux  rapports  constituo  une  pro- 
portion (n®  71).  En  Géométrie , l’usage  a prévalu  de  lire  ainsi  ces  sortes  d’ci- 
■presslons,  BCA  «t  à DON  comme  ba  est  à dn , et  de  préférer  cette  locution 
bt  l’équivalente,  BCA  diV/ié />ar  DON  est  égale  à ba  divisé  par  dn.  On  doit 
en  dire  autant  dans  toute  la  Géométrie  élémentaire. 
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voisin  de  a;  inenoils  Cf.  Cela  posé,  les  arcs  ï//i,  l>i  étaiil  coin- 

inensurables , on  a = ICli^^BCA  + ICA , 

Vblic  bi=ba-\~  ia;  donc 

BCA  ICA  ba  ia 

DON  i)ÔN  ~'dn'^'dn 

Or,  ICA  et  ia  varient  avec  le  nombre  j)  des  divisions  de 
l’arc  nd,  et  peuvent  être  rendus  aussi  petits  qu’on  voudra , tan- 
dis que  les  autres  quantités  restentconsUntes;  la  2'  et  la  4'  frac- 
tion sontdonc  indéfiniment  décroissantes,  et  l’on  a,  en  passant 

aux  limites  (no,,3),  J„- 

182.  Pour  trouver  le  rapport  de  deux  angles,  il  n’est  pas  né- 
cessaire de  faire  sur  eux  l’opération  analogue  à celle  qui  a été 
indiquée  sur  les  lignes  ( n®  1 76),  et  qui  serait  ici  fort  embarras- 
sante. On  substitue  au  rapport  cherché  celui  des  arcs,  qui  est  le 
inèiue.  Concluons  de  là  que,  i“.  le  rapport' des  surfaces  des 
secteurs  est  le  même  que  celui  des  arcs. 

2®.  8i  l’on  prend  pour  unité  d’arc  dn  (Cg.  35),  l’arc  qui  est 
compris  entre  les  côtés  de  l’unité  d’angle  DON,  dn  et  DON 
étant  chacun  l’unité  de  leur  espèce , notre  proportion  (y^)  donne 
BCA~ba.  Ainsi  (n®“  36  et  7 1) , tout  angle  a pour  mesure  V arc 
compris  entre  ses  côtés  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre  (♦) . 


(*)  Ceci  suppose  une  condition  tacite , car  l’angle  BAC  ne  peut  être  égal  à 
l’arc  ba\  mais  dans  l’équation  BCA  = ce  n’est  plus  un  angle  et  un  arc 

qui  entrent , ce  sont  dcnx  nombres  abstraits  qui  indiquent  combien  de  fois 
l’angle  et  l’arc  contiennent  l’unité  de  leur  espèce  DON  et  dn  : de  sorte  que 

BCA  = ha  signifie  en  effet  la  même  chose  que  C’est  ce  qui 

a également  lieu  dans  toute  formule;  les  lettres  qui  y entrent  ne  sont  que 
des  nombres  abstraits  qui  représentent  les  rapports  des  choses  mesurées  à ' 
leur  unité. 

C’est  aussi  improprement  qu’on  dit  qu’on  arc  est  la  mesure  d’un  angle, 
puisqu’on  no  peut  établir  de  rapports  entre  deux  choses  hétérogènes  : on  doit» 
entendre  par  là  que  les  angles  croissant  dans  le  niêmerapport  que  les  arcs,  le 
nombre  qui  exprime  la  mesure  de  l'angle  (n“  36),  exprime  aussi  celle  de  l’arc. 
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On  prend  ordinairement  pour  unités  d'angle  et  d’arc  l’angle 
droit  et  le  quart  de  circonférence  qu’on  nomme  Quadrans. 
3“.  Si  du  sommet  C (fig.  36)  des  angles  DCA,  BCA  on  décrit 

1 I . A' J'  I 

deux  arcs  abd , ab  d ,\q  rapport  est  = — ou= 

DCA  ad  a a 

La  grandeur  du  rayon  Cb  ou  Cb'  est  indifférente  dans  la. 

•mesure  des  angles  : donc  les  arcs  ab  et  a! b'  sont 

a b a d 

entre  eux  comme  leurs  circonf.  entières.  On  dit  que  ces  arcs  sont 
Semblables. 

183.  Les  angles  tracés  sur  le  papier  se  mesurent  à l’aide  du 
Rapporteur  ; c’est  un  demi-cercle  divisé  en  une  quantité  quel- 
conque de  parties  égales , propres  à donner  le  rapport  des  arcs 
au  quadrans  ; ce  nombre  exprime  la  mesure  des  angles,  ou 
leur  rapport  à l’angle  droit.  Un  semblable  demi-cercle , porté 
sur  un  pied  et  pourvu  d’alidades  mobiles  autour  du  centre , 
pour  pouvoir  être  dirigées  aux  objets  éloignés  , se  nomme  Gra- 
phometre , et  sert  de  même  à mesurer  les  angles  dans  l’espace. 
Au  reste,  on  a construit,  dans  ce  but,  des  instrumens  de  formes 
très  varigps , et  dont  nous  ne  donnerons  pas  la  description , pour 
ne  pas  nous  écarter  de  notre  sujet.  {F',  ma  Géodésie.  ) 

On  a coutume  de  diviser  le  quadrans  en  90  parties  ou  degrés , 
chaque  degré  en  60  minutes  , et  la  minute  en  60  secondes;  un 
angle , ou  arc  de  1 8 degrés  54  minutes  55  secondes,  s’écrit  ainsi  : 
18”  54*^  55*.  Comme  les  tables  et  les  instrumens  ont  été  con- 
struits sur  ce  mode  de  division , nous  le  préférerons  à celui  qui 
est  plus  moderne  et  plus  simple  pour  les  calculs , qui  consiste  à 
partager  le  quart  de  cercle  en  100  Grades,  le  grade  en  100  mi- 
nutes, la  minute  en  100  secondes.  Dans  ce  système,  18“  54'  55* 
revient  à 1 8^,5455  ou  0,1 85455  quadrans. 

Des  Perpendiculaires,  des  Obliques  et  des  Parallèles. 

184.  Par  un  point  Â (fig.  23),  menez  la  perpendiculaire  AD 
sur  EF,  et  les  obliques  AC,  AF,  AB.  i“.  La  perpendiculaire  AD 
est  plus  courte  que  toute  oblique  AC  les  obliques  AC,  AF 


! 
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qui  s’écartent  également  du  pied  D de  la  perpendiculaire  sont 
égales , et  font  des  angles  intérieurs  aigus  et  égaux  ; 3®.  de  ■ 
deux  obliques  AC,  AB,  celle  qui  s’écarte  le  plus  de  ce  pied  D 
est  la  plus  longue , et  fait,  du  meme  côté  AD  , un  angle  aigu 
plus  petit,  ABD  AùD. 

I®.  Puisque  le  triangle  ACD  est  rectangle  en  D , cet  angle  D 
est  > ACD  (n®  167  , i®.) , d’où  AD  AC  (n®  16g);  la  plus 
courte  distance  d’un  point  A à une  droite  E O est  sa  perpendi- 
culaire AD  : tous  les  angles  ACD,  ABD  sont  aigus.  v 

2®.  Si  CD  = DF,  les  triangles  ACD,  AFD,  qui,  outre  le  côte' 
coinomn  aD,  et  les  angles  droits  D,  ont  le  côte  CD=DF,  sont 
égaux;  d’où  ACï=.AF,  angle  ACD  = AFD. 

3®.  Lorsque  BD  > CD,  l’angle  ACB  est  obtus  ( n®  167,4®  ), 
donc  cet  angle  ACB  > ABC  (n®  167,  2"),  et  par  suite  AB>AC. 
L’angle  ABE,  e.xtérieur  au  triangle  ABC  est ACB,  et  prjenant 
les  supplémens,  ABC  ACD.  Ainsi  à mesure  que  les  obliques 
s’écartent  de  la  perpendiculaire  AD,  elles  deviennent  plus  lon- 
gues, et  fout  avec  EF  des  angles  aigus  du  côté  de  AD,  de  plus 
en  plus  petits. 

Donc  étant  donné  uu  point  A sur  une  droite  AD  perpendicu- 
laire à EO,  de  ce  point,  on  ne  peut  mener  plus  de  deux  obli- 
ques égales  entre  elles. 

185.  Réciproquement  la  ligne  AD  est  perpendiculaire  sur 
EF,  lorsqu’elle  est  la  plus  courte  distance  de  A à EF.  Car -si  une 
autre  ligne  AC  était  la  perpendiculaire,  elle  serait  <AD,  contre 
l’hypotbèse. 

De  même,  si  AC=AF,  il  s’ensuit  que  CD  = DF  ; puisque  si 
CD  était  >■  ou  DF,  AC  serait  aussi  > ou  <[  AF. 

Enfin  si  AB>  AC,  on  doit  avoir  BD  > CD,  puisqu’on  sup- 
posant BD=  ou  <;  CD , il  faudrait  qu’on  eût  B.A=:  ou  < CA , 
contre  l’hypothèse. 

186.  Concluons  de  là  que  si  AD  ( fig.  37)  est  perpendiculaire 
au  milieu  D de  CF,  tout  point  G,  A,  de  AD  est  autant  éloigné 
de  C que  de  F,  AC  = AF,  GC  = GF  : car  ces  droites  sont  des 
obliques  qui  s’écartent  également  du  pied  D. 

187.  Tout  point  I situé  hors  de  la  perpendiculaire  AD  au 
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milieu  de  CF,  est  plus  voisin  de  celle  des  deux  extrémités  F 
qui  est  du  même  côté  que  ce  point  I ; car  menant  IC,  IF  et  FG, 
l’angle  GCF  = GFC;  donc  l’augle  IFC  > IGF,  et  le  côté 
IC>  IF  (h®  169). 

Puisque  la  propriété  du  n°  186  d’avoir  ses  points  également 
distans  des  points  C et  F n’appartient  qu’.^  la  perpendiculaire 
sur  le^nilieu  de  CF,  elle  la  caractérise ^ c’est-à-dire  que  lorsque 
deux  points  A et  H (fig.  38)  d’une  droite  AH  sont  chacun  au- 
tant éloignés  de  C que  de  F,  cette  droite  AH  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  CF. 

Pour  mener  une  perpendiculaire  AH  au  milieu  d’une  droite 
CF  (fig.  38),  des  centres  C et  F,  avec  le  même  rayon  quelcon- 
que, tracez  deux  arcs  de  cercle  : si  les  rayons  ont  été  pris  plus 
grands  que  la  moitié  de  CF,  ces  arcs  se  couperont  en  un  point 
A,  qui  sera  sur  la  perpendiculaire  demandée.  Refaites  la  même 
construction  au-dessous  de  CF  avec  le  même  rayon  ; les  arcs 
se  couperont  en  un  point  H de  la  perpendiculaire,  qui  sera  AH. 
Ou  peut  aussi  trouver  cette  ligne,  en  prenant  d’autres  rayons 
égaux,  qui  donnent  des  arcs  se  coupant  en  I,  car  I sera  aussi 
l’un  des  points  de  la  perpendiculaire. 

Cette  construction  donne  aii.ssi  le  milieu  D <f  une  longueur 

CF. 

188.  Par  un  point  donné  mener  une  perpendiculaire  AH 
( fig.  3g,  4®)  tttte  droite  indéjinie  OU. 

i“.  Si  ce  point  est  en  D sur  la  droite  ( fig.  3g),  prenez  DC=DF 
à volonté,  et  des  centres  C et  F avec  le  même  rayon  quelcon- 
que, tracez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  A , la  droite  AD  sera 
la  perpendiculaire  sur  DR. 

a°.  Si  le  point  donné  est  en  A (fig.  4®}  hors  de  la  droite 
DB,  du  centre  A avec  un  rayon  quelconquesufiisamment  grand, 
tracez  un  arc  CF,  coupant  DB  aux  points  C et  F ; de  ces  points 
comme  centres  et  avec  un  même  rayon  arbitraire,  tracez  deux 
sucs  qui  se  coupent  soit  en  H,  soit  en  I.  La  droite  Al  ou  AH 
est  la  perpendiculaire  demandée. 

La  perpendiculaire  AD  ( fig.  37  ) donne  le  point  D qu’on 
appelle  la  projection  de  A sur  CF  : chaque  point  de  CA  a de 
■ T I.  iti 
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même  sa  projection,  et  la  longueur  CD  est  la  projectioA  de  AC, 
de  CG. . . sur  la  droite  indéfinie  CF. 

18g.  Étant  donnés  deux  points  G etB(fig.  40®*  une  droite  AK 
indéfinie,  trouver  sur  cette  ligne  un  point  F,  tel  qu’en  le  joignant 
aux  points  donnés  G et  B,  les  droites  FG,  FB  fassent  des  angles 
égaux  avec  AK;  savoir,  angle  GFA  = BFK.  Menez  du  point  B 
la  perpendiculaire  BD  sur  AK,  prenez  CD=CB,  et  lirez  l^ldroitc 
DG;  cette  droite  coupera  AK  au  point  F demandé  : caries  trian- 
gles FCD,  FCB  sont  égaux , d’où  l’angle  BFC=CFD=  AFG. 

Dans  l’angle  NAC  (fig.  42)  on  donne  les  points  B et  G,  et 
on  demande  de  tirer  les  droites  BF,  FL,  LG  qui  fassent  des 
angles  égaux  deux  ù deux  avec  les  côtés  de  l’angle  A,  savoir 
BFC  = LFA  , et  FLA  = GLIf.  Keproduisez  la  construction 
précédente  pour  le  point  B et  le  cote  AC,  c’est-à-dire  prenez 
CD  = BC  sur  la  perpendiculaire  BD  à AC.  Tout  point  F de  AC  “ 
donne  deux  droites  FD,  FB;  également  inclinées  sur  AC  : ainsi 
la  droite  cherchée  LF  doit  passer  par  le  point  D,  qui  remplace 
B dans  la  recherche  proposée  ; en  sorte  qu’il  ne  s’agit  plus  que 
de  savoir  tirer  du  point  D deux  lignes  DL,  LG,  également  in- 
clinées sur  AN  : il  faut  donc  encore  reproduire  la  construction 
précédente  pour  le  point  D et  la  droite  AN.  Ainsi  on  tirera  DH 
perpendiculaire  sur  NA  prolongée,  on  prendra  IDr=IH  ; par 
le  point  H,  on  mènera  HG  qui  donnera  le  point  L,  puis  LD 
qui  donnera  le  point  F,  enfin  la  droite  FB  : donc  BF,  FL  et  LG 
rempliront  les  conditions  voulues. 

La  même  construction  représentée  fig.  43  donne  le  contour 
BFLMK,  qui  joint  les  points  extrêmes  B et  K par  une  suite  de 
lignes  brisées  également  inclinées  deux  à deux  sur  les  côtés 
successifs  de  la  fig.  MNAC.  On  pourra  opérer  de  même  pour 
quatre  droites  formant  trois  angles,  etc.  ...  Ce  tracé  résout 
complètement  le  problème  des  bricolles  au  jeu  de  billard. 

igo.  On  dit  que  deux  droites  AB,  CD  (fig.  45)  sont  parai— 
îèles  quand,  situées  dans  un  plan,  elles  ne  se  rencontrent  pas*, 
quelque  loin  qu’on  les  prolonge.  La  droite  EF  qui  les  coupe 
est  appelée  sécante  ; les  angles  EHB,  HID,  d’un  même  côté  de 
la  sécante,  l’un  en  dehors,  l’autre  en  dedans  des  parallèles. 
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sont  dits  correspondons;  les  angles  alternes  sont  situe's  des 
deux  côte's  de  la  se'cante;  les  internes  sont  au  dedans  des  pa- 
rallèles, les  ear/er/iej sont  en  dehors;  les  allernes-intemes  sont, 
tels  que  AHI,  HID  de  part  et  d’autre  de  la  sécante,  et  entre 
les  parallèles  ; les  alternes-extemes,  tels  que  EHB,  GIF,  sont 
aussi  des  deux  côtés  de  la  sécante , mais  en  dehors  des  paral- 
lèles : dans  ces  deux  derniers  cas,  les  angles  ont  leurs  ouver— 
! tures  tournées  en  sens  contraires , et  leurs  sommets  sont  situés 
sur  les  deux  parallèles.  Les  angles  internes  BHI,  HID,  et  les 
externes  EHB,  FID  sont. c^’un  même  côté  de  la  sécante. 

Deux  droites  AB,  CD  (fig.  45)  sont  parallhles  quand,  étant 
dans  un  plan  et  coupées  par  une  sécante  EF,  elles  remplissent 
Vunc  des  cinq  conditions  suivantes  : 

i“.  Les  angles  correspondons  égaux , EHB  ~ HID  ; 2®  les 
angles  altemes-internes  égaux,  AHIj=zHID;  3“  les  angles 
alternes-extemes  égaux,  EHB  = GIF;  4“  lo-  somme,  des  an- 
gles internes  d’un  meme  côté,  BHI -\-HID  ■='}.  droits;  5“  la 
somme  des  angles  externes  d’un  même  côté,  EHB-{-DlF=7. 
droits. 

i"  Cas.  EHB  = HID;  car  si  les  droites  AB,  CD,  se  rencon- 
traient en  0 (fig.  44)>  oti  aurait  un  triangle  HOI,  où  l’angle 
extérieur  EHB  serait^  HID  (n®  16^,  contre  l’hypothèse. 

2®  Cas.  AHI  = HID;  si  le  triangle  HOI  était  possible,  on 
aurait  l’angle  extérieur  AHI  > HID,  contre  la  supposition, 

3‘  Cas.  EHB  = GIF  ; ces  angles  étant  opposés  au  sommet 
avec  les  précédons,  c’est  comme  si  l’on  donnait  AHI=HID. 

4*  Goj.  BHI -J- HID  = 2 droits;  on  sait  (n®  167,  i®)  que  le 
triangle  HOJ  est  alors  impossible. 

5*  Cas.  EHB-1-DIF  = 2 droits,  comme  HID-f-DIF  = 2 
droits,  on  en  conclut  EHB  = HID,  qui  rentre  dans  le 
I*®  cas. 

Deux  droites  AB,  CD  (fig.  45)  perpendiculaires  à une  troi- 
sième LM  sont  parallèles,  puisque  la  figure  remplit  les  cinq 
conditions  ci-dessus.  Et  en  effet,  si  les  droites  AB,  CD  sc  ren- 
contraient en  un  point  0 (fig.  44))  seraient  deuxper- 
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pendiculaires  menées  du  point  0 sur  EF,  ce  qui  ne  te  péut 
(n“  167,6"). 

1 91.  Les  réciproques  de  toutes  ces  propositions  sont  vraies. 

En  effet , un  angle  BCA  (6g.  46),  quelque  petit  qu’il  soit,  est 
toujours  plus  grand  qu’une  bande  BCEF  formée  par  deux  per- 
pendiculaires BC,  EF,  menées  à la  droite  CD.  Car  si  l'on  dé- 
crit du  sommet  C l’arc  de  cercle  bd,  avec  un  rayon  quelcon- 
que , l’angle  BCÂ  sera  contenu  un  nombre  6ni  n de  fois  dans 
l’angle  droit  BCD,  puisqu’il  sera  contenu  autant  que  l’arc  ba 
l’est  dans  le  quadrans  bad.  Portons  n parties  égales  CE,EG,... 
le  long'de  la  droite  indéûnie  CD,  jusqu’en  un  point  M ; puu 
abaissons  sur  CD  des  perpendiculaires  FË,HG,  . . NM,  en 
tous  les  points  de  division.  Nous  aurons  ainsi  n bandes  BCEF, 
F£GHÎ*'e|c.,'  toutes  j^ales  entre  elles;  car  en  pliant  la  âgure 
selcm  la  droite  !FE,  il  est  évident  que  les  bandes  BE,FG  se  su- 
perposeront en  coïncidence  parfaite.  Ainsi  la  surface  de  l’angle 
droit  BCD  est  formée  de  n fois  l’angle  BCA , tandis  que  n fois 

' la  bande  CBEF  est  moindre  que  cette  surface,  ou. .’. 

n X BCA  > n X BCEF , ou  BCA  ^ BCEF. 

Ainsi  la  droite  CA  su£6saniment  prolongée  doit  rencontrer 
^ quelque  ^rt  èt  s’étendre  au-delà,  puisque  la  bande  BCEF 
ne  ^nt  contenir  l’angle  BCA,  quelque  petit  qu’il  soit.  Toute 
droite  CA  qui  fait  avec  CD  un  angle  <[  un  droit  doit  donc  cou- 
per la  perpendiculaire  F'E  sur  CD. 

Oôn^,‘  1°  Lorsque  deux  droites  AB,  CD  (6g.  45)  sont  paral- 
Ikïes,  la  perpendiculaire  LM  menée  à CD  est  aussi perpendi- 
culaite  à AB}  puisque  sans  cela  AB  devrait  couper  CD. 
Cela  revient  à dire  que  par  un  point  L on  ne  peut  mener 
qu’une  seule  parall'ele  à CD,  savoir  AB  perpendiculaire 
àLM.  *■  Vq  ^ 

a*.  Toute  sécante  EF  qui  coupe  deux  parallèles  AB,  CD,  r 
fait  les  angles  correspondons  égaux,  EHB-=.HJD ; les  angles 
alternes-internes  égaux , AHI'=zBID  / les  angles  alternes— 
externes  égaux,  EHB—CIF.  En  effet,  du  milieu  K de  Kl, 
soit  abaissé  LM  perpendiculaire  sur  les  deux  parallèles  (i**);  ' 
les  deux  triangles  KIM,  LKH  seront  égaux,  à cause  des  angles 
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droite  Lel  M,  des  angles  K opposés  au  sommet;  et  de  KItzKH,’ 
(constr.);  donc  l’angle  LHK  = K1M;  et  comme  ces  angles 
sont  opposés  au  sommet  avec  EHB,  GIF,  ces  quatre  angles  ^ 
sont  égaux. 

3®.  La  somme  des  angles  internes,  ou  des  externes,  d’un 
même  côté,  vaut  deux  droits  : car  AHI  + BHI  = 2 droits , et 
âHI  = HID  (2°):  donc  BHI-f-HID=2  droits.  De  même 
£HB  = HID,  HID4-FID=2  droits,  donc  EHB-f-FID  = 

2 droits. 

4“.  Les  angles  que  fait  une  sécante  en  coupant  deux  paral~ 
lèles,  sont  égaux  quand  ils  sont  de  même  espèce , et  supplé- 
pienlaires  quand  Vun  est  aigu  et  Vautre  obtus. 

192.  Il  suit  de  là  que  1“  pouf  meaçr,  par  un  point  donné  C 
(6g.  47)  une  droite  CD  parallèle  à AB,  on  pourra  employer 
l’une  quelconque  des  six  propriétés  précédentes.  Par  exemple, 
d’un  rayon  quelconque  CD  et  du  centre  C,  on  décrira  un 
arc  ^u  centre  B l’arc  CH  : en6u,  op  prendra 

l’arc  BI s=i  CH,  et  C/  sera  parallèle  à AB.  Car,  en  menant  la 
sécante  BC,  les  angles  ABC,  BCI  seront  égaux  (n°  17^,  3”). 

2®.  Deux  droites  AC,  BD  (6g.  48)  parallèles  à une  troi- 
sième EF  sont  parallèles  entre  elles  ; car  la  perpendiculaire  Kl 
à EF  l’est  aussi  à ses  parallèles  AC  et  BD-,  celles-ci  ne  se 
rencontrent  donc  pas  (190). 

3®.  Deux  angles  CAB , DEF  (6g.  49)  dont  les  côtés  sont  pa- 
rallèles, et  V ouverture  tournée  du  même  sens,  sont  égaux  : car 
prolongeant  EF  en  G,  les  parallèles  ED  donnent  l’angle 
DEF=  CGF  comme,  correspondans  : à cause  des  parallèles 
AB,  GF,  on  a l’angle  CGF=  CAB  Tdonc  CAB  = DEF.  Si 
l’on  prolonge  un  côté  EF,  les  angles  DEI  et  BAC,  dont  l’ou- 
' verture  n’est  pas  tournée  du  même  côté,  ne  sont  plus  égaux  ; 
ces  angles  sont  suppléinens  l’un  de  l’autre.  . ^ 

4®.  Deux  parallèles  AB,  CD  (6g.  47)  sont  partout  équidis- 
tantes } car  de  deux  points  quelconques  A et  B,  et  du  milieu  E 
*'  de  AB,  menons  les  perpendiculaires  AC,  DD,  EF s\xr  AB , 
ell^sle  seront  aussi  sur  CD  ; or,  en  pliant  la  6gure  suivant  EF, 
EB  se  couchera  sur  son  égal  EA  -,  et  à cause  des  angles 
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droits,  BD  prendoi-ia  direction  AC,  et  FD  se.ceudher» 
*a«ur  FC.  Ainidi  Je  {>okit  D tombera  sur  C\  d’où  AC=BD. 

ig3. Lei’Jià^tBù  de  deux  parallèles  AB,  CD  (6g.  5o)  inter- 
ceptées enm  ^ux -autres  parallèles  BD,  AC,  sont  égales,  car 
menant  BG,‘0B  à deux  triangles  égaux  ABC,  Ï)BC  (le  côté  BC 
est  commun  ét  l’angle  BCD  = ABC , BCA  = DBC , comme  al- 
temeO-ititènies).  Donc  ABssCD  et  BD=AC.  Le  théorème  pré- 
céde«tf4^  est  un  cas  particulier  de  celui-ci.  ' v ~ '*** 

Riciffroquement,  si  AB  = CD  et  AC  = BD,  les  deux  triangles 
Sflterencore  égaux,  comme  ayant  leurs  trois  côtés  respectivc- 
lülçÀt  égaux; 'd’où  l’on  tire  angle  DCB  = ABC,  CDB  =BAC  : 
èànc  AB  est  parallèle  à CD;  AC  l’est  à BD.  ' ^ ^ 

^nfin,  si  l’on  suppose  AB  égal  et  parallèle  à CD,  AC  est  aussi 
édft  ki  d&callèle  à BD,  parce  que  les  deux  triangles  sont  en- 
ceftégAdiVétc?*’*''"' 

I Kl  (^6-  ^0  angle  donné  IRC,  soit  pris 

àa point  quelconque  £,  et  mené  £D  parallèle *à  KC;  prenons 
= KF,  et  tirons  KF.  Dans  le  triangle  isoscèle  KEF,  l’angle 
* EKF=F ; mais £ = FRC  comme  alternes-internes ; ainsi,  KF 

coupe  par  moitiés  l’angle  IRC.  De  même,  prenant  FK  = FD,. 
l’angle  DKC  est  moitié  de  FKC,  ou  le  quart  de  IRC,  etc. 
Cette  construction  sert  à diviser  l’angle  IRC  en  2,  4,  8. . . a“ 
parties  égales . 


Des  Perpendiculaires  et  Parallèles  considérées  dans 
le  cercle  f et  des  Tangentes. 

ig5.  Tout  rayon  CD  perpendiculaire  à une  corde  AB,  la 
coupe  au  milieu  E,  ainsi  que  l’arc  soutendu  ADB  (6g.  Sa), 
En  effet,  les  obliques  égales  véC,  Cfi,  prouvent  que  J?  est  le 
milieu  de  Ali  (n”  i84);en  pliant  la  6gure  suivant  CD,  le 
point  .<é  tombe  cnB\  AD  se  couche  sur  DB,  ainsi  D est  le 
' milieu  de  l’arc  ADB. 

196.  Le  centre  C,  le  milieu  E de  la  corde  et  celui  D de 
l’arc,  étant  en  ligne  droite,  il  s’ensuit  que  toute  ligne  CD  qui 
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passe ' par > deux  de  ces  poiuts,  passe  aussi  par  le  3‘,  et  est 
perpendiculaire  à la  corde  AB.  De  plus,  puisque  par  un- 
point  C,  E ou  D,'on  ne  peut  mener  qu’uiie  seule  perpendicu- 
laire à AB,  dès  qu’une  droite,  passant  par  l’un  de  ces  trois 
points,  sera  perpendiculaire  à AB,  on  en  conclura  qu’elle 
passe  par  les  deux  autres.  Donc,  de  ces  quatre  conditions,  être 
perpendiculaire  à une  corde,  passer  son  milieu,  par  le  milieu 
de  Varc  et  par  le  centre,  deux  étant  supposées,  les  deux  autres, 
s’ensuivent  nécessairement. 

On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  chacun  des  six 
cas  compris  dans  ce  théorème,  en  le  traitant  comme  celui  qui 
nous  a servi  de  base.  , 

197.  Pour  diviser  un  arc  ADB  (fig.  5a),  ou  un  angle  ACBVn 
deux  parties  égales , il  suffit  d’abaisser  la  perpendiculaire  CJ) 
sur  la  corde  AB{n°  187).  Comme  par  le  même  moyeu  on  peut 
de  nouveau  faire  la  bissection  de  chaque  moitié,  etc.,  on  sait 
diviser  un  arc  ouünan;)lecn  2, 4, 8. . . 2"  parties  égales.  {J^ojr. 

198.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points 
donnés  N,  B et  D (fig.  53).  Menons  JV/?  et  BD,  puis  les  per- 
pendiculaires HE,  IF  sur  leurs  milieux  E et  F.  Chacun  des 
points  de  HE  est  autant  éloigné  de  N que  de  B • ces  points 
jouissent  seuls  de  cette  propriété  : ainsi  tous  les  cercles  passant 
par  lespointsJVetÆ  ont  leurs  centres  sur  la  perpendiculaire/ff: 
de  meme  pour  FJ  relativement  à B et  D.  Donc  le  point  C où 

, se  coupent  HE  et  FJ , est  à la  même  distance  de  N,  B et  D,  et 
remplit  seul  cette  condition  : ainsi  C est  le  centre  du  cercle 
i/njiyMe  qui  passe  par  les  trois  points. 

‘ Les  perpendiculaires  FJ  et  HE  ne  se  rencontreraient  pas  si  ^ 
les  trois  points  N,  B et  D étaient  en  ligne  droite  (n®  191,,!®.) , 
et  le  problème  serait  impossible.  Mais  dans  tout  autre  cas,  F[ 
coupera  BE,  puisque  si  FI  et  HE  étaient  parallèles,  les  droi- 
tes’fiiV,  BD  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires,  s 
Déferaient  qu’une  seule  et  même  ligne  ; car  sans  cela  on  aurait 
deux  perpendiculaires  à HE  partant  de  B,  savoir  ND  et  le 
prolongement  de  BD. 
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Observez  que  la  perpeiuliculaire  abaissée  sur  le  niilieu  de  la 
corde  j\D,  passe  aussi  par  le  point  6',  puisqu’il  est  à la  luème 
distance  de  N et  de  IJ-,  en  sorte  que  les  trois  perpendiculaires 
doivent  concourir  en  C,  et  qu’on  détermine  ce  centre  en  se 
servant  de  deux  quelconques  des  trois  cordes  NB,  BD,  ND. 

Donc,  i<*  deux  cercles  ne  peuvent  avoir  trois  points  coiuinuns 
sans  se  confondre. 

a°.  Il  est  facile  de  trouver  le  centre  d’un  cercle  ou  d’uii  arc 
donné:  ilsufiit  d’y  marquer  trois  points  ^ et  et  de  faire 

la  construction  qu’on  vient  d’indiquer. 

199.  Une  droite  ne  peut  couper  un  cercle  en  plus  de  deux 
points,  puisque  s’il  y avait  trois  points  communs,  en  y me- 
nant des  rayons,  on  aurait  trois  obliques  égales  (n”  184,  3’’). 

,üne  ligne  'J'G  (fig.  54)  qui  ne  rencontre  le  cercle  qu’eu  un 
point  F s’appelle  Tangente.  Le  rayon  CF  est  perpendiculaire 
à la  tangente  en  F : car  tout  autre  point  G de  cette  tangente 
étant  hors  du  cercle,  CG  est  ^ CF— CF-,  donc  est  la 
plus  courte  distance  de  C à TG , c’est-à-dire  que  CF  est  per- 
pendiculaire à TG  (n®  184,  I*). 

Réciproquement,  si  TG  est  perpendiculaire  au  rayon  CF, 
cette  droite  TG  est  tangente  au  cercle.  Car  tout  oblique  CG 
étant  ~>CF,  tout  autre  point  G de  TG  est  hors  du  cercle. 

Ainsi,  pour  mener  une  tangente  en  F au  cercle  CA,  il  faut 
mener  le  raypn  CF  et  sa  perpend.  'J'G  (n®‘  188  et  212,  I). 

200.  Étant  donnés  deux  points  (hg.  55),  l’un  en  A sur  la 
droite  AT,  f autre  en  B,  cherchons  le  cercle  ABI  qui  passe  en  A 
et  B,  et  qui  touche  la  droite  AT.  AB  étant  une  corde,  EF 
perpend.  sur  le  milieu  de  AB  contient  le  centre  C;  ce  centre 
est  aussi  sur  AG  perpend.  a AT-,  donc  il  est  à l’intersection  C. 
Ainsi  menant  les  perpend.  GA  à AT,  et  FE  au  milieu  àe  AB, 
le  point  C de  section  sera  le  centre  ; le  rayon  sera  AC. 

201 . Les  arcs  AD,  BE  (lig.  54)  compris  entre  deux  cordes 
parallèles  .\B,  DE,  sont  égaux.  Car  soit  le  rayon  CF  perpend. 
à ces  deux  cordes;  on  a (n“  195)  l’arc  Ab—BFcl  DF=FE  ; 
eu  soustrayant,  il  vient  AD  — EB,  Les  dtu,x  cordes  peuvent 
encore  comprendre  entic  elles  le  centre  C;  telles  sont  AB  et 
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VE';  on  a alors  AF=FB,  D'F—F'E';  en  soustrayant 
ces  deux  équations  de  la  demi-circonf.  FAF'  = FBF',  il  vient 
AD'  = BE'. 

La  même  chose  a encore  lieu  pour  une  corde  AB  et  la  tan- 
gente TG  qui  lui  est  parallèle  ; carie  rayon  FC  mené  au  point 
de  contact  F,  étant  perpend.  è la  tangente,  l’est  aussi  à AB; 
donc  AF:s=  FB. 

Des  Intersections  de  Cercles. 

' aoa.  Si  deux  circonférences  C,  C'  (fig.56)  ont  un  point  A com~ 
rr^msurlaligneCG  qtii  contient  les  centres , elles  ne  se  rencon-» 
trent  en  aucun  autre  point  : car  en  un  point  quelconque  H de 
l’une',  menons  CH  et  CH,  nous  avons  CC  ou  CA-i-AC 
<;  CH  -t-  HC  ; ôtant  les  égales  CA  et  CH,  il  reste  AC <C,HC  t 
le  point  H est  donc  hors  de  la  circonf.  C . Si  les  centres  sont  ’ 
en  C et  C“  d’un  même  côté  du  point  commun  A,  on  a CH 

ou  CA  •<  CC  -|-  C"H , et  retranchant  CC , il  reste 

C A<^C"H,  le  point  H e&\.  donc  hors  de  la  circonf.  C . 

La  perpend.  AT  sur  CC  au  point  A,  est  tangente  aux  deux 
circonf.  qui  se  touchent  en  A. 

Mais  si  les  deux  cercles  C et  C'  ont  en  M un  point  commun 
(tig.  5^)  hors  de  la  ligne  qui  joint  les  centres,  ces  cercles  se 
coupent.  Menons  A/iV  perpend.  sur  CC  ; et  prenons  N/=JM. 
I^es  obliques  égal^  CM  et  CN  prouvent  que  N est  un  point  de 
la  circonf.  C;  N est  aussi  sur  la  circonf.  C,  car  C M—  C'N. 
Donc  ces  circonf.  ont  un  3*  point  commun  en  N.  Dn  3°  point 
commun  serait  impossible  (n°  198). 

Donc  , 1°  si  les  circonférences  n’ont  qu’un  seul  point  com- 
mun , il  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres,  et  récipro- 
quement : en  outre,  la  distance  des  centres  eslêgale  à la  somme 
ou  à la  différence  des  rayons;  car  on  a 56)  CC'=  CA-\-C  A, 
on  CC  — CA — C'A,  suivant  que  l’un  des  cercles  est  extériem 
ou  intérieur  à l’autre.  '' 

3*.  Si  les  cercles  se  coupent,  la  ligne  qui  joint  les  centres 
est  perpendiçulairc  sur  le  milieu  de  la  corde  commune.  De 
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plus,  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des 
rajrons,et  plus  grande  que  leur  différence;  car  on  a visiblement 

(fig.  57)  CC  <^CM+CMet  CC  + C'M>CM,ou 

CC'  > CM—  C'M. 

3®.  Enfin,  si  les  cercles  rfont  aucun  point  commun,  la  dis- 
tance des  centres  est  plus  petite  que  la  différence  des  rayons 
ou  plus  grande  que  leur  somme,  suivant  que  les  cercles  sont 
ou  ne  sont  pas  compris  l’un  dans  l’autre;  car  on  a (âg.  58) 
CD^DO  — CA  — AO,  et  CC  = CA C B + AB . 

On  conclut  de  là  que  D e'tant  la  distance  des  centres,  R et  r 
les  rayons , on  a,  lorsque  les  circon  férences 
se  coupent D R + r et  D > R — r. 

, f extérieurement D = R -1-  r 

se  touchent  \ . r. 

f intérieurement D — R — r 

n’ont  aucun  point  commun  ( extérieurs D R r 

l intérieurs D R — r 


et  sont  Fun  à l'autre 


ao3.  La  réciproque  de  chacune  de  ces  propositions  est  éga- 
lement vraie.  Si,  par  ex.,  on  a à la  fois  D C^R  -\-r  et~;>  R — r, 
les  deux  circonf.  se  coupent;  car,  1°  si  elles  se  touchaient  on 
aurait  D = R r,  ou  =R  — r;  et  si  elles  n’avaient  aucun 
point  de  section,  D serait  > /î  *1-  r,  ou  < iî  — r. 

De  même,  si  D=R-f-r,  les  cercles  se  touchent  extérieure- 
ment; car  si  cela  n’est  pas,  il  faut  admettre  l’une  des  quatre 
autres  dispositions.  Or,  s’ils  se  coupent,  on  a D -f-  r,  ce 
qui  est  contraire  à la  supposition  ; 2°  s’ils  se  touchent  inté- 
rieurement, on  a D = R~r,  ce  qui  ne  peut  être,  puisque 
D = /l-4-r,  etc.  (■•'). 

ao4-  Quand  ou  connaît  les  centres  et  les  rayons  de  deux  cer- 
cles, pour  s’assurer  s’ils  se  coupent,  ou  se  touchent,  etc.,  • 


(*)  En  général,  lorsqu'on  a prévu  tous  les  cas  possibles  d'un  système,  et 
que  chacun  comporte  des  conditions  qui  ne  peuvent  coexister  avec  celles  que 
donnent  Icsaulrcs  cas,  les  réciproques  ont  lien,  et  se  démontrent  comme  on 
vient  de  le  voir;  c'est  ce  qu'on  remarque  dans  la  théorie  des  obliques,  n®  18^; 
ainsi  qu'au  n°  209,  etc. 
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il  u’est  donc  pas  nécessaire  de  décrire  les  circonf.  ;il  sufiTra  d’a- 
jouter et  de  soustiaire  les  rayons,  et  de  comparer  les  résultats 
à la  distance  des  centres,  pour  décider  auquel  des  cinq  cas  pos- 
sibles la  figure  proposée  se  doit  rapporter. 

Étant  donnés  deux  points,  l’un  en  A (fig.  55),  sur  un  cercle  Cf  y 
etl’autre  en  B,  pour  décrire  unecirconf.  qui  passe parccs  points 
A et  B et  touche  ce  cercle  (f  en  A,  on  mènera  la  tangente  AT, 
et  le  problème  sera  ramené  à celui  du  n*  200. 

Des  Triangles. 

1 • * 

ao5.  La  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  A BC  vaut  deux 
droits  (fig.  59).  Prolongeons  en  CD,  l’un  des  côtés  AC  du  trian- 
gle ABC,  et  menons  CF  parallèle  à AB  ; les  trois  angles  en  C 
sont  ceux  du  triangle;  carFCD  = A comme  correspondants; 

BCF  = B comme  alternes-internes  : ajoutant  ces  équa- 
tions, FCD-f-BCF,  ou  BCD=A-)-B  ; ainsi  l'angle  extérieur  B CD 
d* un  triangle  ABC  est  la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  A 
et  B (ce  qui  généralise  le  théorème  n“  167).  On  a donc. . . . 

A B -f-  C = 2 droits. 

Si  l’on  fait  (fig.  60)  l’angle  MON=A,  MOL=B,  LOK=C, 
la  ligne  OK  serale  prolongement  de  NO.  Cette  construction  fait 
connaître  l’un  des  trois  angles  d’un  triangle,  quand  le»  deux  ^ 
autres  sont  donnés. 

* Concluons  de  là  que,  1°  deux  triangles  qui  ont  deux  angles 
respectivement  égaux,  sont  équiangles. 

2°.  Un  triangle  peut  avoir  ses  trois  angles  aigus , mais 
il  ne  peut  atvoir  qu’un  seul  angle  droit  ou  obtus.  ( Voj. 

^ n°  167,  2“.) 

3**.  Les  deux  angles  aigus.d’un  triangle  rectangle  ABC  (fig.  6i  ) 
sont  complémentaires,  B -j-  C = un  droit  D. 

4°.  Quand  la  ligne  fiC  tourne  sur  le  point  B pour  s’écarter  de 
la  perpendiculaire  BA,  et  devient  BC',  l’angle  ABC  croît’,  et 
l’angle  C décroît,  la  somme  de  ces  angles  aigus  restant  tou- 
jours=I). 
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5°.  Les  trois  angles  d'un  triangle  équilatéral  étant  égaux 
( n°  1 64  ) , chacun  vaut  les  deux  tiers  d’un  droit. 

6".  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC  (fig.  i5),  Av=B  et 
A-j-B-}-C=aD;  donc  2A-f*C:=3D,  A=D— JC,  C=a(D— A)  : 
il  suffit  de  connaître  un  seul  des  angles  pour  ti^uver  les  deux 
autres^ 

7“.  Deux  angles  dont  les  côtés  sont  respectivement perpendi^ 
culaires  sont  égaux  s’ils  sont  de  même  nature,  comme  BAC, 

Bf  A' C (6g.  6a);  ils  sont  supplémentaires  si  l’un  est  aigu  et 
Vautre  obtus,  tels  que  BAC,  C A' O' . Car  en  prolongeant  A'Ç' 
et  A'C',  en  D et  D',  jusqu’à  leur  rencontre  avec  â6,  AC,  qui 
leur  sont  perpendiculaires , les  triangles  rectangles  ADF, 
A'D'F  ont  les  angles  A et  A'  égaux,  comme  compléments  des 
angles  égaux  en  F. 

8°.  Quand  deux  droites  AB , CB  (6g.  63)  vont  concourir  en 
un  point  éloigné  ou  inaccessible  B,  on  peut  trouver  l’angle  B 
sans  le  mesurer  actuellement,  soit  en  menant  DE  parallèle 
àBC,  qui  donne  B=ADE;  soit  en  tirant  une  droite  quelcon- 
que AC,  mesurant  les  angles  A et  C,  et  prenant  le  supplément 
de  leur  somme  A>^  C,  ainsi  qu’on  l’a  fait  ci-dessus. 

ao6.  Vn  triangle  est  déterminé  lorsqu’ on  en  connaît,  i°  Deux 
côtés  m.et  n et  l’angle  k qu’ils  forment  (6g.  i8);  on  fera 
(n®  1 7 J,  3°),  un  angle  A = Â,  et  sur  les  côtés  indéânis  AG,  AH, 
on  prendra  AC  = m , AB  = n;  en6u  on  tirera  BC. 

‘ 2°.  Vn  côté  n et  deux  angles  k et  l adjacents  ; sur  l'un  des 

côtés  indéânis  ba,  bc  d’un  angle  a-=h,  on  prendra  ab—n-, 
on  mènera  bc  faisant  l’angle  b l , le  triangle  demandé 
sera  abc. 

3°.  Vn  côté  n,  un  angle  k adjacent,  et  un  angle  i opposé.  On 
cherche  d’abord  le  3'  angle  (ii®  2o5)  qui  est  adjacent  au  côté  n;  t 
on  connaît  l’angle  A,  et  on  retombe  sur  le  cas  précédent. 

4®.  Trois  côtés  m,  n,  p;  on  prendra  (6g.  57)  CC'  —m,  et  des 
centres  C,  G,  avec  les  rayons  CM  = n,  C'M  = />  on  décrira 
deux  circonférences.  Les  intersections  M,N  déterminent  les 
deux  triangles  égaux  CMC',  CNC',  qui  résolvent  le  problème. 
Les  deux  cercles  ne  se  coupent  qu’aulant  que  n — p. 


Digitized  by  Google 


TRIANGLES.  a55 

cette  doable  condition,  le  triangle  ne  peut 

exister  ( n°  302). 

207.  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  64)  dont  on  connaît 
deux  côtés  a,  c,  et  V angle  K opposé  àal  Faites  l’angle  BCA=K  ; 
sur  l’an  des  côtés  indéfinis , prenez  CB  — au  côté  adjacent 
donné  a ; le  côté  opposé  c devra  se  placer  comme  B A pour  fer> 
mer  le  trian;;le.  Or,  du  centre  B,  avec  le  rayon  BA=zc,  dé- 
crivez un  cercle  AA'  ; les  points  A , A'  de  section  avec^  côté 
A C,  détermineront  les  triangles  ABC,  A BC,  qui  satisfont  tous 
deux  à la  question  ; on  a donc,  en  général,  deux  solu lions 
A'BC  ; mais  il  faut  disûnguei'cinq  cas. 

I*.  Si  le  rayon  c du  cercle  est  plus  petit  que  la  perpend.  BD , 
c <;  BD,  le  cercle  ne  coupe  pas  AC,  et  le  problème  est  im- 
possible. 

2®.  Si  ce  rayon  égale  la  perpend.,  c — BD,  l’arc  est  tangent 
en  un  point  D , et  le  triangle  rectangle  CBD  satisfait  seul  à la 
question.  Donc  un  triangle  rectangle  est  déterminé  par  deux  de 
ses  côtés;  et  deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand  l’hy- 
poténuse et  un  côté  sont  respectivement  égaux. 

3®.  Si  le  rayon  c est  > BD  et  <;  CB  — a,  les  obliques 
BAz^BA  %o^t  BC , et  par  conséquent  situées  d’un  même 
côté  de  BC  (n®  18^  ; les  triangles  ABC,  ABC  sont  l’un  et 
l’autre  conformes  afflt  conditions  du  problème  ; ce  sont  les  deux  , 
solutions.  Remarquons  que  A est  supplément  de  l’angle  CA' B, 
puisque  le  triangle  isoscèle  AB  A'  a l’angle  A — BAA  -,  ainsi , 
l’un  de  nos  deux  triangles  est  acutangle,  l’autre  obtusangle. 

Si  l’on  savait  d’avance  que  le  triangle  cberclié  a ou  n’a  pas 
d’angle  obtus,  l’une  de  ces  solutions  se  trouverait  exclue, 
t 4“-  Si  c > «,  ou  B A > BC,  les  points  A et  A'  tombent  des 
deux  côtés  de  BC  (fig.  65)  -,  on  n’a  donc  qu’une  solution  ABC. 

5®.  Hous  avons  jusqu’ici  supposé  que  l’angle  donné  K — A 
est  aigu;  s’il  est  obtus,  tel  que  fi  AC,  la  même  construction 
sert  encore  à donner  la  solution  (fig.  64),  qui  est  unique, 
parce  que  le  triangle  ABC  ne  peut  convenir  à la  question.  Ob- 
servez que  le  cô|é  c opposé  à l’angle  obtus  C doit  être  le  plus 
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grand,  et  que  si  l’on  eût  donné  c<a,  le  problème  eût  été 
absurde.  ^ 

Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  respectivement  égaux  ,'et 
un  angle  égal  opposé  à l’un  de  ces  côtés , sont  donc  égaux  quand 
ils  sont  de  même  nature  (l’un  et  l’autre  rectangles,  ou  acutan- 
gles ou  bbtusangles  ) (*). 

208.  Les  cordes  égales  CD,  AB  (fig.  66)  sont  à égales  dis- 
tança  du  centre  O.  Menons  les  pcrpend.  OI,  OK  j les  triangles 
rectangles  OCI , O AK  sont  égaux,  à cause  de  C7et  AK  qui 
sont  des  moitiés  de  cordes  égales  ; donc  OI=OK. 

Réciproquement,  si  IO  = OK,  les  triangles  sont  encore 
égaux;  d’où  CD  = AB. 

Si  par  un  point  donné  Moud,  intérieur  ou  extérieur  au  cercle, 
on  veut  mener  une  corde  CD  de  longueur  donnée,  on  la  portera 
arbitrairement  en  AB  sur  la  circonf.  ; puis , menant  la  pcrpend. 
OK,  et  traçant  le  cercle  KJ , la  corde  cherchée  sera  tangente  à 
cette  courbe.  Ainsi , il  restera  à mener  cette  tangente  par  le 
pointM(n®2i2,  II),  et  on  aura  lés  deux  solutions  du  problème. 

209.  De  deux  cordes  inégales  AB,  CD  (fig.  67),  la  plus 
grande  AB  est  la  plus  proche  du  centre  O.  Car  on  a l’arc 
AEB  > CFD  ( n”  180)  ; prenons  l’arc  AE  = CD,  la  corde 
AE  sera  = CD , et  à la  même  distance  du  l^ntre  O;  d’où 
OL  — OI.  Comme  AE  tombe  en  de||ous  de  AB , on  a 
0/>  OG , et  par  conséquent  > OK. 

Réciproquement,  si  0£.>  OK,  la  corde  CD  est  A B-,  car 
autrement  on  aurait  CD=ou>-  AB,  d’où  l’on  conclurait 
OI<=  ou  < OK,  par  la  proposition  directe  (note  n“  2o3). 

210.  Résolvons  maintenant  quelques  problèmes. 

R Inscrire  un  cercle  (fig.  68)  dans  un  triangle  ABC , c’est-à- 

<■  . 


(«)  En  récapitulant  tout  les  cas  d’égalité  des  triangles , on  peut  dire  que 
éeax  triangles  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  trois  des  parties  qui  les  com- 
posent respectivement  égales;  mais  if  faut,  i<>.  exclure  le  cas  de  trois  angles 
donn4  ; a®,  exiger  que  si  Ton  a deux  angles  donnés , ils  soient  placés  de  même 
à l’égard  du  cftté  donné  j 3®.  enfin  sous-entendre  que  s’ils  ont  deux  cétés  égaux 
«t  un  angle  égal  opposé  à l’un , les  triangles  soient  de  même  nature. 
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dire  tracer  une  circonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  aux 
trois  côtés.  Ce  problème  revient  à trouver  un  point  O inté- 
rieur, qui  soit  à égale  distance  des  trois  côtés  du  triangle  ABC  ; 
car,  si  les  perpend.  0£,  OD,  OFsont  égales,  le  cercle  décrit 
du  centre  O,  avec  le  rayon  OE , sera  tangent  aux  trois  côtés 
(n»  igg). 

Cherchons  d’abord  un  point  o à égale  distance  des  deux  côtés 
AC,  AB  ; menant  Ao,  les  perpend.  égales  oe,  of  donnent  les 
triangles  rectangles  égaux  Aeo,  Aof  (oP  207,  2“.).  Donc  Ao 
divise  l’angle  A en  deux  parties  égales. 

Réciproquement , si  la  droite  Ao  coupe  l’angle  A en  deux 
* parties  égales,  tout  point  o de  cette  ligne  donne  les  deux  per- 
pendiculaires égales  oe,  of. 

Donc  , tous  les  points  de  la  ligne  AO  sont  à même  distance 
de  AB  que  de  AC,  et  les  points  de  cetteligne  jouissent  seuls  de 
celte  propriété  ; en  sorte  que  AO  est  le  lieu  de  tous  les  centres 
des  cercles  tangens  à ces  deux  côtés,  et  que  , par  conséquent , 
le  centre  cherché  est  l’un  des  points  de  ^40.  Ce  centre  doit  aussi, 
par  la  meme  raisou  , se  trouver  sur  la  droite  O B , qui  divise 
l’angle  B en  deux  parties  égales  ; il  sera  donc  à leur  intersec- 
tion O,  qui  non-seulement  sera  à égale  distance  des  trois  côtés 
du  triangle , mais  encore  qui  jouira  seul  de  cette  propriété.  Me- 
nons  la  d roite  O C ; elle  divisera  l’angle  C en  deux  parties  égales, 
puisque  les  deux  triangles  rectangles  ECO,  DCO  ont  l’hypo- 
ténuse commune  et  un  côté  égal,  OD  = OE. 

Concluons  donc  de  lô , 

i“.  Qu  on  peut  inscrire  un  cercle  dans  tout  triangle; 

2®.  Qu’on  nen  peut  inscrire  qu'un  seul  ; 

3°.  Que  le  centre  est  situé  à l'intersection  de  deux  lignes  qui 
divisent  en  parties  égales  deux  des  angles  du  triangle  ; 

4®.  Que  la  droite  menée  de  ce  centre  au  3*  angle,  coupe  pa- 
reillement cet  angle  en  parties  égales. 

Soit  P le  contour  ou  Périmètre  du  triangle  (fig.  68)  ; comme 

on  a AFz=AE,  BF—BD,  CE-=  CD,. on  en  tire 

p-=xo.AF •^o.BD •\-7.CD , ou p-=iAF +O.BC-,  d’où 
AFx=  '-p  — BC=  AE=  i {AB -f-  AC—BC). 


^56  géométrie. 

Il  esl  donc  aisé  de  trouver  les  points  F,  F,  et  par  suite  Dy 
puisque  CE  = CD‘  on  pourra  résoudre  le  problème  en  faisant 
passer  une  circonf.  tangente  aux  trois  côtés,  en  D,  E,  F. 

II.  Décrire  un  cercle  ( fig.  Sa)  dans  lequel  deux  droites  don- 
nées AB  — m,  AD  — n,  soutendent  des  arcs  doubles  l’un  de 
l’autre?  Comme  le  triangle  AD  U doit  ètreisoscèle,  après  avoir 
tiré  AB  = m , on  décrira  des  centres  A et  B , avec  le  rayon  n , 
des  arcs  qui  détermineront  le  point  D et  le  triangle  ABD , 
auquel  il  ne  s’agira  plus  que  de  circonscrire  un  cercle. 

III.  Construire  le  triangle  rectangle  BAC{îi%.  69),  dont  un 
côté  AB  de  l’angle  droit  et  le  périmètre  BE  sont  donnés? 
Puisque  BC-\-  CA  = AE,  élevons  en  A \a^erpend.  AD  =zAE  ; • 
nous  aurons  BC=CD,  et  le  triangle  BCD  sera  isoscèle  ; ainsi , 
CI  perpend.  au  milieu  de  BD  donnera  le  point  C. 

IV.  Par  un  point  J (fig.  69),  mener  dans  l’angle  BCA 
une  droite  AIB  qui  forme  le  triangle  isoscèle  ABC , savoir 
AC  = BC,  et  l’angle  A =.B.  L’angle  extérieur  BCD  étant 
= A B 2o5)  = 7. A,  si  l’on  mène  CF  qui  coupe  par 
moitiés  l’angle  F C’D,  FCD%exe.  — A,  et  CF  parallèle  à AB. 
Donc,  il  faut  tracer  CF,  et  par  le  point  donné  J mener  AIB 
parallèle  à CF. 

V.  Par  un  point  donné  M (fig.  66) , mener  CD  telle , que  la 
partie  dD  interceptée  entre  les  deux  circonfér.  concentriques 
DB , db  soit  de  longueur  connue  11  Si  CD  est  la  droite  cher- 
chée, toute  corde  AB  — CD  est  à la  meme  distance  du  centre, 
ou  KO  = O/,  KB  = JD  y Kb  =Id,  puis  Bb  = Dd  = /. 
Qu’en  un  point  quelconque  B on  porte  la  longueur  /de  B en  b, 
entre  les  deux  circonfér.;  qu’on  mène  la  droite  6/7  prolongée 
en  A ; enfin , qu’on  trace  le  cercle  OIK  tangent  à Ab , il  le  sera 
aussi  à la  droite  cherchée  CD  ; il  ne  s’agira  plus  que  de  mener 
par  le  point  M une  tangente  CD  à ce  cercle  IK  ; ce  sera  la 
droite  demandée. 

VI.  Construire  un  triangle  rectangle  BCD  {fig.  64),  dont  on 
connaît  l’hypoténuse  BC,  et  la  somme  ou  la  différence  des 
côtés  CD,  BD  de  l’angle  droit?  Soit  AD=.  BD=.A'D  ; les 
triangles  rectangles  isoscèles  B AD,  BA'D  ont  les  angles  A et  A' 
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égaux  à la  iiiuitié  J’im  droit  (u"ao5,  3°.).  Dans  le  triangle  BAC 
ou  BA'C,  outre  ZI6',onconnaîtdonc  l’angle  A ou  A',  cl  le  côté 
AC  ou  A'C,  et  il  aisé  de  décrire  ce  triangle.  Sur  la  base  . 
AC  ou  A" C,  on  tirera  AB  ow  A' B sous  la  direction  d’un  demi- 
angle  droit;  du  centre  C,  et  avec  le  rayon  CB,  on  tracera  un 
cercle  qui  coupera  AB  ou  A' B au  sommet  B (il  y a en  général _ 
deux  points  d’intersection  , et  par  conséquent  deux  solutions 
n”  207)  ; il  restera  ensuite  à abaisser  la  perpend.  BD  qui  ter- 
minera le  triangle  demandé  B CD. 

Mesure  des  angles  dans  le  cercle. 

31 1 . Nous  connaissons  la  mesure  des  angles  dont  le  sommet 
estau  centre  (n”  181);  cherchons  cette  mesure  lorsque  le  sommet 
est  situé  d’une  manière  quelconque  ; et  d’abord  examinons  le 
cas  où  l’angle  est  formé  par  deux  cordes  , le  sommet  étant  sur 
la  circonf.;  on  dit  alors  que  l’angle  est  Inscrit  : il  a pour  mesure 
la  moitié  de  l’arc  compris  entre  les  côtés. 

i“.  Si  l’un  des  côtés  AD  de  l’angle  G AD  (fig.  70)  passe  par 
le  centre  C,  en  menant  EF  parallèle  à AG,  on  a GE  = AF 
(n°3oi);  mais  aussi  ED=zAF,  à cause  des  angles  égaux  yifC’/'’ 
et  DCE)  ainsi,  E est  le  milieu  de  l’arc  GD,  et  l’angle  ECD  ou 
son  égal  G AD  (n®  182,4®  ),  a pour  mesure  ED  om  la  moitié  du 
l’arc  GD. 

3®.  Si  le  centre  C est  entre  les  côtés  de  l’angle  BAG,  en  me- 
nant le  diamètre  les  angles  B AD,  ayant  pour  mesure 

les  moitiés  de  BD  et  de  DG,  la  somme,  ou  la  moitié  de  l’arc 
b DG,  est  la  mesure  de  l’angle  BAG. 

• 3“.  Si  le  centre  C est  hors  de  l’angle,  comme  pour  H AB,  ou 
a de  même  j HD  et  i BD  pour  mesures  des  angles  HAD,  B AD,  ' 
en  retranchant , on  trouve  î HB  pour  mesure  du  l’angle  II AB. 

4®.  Enfin,  s’il  s’agit  de  l’angle  T AB,  formé  par  une  tan-* 
gente  AT  et  par  une  corde  AB,  le  diamètre  AD  est  perpend. 
sur  AT,  l’angle  T AD  a donc  pour  mesure  le  quadrans  ou  la 
moitié  de  l’arc  AHBD  ; celle  de  B AD  est  i BD  ; la  dificrence  de 
ces  arcs  est  ^ AH  B,  mesure  de  l’angle  T AB. 
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Ré.ciprot/uemrnl , si  un  angle  H À G a pour  mesure  | BG  , le 
sommet  A est  sur  la  etreonf.;  car,  si  ^ DG  pouvait  mesurer  l’an- 
gle BIG  , on  formerait  l’angle  /i/^G  <|ui  aurait  même  mesure, 
il’oii  B JG  =■  B AG  y ce  qui  ne  se  peut  (n®  171). 

Prolongeons  en  K le  côté  HA  de  l’angle  H AG  ; la  moitié  de 
l’arç  G AH  est  la  mesure  de  l’angle  K AG,  puisque  K AG  est 
supplément  de  l'angle  H AG. 

' Ou  verra  aisément  que 

5®.  L'angle  BAD  ( fig.  71)  inscrit  dans  le  demUcercle,  est  droit, 
car  il  a pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circonférence. 

6°.  Tous  les  angles  inscrits  A , C,  (fig.  72),  qui  s’ap- 

puient sur  le  même  arc  Z^£' , ayaut  même  mesure,  sont  égaux. 

7“.  Si  un  angle  BAE.  de  grandeur  fixe,  se  meut  de  manière 
que  ses  côtés  pa.ssent  sans  cesse  l’un  en  D , l’autre  en  E , le 

sommet  prenant  successivement  les  positions  A , C,  D 

décrira  la  circonf. 

212.  On  résout  divers  problèmes  à l’aide  de  ce  théorème. 

I.  Abaisser  une  perpendiculaire  AD  (fig.  71)  A l’extn’mité 
tJune  ligne  AB  sans  la  prolonger.  Puisque  l’angle  A doit  être 
droit , toute  ligne  DD  doit  être  le  diamètre  d’un  cercle  passant 
en  A (5®.).  On  décrira  donc,  du  centre  quelconque  C,  un  cercle 
qui  passe  en  A‘,  puis  par  le  point  B où  ce  cercle  coupe  AB , 
on  mènera  le  diamètre  DD,  qui  donnera  le  point  D -,  DA  sera 
la  perpend.  cherchée. 

II.  Par  un  point  extérieur\i{ï\^.  mener  une  tangente  AT> 
au  cercle  C.AB,  Puisque  l’angle  CAD,  formé  par  la  tangente 
et  le  rayon , doit  être  droit,  cet  angle  est  inscrit  dans  le  demi- 
cercle  dont  CD  est  le  diamètre  (5®.).  On  décrira  donc  cette  cir- 
conf. CADB-,  elle  coupera  le  cercle  proposé  CAB  au  point 
de  contact  A.  On  aura  , outre  la  tangente  AD , une  autre  so- 
lution BD , et  il  est  prouvé  que  ces  deux  lignes  satisfont  seules 
à la  question. 

III.  Partager  V angle  quelconque  ACB(fig.  74)  en  trois  parties 
égales.  Traçons  du  sommet  C le  cercle  IF  AB  ; concevons  la 
ligne  tracée  de  manière  à former  l’angle  0 = j AC  B.  L’an- 
gle ACB  est  extérieur  au  triangle  .<^OC,d’où3  O — O -f-  O AC; 
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et  O AC -=.7.  O.  Mais  menant  le  rayon  FC,  !e  triangle  isoscèlc 
/•^^Ctlonne  OAC—AFC  ; or  l’angle  AFC,  exte'rieurau  triangle 
OFC,  est  = 0-|-  FCO=.OAC=:70  : il  en  résulte  que  l’angle 
FCO-=.0,  et  que  le  triangle  FCO  est  isoscèle  ; OF—  le  rayon 
CF  du  cercle.  ‘ rt  . !,  • ^ 

Le  problème  proposé  consiste  donc  à savoir  mener  la  droite 
.,^0  telle,  que  la  partie  extérieure  O F .soit  égale  au  rayon; 
l’angle  O sera  le  tiers  de  l’angle  ACIi , l’arc  BG  ou  F/  le 
tiers  de  l’arc  AB.  Mais  il  n’appartient  pas  à la  Géométrie  élé- 
mentaire de  donner  des  moyens  de  mener  cette  droite  AO‘. 
comme  on  n’y  traite  que  des  propriétés  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle  ,on  n’y  emploie  aussi  que  la  règle  et  le  compas  j on  verra 
d’ailleurs  des  moyens  d’opérer  la  trisection  de  l’angle , ce  qu’on 
ne  peut  faire  ici  que  par  tâtonnement. 

IV.*  Décrire  un  cercle  qui  passe  en  deux  points  donnés  E 
(iig.  ^5),  et  qui  soit  tel , que  les  angles  O inscrits  soient  égaux  à 
un  angle  donné  A\  c’est  ce  qu’on  appelle  décrire  sur  une  droite 
BEf.  un  'ïègment  capable  de  V angle  A.  La  tangente  en  E fera 
aussi  l’angle  B EK  = ^4  = O ( n“  2 1 1 , 4°.  ) ; si  donc  on  mène  la 
droite  FF/ telle  que  l’angle  FFF  soit=.<4,  elle  sera  tangente.  La 
question  est  donc  réduite  à faire  passer  en  B un  cercle  tangent 
à F/ au  point  F (n“  2o4).  On  élèvera  les  perpend.  CE  à Kl , 
et  CG  sur  le  milieu  de  FF;  C sera  le  centre. 

Cette  constréiction  est  souvent  employée , surtout  lorsqu’il 
s’agit  de  former  un  triangle  dans  lequel  on  connaît,  entre  au- 
tres choses , un  côté  et  l’angle  opposé , comme  dans  les  ques- 
tions suivantes.  ' 

* V.  Décrire  un  triangle  BDE  (fig.  76)  dont  on  connaît  la 
base  b,  la  hauteur  h et  l’angle  A du  sommet.  Après  avoir 
tracé  BE—h  et  sa’ parallèle  DD' , à la  distance  IlG  — h de 
FF,  on  décrira  sur  FF  un  segment  capable  de  l’angle  donné  A, 
et  les  points  où  DD'  coupera  le  cercle,  donneront  pour  solu- 
tions les  triangles  demandés  BDE,  BD'E,  “ 

VI.  Soient  trois  points  B,  A,  F (fig.  ■j'j)  tracés  sur  une 
carte,  fixer  le  lieu  d’un  quatrième  point  D,  connaissaut  les 
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aaJes  BDC  et  DD  A.  On  décrira  sur  DC  le  segment  miB  ca- 
pable de  l’angle  BDC.  ainsi  qu’on  vient  de  le  d.re  et  le  po.n^ 
cherché  D fera  sur  celte  circonférence  mm  qu.  est  L l.eud^, 
sommets  D de  tousles  angles  égaux  à BDC.  De  meme,  sur  B A,  , 
le  segment  capable  de  BD  A : le  point  Dseraàl  -tersect-n 
des  deux  circonf.  Quand  l’une  de  ces  creonf.  passe  a la  fo.  . 
par  les  trois  points  ABC,  selon  que  l autre  est  ^ 
dans  le  même  cas,  le  problème  est  indéterminé  ou  absurde. 

VIL  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  68)  dont  on  connaît 
la  base  AB,  l’angle  opposé  C et  le  rayon  OF  du 
Puisque  OA  et  O B divisent  en  deux  parties  égalés  es  angles 
A^Bà.  triangle  cherché  ABC,  dans  le 
l’angle  O.  supplément  de  OAF^OBF,o.^  iAj-B) 

fy 2.D—'-  lA+B);  et  comme  A + B — c , o» 

a*n  = D4-iC-  L’angle  O étant  connu,  on  déterminera  le 
point  O (prob.  V),  puis  traçant  le  cercle  £DF,  qui  touclm 
^-/5enFlM  tangentes  CD  achèveront  le  triangle  chciclie. 

VllI.  Éunt  donnés  un  triangle  A'D'C  (fig.  78)  et 
circonf.  concentriques  ^O,  CO  consti^ire  - J' 
qui  ait  deux  sommeu  AeiB  sur  la  grande  circonf. , et  1 a^re  C 
îur  la  petite,  et  qui  soit  équiangle  avec  le  propose  A-^  , 

^ Üangle^ray^nt  pour  mesure  ’ BD,  si  de  .4', 
et  du  rayon  on  décrit  l’arc  HI , il  sera  moU.e_de  BD  On 
prendra  donc  en  un  lieu  quelconque  lare  BD UI 
côtés  AB  et  ^C  passeront  par  B et  D.  De  plus,  1 angle  bCD 
étant  supplément  de  C,  on  aura  le  lieu  du  sommet  6,  en  dé- 
crivant sL  la  corde  BD  un  segment  BLcD  capable  de  ce 
angle  tD-CT;  la  droite  DCA  donnera  le  point.^,  et  le  triangle 

Wmfc^doune  le  triangle  aBc,  autre  solution  du  pro- 
blème^ outre  qu’on  peut  attribuer  à la  corde  BD  une  infinité 
de  "tûations  . ce  qui  donne  autant  de  solutions  doubles. 
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vôlét,  selon  que  le  sommet  A est  au-dedans  ou  au-dehors  de  la 
circonférence. 

Menez  parallèle  à DC.  i“  Si  A est  situé  dans  la  circonf. 
~ (fig.  79),  la  mesure  de  l’angle  E=BAC  est 

i ( 5C  4- CF)  = i + D£) . 

a°.  Si  A est  situé  hors  du  cercle  (fig.  80)  , la  mesure  de 
l’angle  A = BEP  e%t  B F z='- {CB— CF)  {CB  — ED) , 

• Ainsi,  la  mesure  de  l’angle  A est  i {a±.b),  en  faisant  a=S  C , 
1>  = DE.  Celte  formule  est  même  générale,  car  b = o répond 
au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  circonf;,  et  6 = a à celui  où  il 
est  an  centre. 


Lignes  proportionnelles.  Triangles,  semblables. 


ai4-  Soient  deux  droites  quelconques  AH,  aA(fig.  81 };  si  ' 
sur  l’une  on  prend  des  parties  égales  AB  , BC,  CD. . . . , 
ut  que  par  les  points  de  division,  on  mène  des  parallèles  Aa, 
6b,  Ce. . . Hh,  dans  une  direction  arbitraire,  les  parties  ab, 
bc,  cd. . . qu’elles  interceptent  sur  ah,  sont  égales  entre  elles . 
Car  si  l’on  mène  ai,  bl,  cm,...  parallèles  à AH,  on  aura 
des  triangles  aib,  blc,  cmd, . . égaux  entre  eux,  à cause  de 


ai  = bi=zcm . . . ■=AB  = BC=s . . . 

Il  suit  de  là  que  AB  sera  contenu  dans  AH  autant  de  fois 
ytE  4ic 

que  ab  dans  ah,  etc.  d’où  - = — ; AE  : EH  y,  ae  eh. 

MLti  eh 


ai  5.  Deux  droites  AH  e/ah  (fig.  8a)  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  trois  parallèles  quelconques  Aa , Ëe , Hh , 
AË  ae 


savoir,  — = 


ËH~eh’ 


car 


» 


1°.  Si  les  parties  AE,  EH  sont  coramensurables,  en  portant 
la  cominime  mesure  sur  AH,  elle  sera  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  AE  et  EH  : on  retombera  donc  dans  le 
cas  ci-dessus,  parce  que  les  parallèles  à yéo,  menées  pai  les 
points  de  division,  couperont  ah  en  parties  égales. 


/ 
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a°.  Si  /4E  et  HE  sont  incommensurables,  divisons  AE  ch 
un  nombre  arbitraire  de  parties  égales,  et  portons  Tune  d’elles 
de  E vers  H -,  soit  / le  point  de  division  le  plus  près  de  H -, 
menons  H parallèle  à Hh.  Cela  posé,  AE  et  El  étant  coin- 
EJ  et 

incnsurables,  ona~^=  — : et  comme  El  = EH  — ///; 
EAea 


, , . . EH  El  eh  hi 

Cl  =eh  — kl,  il  vient  — ^ — 7=r-:,= 

EA  EA  ea  ea 


. Or,  les  distances 


H!  et  hi  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu’on  voudra,  en 

prenant  le  nombre  de  divisions  de  AE  de  plus  en  plus  grand , 

les  autres  termes  étant  constans  : de  sorte  que  les  points 

H et  h sont  les  limites  de  / et  i • Puisque  les  2"  termes  des 

deux  membres  décroissent  indéfiniment,  le  principe  fomla- 

, , , , EH  eh 

mental  (n"'ir3)  donne  donc  encore  — • 

EA  ea 

De  la  proportion  démontrée,  on  tire  (n“  ’j3) 
dE  — '!!  V ■ AH  AE  _EH 

AH  ah'  ah  ea  eh 

216.  Une  parallèle  ÊB  <i  la  base  d'un  triangle  H AC  (lig.  82) 

eoupe  les  notés  en  parties  proportionnelles,  AB~ae, 

ne  — eh  ; d’où 

AE_  AB  _EB 
AH~~  AC~  BC 

Ou  peut  répéter  sur  le  triangle  ce  qu’ou  a dit  sur  la  fig.  81 . 

AE  EH  , , , ' . 

Réciproquement,  si  l’on  a = -nT<i  parallèle  à HC\ 

A IJ  iSk^ 

car  si  cela  n’était  pas,  menant  HT>  parallèle  à EB , on  aurait 
AE  EB  , 

217.  Il  suit  de  là  que,  1“  lorsqu’on  a trois  lignes  m,  n,  p 
(lîg.  82) , pour  trouocr  une  quatrième  proportionnelle , c .-à-d . 

une  ligne  X,  telle  qu’on  ait  — =^,  on  fera  un  angle  quel- 
conque HAC,  on  prendra  sur  ses  côtés  AE=:m,  AB~n,. 
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j4II=p\  puis  menaut  ED  et  sa  parallèle  HC,  AC  scia  la 
(]uali'ièiiie  proportionnelle  cherchée  x. 

a”.  f,es  lignes  quelconques  AB,  AC,  AD,  AE,  AF,...., 
(lig.  SZ)  partant  d’un  même  point  A,  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallèles  BF,  bf  ; car  en  n’ayant  égard 


„ AD  AC 

qu  a A/l  et  AC,  on  a --77  = — — ; 

Ab  Ac 


de  même 


AC 

Ac 


AD  , 
-Jd'  “ 


cause  des  droites  y/Cet  AD,  etc.  Réunissant  ces  proportions  qui 
ont  rapport  commun , il  vient 


Ab  ~~  Ac~  Ad  ~ Ai  ~ Jf"' 


3’.  Four  diviser  une  droite  donnée  AF  (lig.  84)  en  plusieurs 
'parties  égales,  par  ex.  en  cinq,  on  mènera  une  ligne  quel- 
conque indéfinie  aF,  sur  laquelle  on  portera  cinq  fois  l’ou- 
verture de  compas  arbitraire  Fez=ed=.dc=^.  . . , puis  me- 
nant Aa  et  les  parallèles  Db , Ce,  Dd,  ^Ee,  on  aura 

AD  = DC=CD= 

.4°.  Pour  partager  une  ligne  donnée  a'F  (fig.  85)  en  parties 
proportionnelles  à celles  d'une  autre  droite  donnée  af,  on  tirera 
la  ligne  quelconque  AF,  sur  laquelle  on  portera  FE=fe, 

ED=ed,DC=dc ; puis  menant  Aa'  et  les  parallèles  Db' ... , 

on  aura  les  points  de  division  cherchés  e' , d , c ... . 

Si  fa  est  l’une  des  dimensions  d’une  figure,  et  qu’on  veuille 
que  cette  dimension  devienne  Fd,  il  faudra  changer  les  panier. 
fe,  fd. . . en  Fe' , Fd . ; . L’échelle  d’un  plan  étant,  par  ex. , 
fa,  elle  est  devenue  Fa' . C’est  à cette  construction  que  se 
rapporte  l’art  de  réduire  un  plan  à une  échelle  donnée. 

ai8.  Deux  triangles  yifîC,  A'B'C  (fig.  86)  dont  les  angles  sont 
respectivement  égaux, sont  nommés  Semblables  ou  Equiangles: 
les  côtés  de  même  dénomination  sont  appelés  Homologues. 
Soient  A-=  A' , D = D' , C—C  -,  est  homologue  de  A'B', 
DC  àe  B'Cf , y/c  de  A' C . Les  cotés  homologues  se  distinguent 
en  ce  qu’ils  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Deux  triangles  semblables  ont  les  côtés  homologues  propor- 
tionnels. En  effet,  plaçons  le  triangle  A' B'C  sur  ABC,  de 
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sorte  que  le  câtë  AC  tombe  sur  son  homologue  AC  de  A 
CI)  E\  A' B'  tombera  sur  AB  de  ^ en  D,  à cause  de  A=A. 
Mais  l’angle  AED-=i  C=iC\  donc  DE  est  parallèle  à BC,  et 
,,  AD  AE  , . AE  BF 

1 on  a = ■ de  plus,  ~Ac~  ^c‘  parai' 

lèle  à AB  ; et  comme  BF—DE  ^B'C , ou  a enfiu 
AF  A'C  B'C 


AB~  AC 


BC 


Réciproquement,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 

A' B'  A'C  B'C' 

proportionnels, sontsembtablesÆ.ntlSet,  si  ■■  — — , 

AB  AC  BC 

prenons  AD^A' F , et  menons  DE  parallèle  à BC,  nous  avons 

AD  AE  DE  , , _ J!  \ 

— = — p,  = et  a cause  que  AD— A B , le  t"  rapport 


est  commun  aux  deux  proportions  ; les  autres  rapports  son  t 
donc  égaux,  savoir  A' C=z AE,  B'C  = DE.  Les  triangles 
ADE,  A' B'C  sont  égaux,  et  par  conséquent  ABC,  A B'C 
sont  éqniangles. 

ai  g.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  86)  qui  ont  un  angle 

, . , - , A'B'  A'C' 

égal  k=:k  , compris  entre  des  cotés  proportionnels-^  “"ÂC  ’ 


sont  semblables.  Car  en  appliquant  A’C  de  A en  E,  A'B’ 
tombera  en  AD,  et  A'B'C  en  ADE.  Or,  par  hypothèse,  on  a 


AD  _AE 
AB~  AC' 


donc,  DE  est  parallèle  à BC  (n”  216),  et  les 


triangle»  ABC  et  ADE  ou  A' B'C  sont  cquiangles. 

220.  Donc  (Qg.  86),  1“  deux  triangles  dont  les  côtés  sont 
respectivement  parallèles , sont  semblables.  Cela  est  évident 
pour  ABC  et  A'B'C  (n“  192,  3*.);  quant  à et  Cl  H,  en 
prolongeant  les  côtés  vers  ^ et  B',  puis  menant  ^'ZT'  parallèle 
à Hl  on  AB,  on  a I=A' , H=B'  comme  alternes-internes. 
Ainsi,  CIH élütnt  équiangleà  A' F C , l’est  à ABC.  Les  côtés 
parallèles  sont  homologues . 

a”.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  S']),donl  le»  côtés 
respectifs  sont  perpendiculaires,  sont  semblables  ; car  prolon- 
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^cons  les  côfcs  A'Ü,  fî'C' jusqu’à  leur  rciuontrc  en  F et  E 
avec  AC,  les  angles  C et  E sont  coinpléinens,  ainsi  que  C et  E, 
à cause  des  triangles  rectangles  ECG,  EC'F  : donc  C=C - 
On  prouve  de  même  que  A=.  A , Bi=s.B' . Les  côtés  perpendi- 
culaires sont  homologues . 

3’.  Les  lignes  AB,  AC,  AD. . . (fig,  83j parlant  dun  même 
point  A , coupent  en  parties  proportionnelles  deux  parallèles 
tjuelconques  BF,  bf;  car  les  triangles  ABC,  semblables 


. AC  ne  , . , AC  en 

donnent = -î — : «le  meme  ALU,  «jca,  donnent — r; 

ac  oc  Ac  cd 


. . „ CD  BC 
ainsi  1 on  a — r = -r-  . 

cd  oc 


CD  DE 

Ou  a de  inenie  — r = — ï—  • • • • 
cd  de 


4°-  Si  les  lignes  Aa,  Ee,  Hh  (6g.  82)  sont  des- parallèles 
équidistantes,  E,  e,  sont  les  milieux  de  AH  et  ah,  et  réci- 
pro«iueinent.  De  plus,  Ee  est  la  moitié  de  {Aa  + Hh),  puis- 
qu’on menant  AC  parallèle  à ah,  la  ligue  EB  = \ HC,  et 
Be  — Aa=.Ch  = j {^Aa-^-Ch).  Donc  Ee=\  (Aa  + Hh). 

C'est  sur  ces  principes  qu’est  fondée  la  construction  des 
Échelles.  Après  avoir  porté  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  sur  une  droite  indéGnic  CI  (6g.  88),  par  ex.,  5 de  C 
en  D,on  élève  par  les  points  de  division  des  perpend.,  puis  on 
porte  de  même  sur  CA,  5 parties  égales  arbitraires  Ca,  ac. . . ; 
par  les  points  a,  c,  e. . . .,  on  mène  des  parallèles  indérmies 
à C/;en6n,  on  tire  les  Transversales  CB,  20  F,  i5  G,...  Il  suit 
de  cette  construction,  que  puisque  Ca,Cc,  Ce, . ..  sont^,  |>  | • • • 
de  CA  ; ab,  cd,  ef, . . sont  de  même  5,  f,  | ...  de  ; eo  est 
= «^+yôou(|  + -!^)de  AB,  ou  en6u  de  CD . 

On  a donc  ainsi  partage  la  ligne  CD  en  25",  ce  qu’on  n’aurait 
pu  faire  autrement  d’une  manière  aussi  distincte,  vu  la  peti- 
tesse des  parties.  On  peut  se  servir  de  cette  échelle  pour  diviser 
une  longueur  en  parties  égales  : on  cherche  combien  cette  lon- 
gueur contient  de  parties  de  l’échelle,  en  portant  une  égale  ou- 
verturede  compas  sur  une  des  parallèles  indéGuics,  et  observant 
qu’elle  réponde  à des  divisions  à peu  près  exactes  : si,  par  ex., 
elle  tombe  de  L en  0,  la  ligne  contient  5^  divisions.  Pour  cou- 


t 
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per  Lo  en  9,  011  calcule  le  9*  «Je  5^,  tjui  est  G,  et  l’ou  preud 
une  loiijpieur  de  six  parties  de  réclielle. 

Celte  cchelle  est  surtout  employée  pour  rc'duire  les  lignes 
d'un  dessin  dans  un  rapport  donne  : on  a coutume  de  former 
CD  et  6’^  de  dix  parties,  et  de  numéroter  couvenablenient  les 
transversales,  afin  d’en  faciliter  l’usage.  C’est  alors  une  échelle 
<le  dixmcs.  ( Vojf.  fig.  89.) 

6®.  Voici  un  autre  moyeu  remarquable  de  ,sous-diviser  une 
échelle  en  fractions  très  petites.  Si  les  longueurs  égales  AB,  CD 
(fig.  90)  sont  partagées,  l’une  en  5,  l’autre  en  G parties  égales 
aux  points  i,  2,  3...  et  1 1,  12...,  la  longueur  Ai\,  que  nous 
désignerons  par  a,  .sera  le  5'  AeAB,  az=i^AB,  et  Ci='^AB  j 
«l’oii  Ail  — Ci  = ^AB — \AB=.-^AB,  ou  -g  a.  Donc,  les 
règles  étant  appliquées  C en  A,  D en  B,  le  n“  11  dépassera 
le  n®  I de  a,  12  dépassera  2 de  | a,  i3  de  ^ a. . . . 

D’après  cela,  si  l’on  a trouvé  qu’une  longueur  portée  sur  l’é- 
chelle  y/ //s’étend  du  point  zéro  jusqu’en  i,  elle  contient  i3par- 
lies,  plus  la  fraction  <i3,  qu’il  faut  évaluer.  On  applique  la 
règle  CD  (qu’on  appelle  Vernier  oix  I\'onius  du  nom  des  inven- 
teurs) en  O />'  le  long  de  AB,  de  manière  que  C réponde  en  i; 
examinant  la  suite  des  divisions,  on  en  reconnaît  deux  qui 
coïncident,  H et  5;  ainsi  la  division  1 7 dépasse  4 de  ^ a,  16  dé- 
passe 3 de-j  a..  .;  enfin  i3  dépasse  C"  oui  de a = ti3;  c’est 
la  traction  eberebée , et  1 3 ^ est  la  longueur  proposée  en  parties 
de  l’unité  a. 

On  a soin  de  faire  les  divisions  serrées,  afin  que  les  frac- 
tions soient  plus  petites,  et  qu’on  soit  assuré que  deux  divisions 
coïncideront  toujours  sensiblement.  Si  n — i parties  de  AB  ré- 
pondent à n divisions  du  vernier  CD,  celui-ci  sert  à évaluer 
len'd’unedivi.sion  derécbelle;  et  si  la  coïncidence  est  établie  à la 

graduation  À-'  du  vernier,  la  fraction  est-.  L’entier  est  donné 

par  le  chiffre  de  la  ligne  A B, et  la  fraction  par  celui  du  vernier.' 

L’échelle  de  la  fig.  91  a 9 de  ses  divisions  coupées  en  10 
sur  le  vernier  AB,  qui  donne  les  10"  : les  divisions  en  coïnci- 
dence sont  au  n”  6 du  nonius,  et  la  longueur  de  0 h A est  57^G. 
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Le  meme  principe  s’applique  à la  division  des  ares  de  cercle, 
dans  les  instrumens  propres  à mesurer  les  angles.  Si  l’on  .a 
divise' (p.  aSq)  la  circonférence  en  36o  parties  égales  ou  degrés, 
et  chaque  degré  en  deux  ; qu’une  alidade  mobile  autour  du 
centre  porte  à son  extrémité  un  vernier  dontSo  parties  inter- 
ceptent 29  de  ces  demi-degrés  ;ces  sous-divisions  du  nonius  dépas- 
seront de -jj.  ;^jT^...,les  demi-degrés,  et  donneront  ainsi,  à 
xla  seule  inspection,  des  60"  de  degrés  ou  des  minutes.  Si  le 
zéro  de  l’alidade  estd’abord  placé  (fig.36)  en  a,  au  n®oducercle, 
et  si  elle  est  dirigée  à un  objet  A,  l’instrument  restantainsi  fixé 
dans  le  plan  de»  points  A C B \ qu’on  fasse  glisser  l’alidade  sur 
le  limbe  pour  la  diriger  à l’objet  /?,  le  zéro  de  l’alidade  sera 
porté  sur  un  point  b du  cercle,  et  l’arc  qui  mesure  l’angle 
proposé  ACB  sera  formé,  par  ex.,  de  53  degrés  et  d’une  frac- 
tion que  le  vernier  servira  à faire  estimer  en  minutes.  Il  suflira 
d’examiner  quelle  est  la  division  du  vernier  qui  coïncide  avec 
une  de  celles  du  cercle,  et  de  compter  son  rang  à partir  de  zéro. 
A cet  effet,  on  grave  les  chiffres  des  division.s  du  vernier  de  5 
en  5 ; on  lit  ainsi  les  degrés  sur  le  cercle  et  les  minutes  sur 
le  vernier. 

221.  Soit  un  triangle  ABC  (lig.  92)  rectangle  en  A \ si  l’on 
abaisse  surl’hypotéuuse  VÎC  la  perpend.  les  deux  triangles 
partiels  ABD , ADC  seront  semblables  entre  eux  et  à ABC. 
Car  l’angle  B est  commun  aux  triangles  ABD  et  ABC;  outre 
l’angle  droit,  en  D pour  l’un,  et  en  A pour  l’îiutre  : il  suit 
donc  delà  que  l’angle  C est  égal  à B AD,  C — at.  De  même  C 
est  commun  aux  triangles  ADC  et  ABC,  outre  l’angle  droit; 
ainsi  ^ = 5.  Les  triangles  ABD  et  ADC  ont  d’ailleurs  les 
côtés  perpend.  En  formant  des  proportions  avec  les  côtés  ho- 
mologues, on  trouve  que, 

1".  La  perpendiculaire  AD  est  mojenne  proportionnelle  entre- 
les  deux  segmens  de  l’hypoténuse  BC.  Car  les  triangles  ABD 

et  yiD6' donnent  AD’’z:=  BDyi.DC. 

Ai./ 

2".  Chaque  côté  Alî  de  l’angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  l’hypoténuse  entière  BC  et  le  segment  BD  correspondant. 


r 
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Car  les  triangles  ABD,  ABC  donnent-^  = ~BC'  

AB'  =zBD>:BC-,  ADC  et  ABC  donnent  AC‘  z=DCxBC. 

3°.  Le  carré  de  l'hypolénuse  BC  est  au  carré  Aun  des 
côtés  BA  de  l'angle  droit  , cortime  l' hypoténuse  BG  est  au 

segment  BD  correspondant  à ce  côté.  Cela  suit  de  l’cqu 

. . ^ 

AB'  = BDx  BC,  divisée  par  BC’,  puisqu  on  — ~qc' 

4".  Le  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  carrés 

des  deux  autres  côtés.  En  effet,  ajoutant  les  équations » 

AU’=iDDx  BC,  AO  = üCxBC,  ou  trouve 

AB‘-^AC^=  BC{BD  + DC)  = BC’. 

Désignant  par  a,  b,  c les  côtés  opposés  respectivement  aux  an- 
gles y/,  B.  C,  a étant  riiypoténuse , on  a 

a’  = ô*  + c*. 


Cette  proposition,  la  47*  d’Euclide,  et  la  plus  importante 
de  toute  la  Géométrie,  apprend  à trouver  la  longueur  de  1 un 
lies  côtés  de  tout  triangle  rectangle,  counaissant  les  deux  au- 
tres ; on  a en  effet , 

rt=V/(ô*  + c’),  etb=  \/{a'  — c'). 

Rapportant  donc  les  côtésa,  b,  c k une  unité,  on  eu  mesurera 
deux  (n°  175),  et  l'on  conclura  par  un  calcul  simple  lé  nombre 
d’unités  du  troisième.  Soit,  par  exemple,  ô = 3,  c=4>  o" 
trouve  fl*  — -9  + 16  = î5,  d’où  a — 5. 

I.a  réciproque  de  cette  proposition  résulte  des  deux  sui- 
vantes. On  peut,  au  reste  , démontrer  directement  que  si. . . . 
AC’  = AD*-f  DC’  (fig.  i5),  le  triangle  ADC  est  rectangle: 
car,  menons  DB  perpend.  sur  CD,  et  prenons  DB=  AD  -, 
le  triangle  DCB  est  rectangle,  et  l’ou  a CB’=.DB’-\‘DC'  -, 
ainsi  CB'=zAC^,  et  les  deux  triangles  ACD,  /i  CD  sont  égaux. 
Donc  l’angle  ADC=  CDD  ■=■  i droit. 

222.  Le  carré  d’un  côté  de  tout  triangle  quelconque  est  égal 
à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  db  le  double  du 
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produit  de  Li  projection  de  l’un  (le  ces  deux  côtés  sur  H autre 
multipliée  par  ce  dernier  côté.  On  prend  + quand  le  premier 
cûlé  dont  on  cherche  U valeur  est  oppose  à un  angle  obtus, 
et  — quand  ce  côté  est  opposé  à un  angle  aigu. 

En  effet,  si  l’angle  A (fig.  64)  du  triangle  ABC  est  aigu,  en 
abaissant  la  perpend.  BD  sur  AC,  on  a deux  triangles  rec- 
tangles CBD , ABD  qui  donnent 

BO=zBD*-\-DC^,  BD' =:  AB' — AD' , 

d’où  BC*  = DC'-\-AB'—AD',  a'  = c' DC'— x', 
en  désignant  par  a,  b,  c les  trois  côtés  BC , AC , AB  à\\ 
triangle,  et  faisant  .,^0  = x.  Or,  DC  = AC — AD  = b — x; 
en  substituant  il  vient 


a'  — b'-\-  c*  — 2ÔX. 


Si  le  triangle  proposé  a son  angle  A obtus , comme  cela  arrive 

k A' B C,  tout  se  passe  de  même,  si  ce  n’est  que 

DCz=CA'  + A'D=xb-\-x,  d’où 

û’  = ù’  + c*  -1-  ibx. 


Ici  X désigne  le  segment  adjacent  à l’angle  A qui  est  opposé  au 
côté  a dont  on  cherche  la  valeur. 

223.  Ainsi,  lorsque  les  trois  côtés  d’un  triangle  sont  donnés,  il 
est  bien  aisé  de  juger  de  la  nature  de  chacun  de  ses  angles;  on 
prendra  les  perpend../^^  et  .^6’ (Gg.  i6)  égalesaux  deux  petits 
côtés  ù et  c,  et  l’on  mènera  BC-,  suivant  que  BCsera.  <^,^ou=a, 
l’angle  opposé  au  grand  côté  a sera  aigu  , obtus  ou  droit  : dans 
ce  dernier  cas,  BAC  serait  le  tristng|e  même. 

Si  les  côtés  sont  donnés  en  nombres,  après  en  avoir  fait  les 
carrés  a‘,  b'  et  c',  on  comparera  le  plus  grand  à la  somme  des 
deux  autres,  et,  suivant  qu’il  sera  égal,  plus  petit  ou  plus 
grand  que  cette  somme,  l’angle  opposé  sera  droit,  aigu  ou  obtus. 
Le  calcul  peut  même  donner  la  longueur  de  la  perpend.  BD  = h 
(fig.  64).  Car  on  lire  de  notre  formule 


x-AD  = \b  — 


(a  4-  f)  (g  — c) 
2Ù 


X devient  négatif,  lorsque  l'angle  A auquel  se  rapporte  le  seg- 


« 
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ment  x est  obtus , coiuiue  pour  le  triangle  A'BC , pour  lequel 
«’  ]>  fraction  prend  le  signe  + quand  a < c , 

comme  (îg.  65. 

Le  second  segment  de  la  base  est  CD  ~ jr^b  x;  enfin 
la  hauteur  est  ('•') 

h— DD  ^ ^ {c x)  (c  — a:). 


Toutes  ces  formules  se  prêtent  aux  log.  Soient,  par  exemple  , 
a — i5o,  b =66,  c = ito;  on  voit  qne  le  triangle  est  pos- 
sible (n“ 206,  4°-)>  1 5o<^no -f-66,  et  > 1 10  — 66.  De  plus 

1 5o’ > 1 1 o"* -J- 6G%  donc  l’angle  y/ est  obtus  ; on  trouve 
AD=x=33  — 78,78. . . = — 45)7878. . .DD=h=ioo,oi’]. 

224-  ligne  AC  (fig.  g3)  divise  en  deux  parties  ^.gales 

l’angle  A au  sommet  du  triangle  H.AD,  les  côtés  AB  et  AD 
sont  proportionnels  aux  segmens  BC  et  CD  de  la  base.  En 
effet,  en  prolongeant  DA  en  E , ju.squ’à  la  rencontre  de  UE 


ii-i  ■ An 

parallèle  a.  AL,  on  a — 


or . 


l’angle  BAC  = ABE. 


=DAC,  deplus£=/>.,^C;  donc  E=ABE.  Le  triangle  EAU 

,,  . AD  AD 

étant  isoscele,  on  a AE  = AD  -,  donc  JJ^  — 


225.  Les  parties  de  deux  cordes  BE , DC  ( fig.  g4  ) tie 

coupent  en  A , forment  des  produits  égaux  

BA  X.  AE  = DA  ><,  AC.  En  effet,  menant  DC  et  DE,  nous 
avons  les  triangles  BAC,  DAE  qui  sont  semblables  à cau.se  des 
angles  (p.  258)  inscrits  au  même  arc , E=  C,  B = D.  Com- 


parant les  côtés  homologues,  il  vient 

baxae=adxac. 


BA 

AC 


AD  .,  . 
= :^;ao«. 


(*)  On  peut  donc  trouver  la  surface  d'un  iriaiifjle  dont  on  connaît  les  trois 
côtés  ) puisqu'on  a sa  base  b et  sa  hauteur  h.  Dans  notre  et.  niinu  rique^  cette 
aire  cet  =766  x 100,017  =:  33oo,5G. 

(**)  On  énonce  ordinairement  ainsi  ce  théorème  et  celui  du  n°  228:  Les 
cordes  se  coupent  en  parties  réciproquement  proportionnelles  ; les  sécantes  sont 
réciproquement  proportionnelles  à leurs  parties  extérieures.  Nous  avons  préféré 
les  énonciations  ci-dessus,  comme  comprises  dims  une  phrase  plus  claire  et 
plus  facile  à se  présenter  à JVsprit. 
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226.  La  perpend.  AD  (fig.  g5)  au  diamètre  BE  se  nomme 
une  ordonnée. 

U ordonnée  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg— 
mens  AB,  APi  du  diamètre  ; car  ADe=AC  dans  la  proportion 
qui  précède.  D’ailleurs  ceci  revient  au  n“  221,  1“.,  puisque 
( fig.  92)  le  triangle  rectangle  ABC  est  inscriptible  au  demi- 
cercle. 

Si  l’on  veut  donc  une  ligne  x moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  met  n (fig.  gS),  on  prendra,  sur  une  droite 
indéfinie,  AB-=sm.  AE  — n-,  on  élèvera  une  perpend.  DCanx 
point  A , et  sur  le  diamètre  BE  on  tracera  un  cercle  B DEC-, 
AD  sera  x. 

227.  11  résulte  aussi  de  la  proposition  (n®22i,  2“.)  que 
( fig.  92  ) la  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre BG  et  le  segment  BD  correspondant.  On  a donc  ( fig.  96) 

B B D 

BA^—BC-A.BD  exBE'  = BC-X.BF,  d’où  — : ainsi 

BE  B b 

les  carrés  de  deux  cordes  qui  partent  d’un  même  point  de  la  cir- 
conférence sont  entre  eux  comme  les  segmens  du  diamètre  qui 
passe  par  ce  point. 

228.  'Foute  sécante  AE , AC  (fig  97  ) multipliée  par  sa  partie 
extérieure  AB,  AD,  donne  le  même  produit,  AB  X AE  = ADx  AC  ; 
en  menant  les  lignes  DE,  BC , on  a les  triangles  sembla- 
bles ABC,  ADE  -,  car  outre  l’angle  commun  ilsont  C=£ 

' AB  AC 

(p.  9.58).  Ainsi  on  a -j—  d’où  ABy<.  AE-=ADyc.AC. 

ALf  A Hâ 


La  tangente  AB  ( fig.  98)  est  moyenne  proportionnelle  entre 
une  sécante  quelconque  AC  et  sa  partie  e.rtérieure  AD.  Eu  effet , 
en  menant  BD,  les  triangles  ABD,  ABC  sont  semblables, 
car  outre  l’angle  A commun,  on  a C=^ABD  (n®  211, 4“  ) ; ainsi 
AD  AB 


AB  AC' 


ou  AB''-=^  AD  X -4C. 


Ces  théorèmes  peuvent  être  renfermés  en  un  seul  ; car,  soient 
o et  ù les  distances  mesurées  sur  la  droite  AC  (fig.  g4,  97), 
d’un  point  à la  circonférence , oa  AD  — a,  AC— b-,  soient 
de  même  à et  ù' les  parties  analogues  pour  une  autre  ligne  ABE, 
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uu  AB  — a\  AE~b'  \ ou  a ab  = a'b' , quel  que  soit  l’angle 
sous  lequel  les  lignes  se  coupent,  et  en  quelque  lieu  que  soit  le 
point  A.  Si  l’on  fait  tourner  AE  autour  de  A , les  points  d’in- 
tersection B cl  E changeront,  et  lorsque  la  ligne  AB  (fig.  9^) 
sera  tangente,  et Æ coïncideront;  ainsi  a =.b\  d’où  ab=a^. 

329.  Voici  plusieurs  prohlèincs  qu’on  résout  par  ces  divers 
principes. 

I.  Mesurer  la  hauteur  d’un  édifice  AB  (fig.  99).  On  plante 
verticalement  un  piquet  ou  Jalon  DE}  puis  on  dirige  un  rayon 
visuel  DB  au  sommet  B , et  l’on  marque  le  point  C où  il  ren- 

. CE  CA 

contre  1 horizon  ; on  a ; tout  est  ici  connu , excepte 

le  4*  terme  AB^  qu’on  dc'tenniue  par  le  calcul  (11°  72,  2°.  ). 

On  pratique  cette  ojiération  plus  commodement  en  se  servant 
des  longueurs  AC  cl  C E'  de  l’ombre  que  projettent  les  hauteurs 
AH,  D^ E sur  l’horizon. 

II.  Mener  une  tangente  à deux  cercles  (fig.  100).  Soity^D'D 
cette  tangente;  joignons  les  centres  par  la  ligne  .<^C'  C,  et  menons 


les  rayons  CD,  CD';  nous  avons 


AC  CÜ  „ . 
ÂC^-CÜ'  Mais  pour  une 


se'cante  AI,  en  mettant  CI  et  Cl'  au  lieu  de  CD  et  CD' , on 
àC  CP 

aura^^  ; donc  CI  est  parallèle  à CI' . 

C»/ 


On  mènera  donc  deux  rayons  parallèles  quelconques  CI, 
CP  ; la  droite  IC  ira  couper  OC  au  poiut  A,  par  lequel  me- 
nant la  tangente  à l’un  des  cercles , elle  le  sera  aussi  à l’autre. 
Lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas , il  y a une  seconde  solu- 
tion en  A',  ce  qui  fait  quatre  tangentes. 

III.  Par  deux  points  donnés  C et  D ( fig.  98) , tracer  une  cir- 
conférence qui  louche  la  droite  donnée  AB?  Cette  droite  ne 
passe  pas  entre  C et  D,  puisqu’elle  couperait  la  corde  CD  : en 
joignant  CeXD  par  une  droite  prolongée  en  A jusqu’à  la  reii- 
contreavec  AB,  AD  et  AC  sont  connus,  et  il  s’agit  de  trouver 
AB,  car  il  ne  restera  plus  qu’à  faire  passer  un  cercle  par  trois 
points  donnés  5,  C,  D ( n“  198).  Or,  AB  est  tangente  el  AC  sé- 
cante (n®  229),  d’où  AB‘‘  = ACx.  AD  ; on  trouvera  aisé- 
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ment  (n®  226)  la  moyenne  proportionnelle  entre  AC  et  AD . 

Le  problèiiie  a deux  solutions,  attendu  qu’on  peut  porter  la 
longueur  AD  en  sens  opposé  ; voy,  n®  329,  111 , et  la  fig.  197, 
où  A et  B sont  les  points  donnés  et  DD'  la  tangente. 

Si  la  tangente  était  donnée  parallèle  à la  corde,  comme  fig.  54, 
oxi  B sont  les  points  donnés,  et  TG  la  tang.,  le  centre  serait 
visiblement  sur  FF'  perpend.  au  milieu  de  la  corde  AB , et  le 
pied  F serait  le  point  de  contact.  Il  faudrait  ensuite  tracer  le 
cercle  qui  passe  par  A , B et  F. 

IV.  Décrire  un  cen  le  CAB  qui  passe  par  un  point  donné  m 
(fig.  101),  et  touche  deux  droites  données  DA,  BD.  On  a vu 
(n*  210,  i)que  lecentrede  ce  cercleestsurCjOcoupanlparmoitié 
l’angle  ADB.  D’ailleurs  la  corde  im  perpend.  sur  CD  est  coupée 
en  O par  le  milieu  : ainsi  on  mènera  cette  perpend.  sur  CD,  on 
prendra  om  = oi,  et  il  restera  à faire  passer  un  cercle  par  i et  m, 
qui  touche  DB  ou  DA. 

Si  le  point  donné  est  en  A sur  Tune  des  droites,  le  centre  est 
à la  rencontre  C de  DC  avec  AC  perpend.  à DA. 

On  sait  donc  tracer  un  cercle  qui  passe  par  trois  points,  ou 
par  deux  points  et  touche  une  droite,  ou  par  un  point  et  touche 
«leux  droites,  ou  enfin  un  cercle  qui  touche  trois  droites  don- 
nées (n®  210,  i). 

V.  Tracer  un  cercle  BiA  (fig.  101)  tangent  à deux  droites 
DA,  DB,  et  à un  cercle  Km  donné.  Le  centre  C est  sur  CD, 
qui  coupe  en  deux  parties  égales  l’angle  BD  A : de.ee  centre 
inconnu  C traçons  un  cercle  liKG  passant  par  le  centre  donné 
A ; que  ce  centre  K soit  transporté  en  un  point  quelconque 
de  HKG,  le  cercle  CAm  doit  être  tangent  à ce  cercle  mobile. 
Considérons  celui-ci  dans  sa  position  HA , où  il  touche  DA-, 
la  tangente 'Z-iï  à l’arc  HK  est  perpendiculaire  au  rayon  CH, 
et  par  conséquent  parallèle  à DA.  Donc  la  droite  LH  est 
connue,  puisqu’elle  est  parallèle  à DA , et  distante  de  DA  de 
la  quantité  donnée  Km-=HA.  Il  faut  en  dire  autant  de  LlH'  * 
parallèle  à DB.  Ainsi  le  cercle  HKGH'  sera  facile  .à  décrire, 
puisqu’il  est  tangent  aux  droites  tracées  Z/Zf,  L'H' , et  passe  en 
K : ce  cercle  KG  a le  même  centre  C que  celui  qu’on  cherche; 
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il  ne  reste  donc  qu’à  mener  CK,  et  Cm  sera  le  rayon  déniande'. 

Comme  les  parallèles  LH,  LH'  peuvent  être  menées  dans 
l’angle  D , le  problème  comporte  deux  solutions , pourvu  que 
la  circonf.  Km  ne  coupe  DA,  ni  DB. 

On  trouve,  dans  le  2*  Supplément  à la  Géom.  descr.  de 
M.  Hachette,  un  grand  nombre  de  problèmes  de  ce  genre. 

VI.  Trouver  un  point  C (fig.  1 1 7)  sur  la  circonférence  ABD , 
tel  que  les  cordes  ÆC,  CD , menées  à deux  points  donnés.,^ et  D 
de  cette  courbe  , soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 

En  supposant  le  problème  résolu,  la  ligne  CO  qui  cOupe 
en  parties  égales  Tangle  BCD  (n°  224),  donne  = 

OXy  l J Tt 


on  pi'cndra  donc  le  milieu  A de  l’arc  DAB,  et  l’on  partagera 
en  O la  corde  DB  dans  le  rapport  donné;  la  droite  AO  pro- 
longée donnera  le  point  C. 

VII.  Étant  données  la  corde  AB=k,  et  la  hauteur  D£=  A 
d’un  segment  ABDE  de  cercle  (fig.  52),  trouver,  par  le 
calcul , le  rayon  D.C  = rl  Le  triangle  rectangle  ADE  donne 
AD^  — iÉ’  4-  A*;  mais  on  tire  du  n“  227,  AD*=.ihr-,  ainsi, 

en  égalant  ces  deux  valeurs,  on  trouve  r=i  A-j-  g^.  On  a cou- 


tume de  donner  le  nom  de  /lèche  d\i  segment  à sa  hauteur  DE. 

Si  A = 3i3et  A=  12,32,  on  trouve  r=  looo.  Cette  formule 
peut  servir  à faire  retrouver  le  centre  C d’un  arc  trace. 

VIII.  Par  le  point  £ (fig.  102)  d’intersection  de  deux  cercles, 
mener  une  corde  CD  qui  ait  une  longueur  donnée  M.  Suppo- 
sons le  problème  résolu;  menons  par  le  point  B une  ligne  quel- 
conque EF,  et  joignons  A avec  E,  C,  F et  D-,  les  triangles 
A EF,  ACD  ont  l’angle  E=^C , comme  appuyé  sur  le  même 


EF  

arc  BIA;  de  même  F=z  D : ainsi  ^ = -j-p, 


AC 


et  AC  est  une 


quatrième  proportionnelle  à EF,  M et  AE\  on  prendra  donc 
FL—M\  on  mènera  LK  parallèle  k AF,  AK  scra  = AC  ^ 
il  ne  s’agira  plus  que  de  décrire  du  centre  avec  ce  rayon  AK , 

un  cercle  qhi  donnera,  par  son  intersectiçn,  le  point  C ou  C : 
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'on  a ainsi  les  deux  solutions  du  problème , qui  serait  absurde  si 
l’arc  décrit  avec  le  rayon  AK  était  entièrement  au  dehors  du 
cercle  AE. 

IX.  Proposons-nous  de  couper  une  ligne  CA  (fig.  io3)  en 
deux  parties  telles,  que  la  plus  grande  BC  so‘it  moyenne  pro- 
portionnelle entre  l’autre  partie  AB  et  la  ligne  entière  AC-, 
c’est  ce  qu’on  appelle  couper  la  ligne  A.C  en  moj-enne  et  extrême 
raison.  La  proportion  AB  ; BC  ::  BC  l AC  ne  peut  faire 
connaître parce  qu’elle  contient  une 2* inconnue.^/?  ; mais 
augmentant  chaque  antécédent  de  son  conséquent  ( n”  yS , 1 
comme  AC  = AB BC,  on  a AC'.  BC  ” BC-j-AC  AÇ  ou 
AC*=  BC  {BC  4-  AC)-,  il  s’agit  donc  dadéterminer  sur  AC 
un  point  B tel,  que  AC  soit  moyen  proportionnel  entre  fiC  et 
BC-^-AC;  c’est  ce  qui  aura  lieu  si  l’on  construit  un  cercle 
dont  AC  soit  la  tangente,  BC -\-AC\di  sécante  entière , et  BC 
la  partie  extérieure  (par  conséquent  AC  la  partie  interceptée 
dans  le  cercle).  Élevons  en  A la  perpendiculaire  AD=i\  AC, 
menons  l’hypoténuse  DC  ; nous  avons  AC'  =.  CE  X CF 
■=  CE  X {CE  CA)  ; donc  CE  est  la  longueur  inconnue 
qu’on  doit  porter  de  C en  B ; B sera  le  point  demandé  (*). 

X.  Inscrire  un  triangle  def  dans  un  autre  ABC  (fig.  io5), 

c.-à-d.  le  placer  comme  de  sorte  que  d tombe  en  D sur  le 

côté  AC,,fitjc.  Eli  supposant  le  problème  résolu,  et  traçant  par 
lès  points  EFB  une  circonférence,  ainsi  que  par  ADF,  on  voit 
que  le  segment  FOE  est  capable  de  l’angle  donné  B , et  le  seg- 
ment FO  O capable  derangle44(n“2i2,  IV).  Décrivons  donc  sur 
fe  et  fddes  seginens  capables  de  B et.  A.  La  base  AB  est  donnée, 


(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit  (fig.  io4;-  On  a trouvé 
AC'  = BC'-f-AC  X BC  = CC  x (BC  + 4C)=:BC  x BD, 

en  prolongeant  la  ligne  AC  de  CD  = CA.  £ étant  le  milieu  de  DC,on  a.,., 
BC=  B E — EC , BD  = BE-f-£C;  le  produit  change  notre  éqiuitioii  em  . . 1 
AC*  = B£»  — £C*;  ainsi  AC,  B£,  EC  sont  les  trois  côtés  d’un  triangle  rec- 
tangle EFC.  On  mènera  donc  CF  égal  et  perpendiculaire  à AC;  tirant  l’hy- 
poténuse EFet  la  portant  de  £ en  B , on  aura  le  point  B.  Celte  construction 
s’applique  avec  élégance  au  théorème  n°  , 

18.. 
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et  forme  une  double  cordé  dans  les  deux  cercles . Si  donc,  d’après- 
le  problème  VIII,  on  décrit  en/la  corde  ab  = AB,  \\ne  res- 
tera plus  qu’à  mener  les  lignes  ad,  be  prolongées  en  c,  et  Ion 
aura  le  triangle  abc=.  ABC-,  par  conséquent  on  connaîtra  les 
points  D,E,  F,  puisque  BE  = be,  etc.  Comme  on  peut  mener 
la  corde  ab  de  deux  manières , le  problème  a deux  solutions.. 


Des  Polygones. 

?.3o.  On  nomme  Polygone  tonie  AB  CD  EF  (fig.106) 

terminée  par  des  droites.  Le  Quadrilatère  a 4 côtés,  le  Penta- 
gone 5,  VHexagone'6,V  Octogone  8,  le  Décagone  10,  \e  Dodé- 
cagone la,  le  Pentédécagone  i5,  etc.  Le  nombre  des  angles  est 
le  même  que  celui  des  côtés  ; car  tant  que  le  polygone  n'est  pas 
fermé,  chaque  côté  qu’on  trace  fait  un  angle  déplus,  et  la 
6gurc  reçoit  un  côté  de  plus  qu’elle  n a d angles  ; enfin  le  coté 
qui  ferme  le  polygone  fait  deux  angles. 

Une  Diagonale  est  une  ligne  AD  (fig.  n8)  qui  traverse  le 
polygone  d’un  angle  à l’autre.  La  diagonale  AC  sépare  le 
triangle  ABC  du  polygone  AüCD. . . de  n côtés,  et  réduit  la  / 
figure  à ACDEFde  n—i  côtés.  Chaque  diagonale  menée  de  A 
sépare  de  même  un.  nouveau  triangle,  et  rédqit  le  polygone  à . 
avoir  un  côté  de  moins  j enfin , lorsqu’on  n’a  plus  qu’un  quadri- 
latère ADEF,  la  seule  diagonale  AE  le  partage  en  deux  trian- 
gles. Ainsi  il  y avait  d’abord  autant  de  diagonales  que  de  triangles 
et  de  côtés  supprimés  ; mais  pour  la  figure  de  4 côtés , une  seule 
diagonale  donne  1 triangles;  donc  le  nombre  de  diagonales 
qu  on  peut  mener  dt un  même  angle  A à tous  les  autres  estn  3 ; 
celui  des  triangles  est  n—z. 

Tous  les  angles  de  l’hexagone .. . sont  Saillans ^ 
l’angle  A (fig.  107)  est  Rentrant  (n°  172). 

‘aSi.  Pour  construire  un  polygone  dont  toutes  les  parties 

soient  données,  aprèsavoirprissurune  droite  indéfinie(fig.  106), 

une  longueur  AB  égale  à l’un  des  côtés , on  formera  en  A et  B 
deux  angles  B AF  , ABC  égaux  à ceux  qu’on  sait  devoir  être 
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adjaceus  à AB  ; puis  on  prendra  sur  BC  et  AF  les  lon;];ueurs 
données,  et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  ainsi  tracé  les  côtés  FA,  AB , BC,  CD  et  DU, 
le  côté  FE,  destiné  à fermer  riiexagone.  est  déterminé,  ainsi 
(}ue  les  angles  E et  F.  Si  donc  n désigne  le  nombre  des  angles 
d’un  polygone,  an  sera  celui  des  parties  qui  le  composent, 
un — 3 est  celui  des  quantités  qu’il  suffit  de  connaître  pour  pou- 
voir le  construire.  Il  y a donc  des  relations  qui  lient  entre  elles 
ces  an  parties,  de  sorte  qu’on  puisse  déterminer  2 côtés  et  un 
angle,  d’après  la  connaissance  des  autres  parties.  Ce  problème 
de  Poljrgonométrie  ne  peut  maintenant  être  résolu;  mais  il  est 
facile  d’assigner  la  relation  qui  existe  entre  les  angles. 

282.  Si  n est  le  nombre  de  côtés  et  D l’angle  droit,  la  somme 
des  angles  intérieurs  est  2D  (n  — 2),  oui  fois  autant  d angles 
droits  que  le  polygone  a de  côtés  moins  deux.  Car  menons  d’un 
point  quelconque  intérieur  O (iig.  106),  les  lignes  OA,  OB 
OC. . . ; elles  formeront  autant  de  triangles  O AB,  OBC. . . . 
qu’il  y a de  côtés.  La  somme  de  tous  les  angles  est  donc  deux 
droits,  répétés  autant  de  fois  qu’il  y a de  côtés,  ou  2reO. 
Mais  la  somme  des  angles  en  O vaut  quatre  droits  : donc  on  a 
inD  — /{D.  C’est  aussi  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  angles  sont 
la  somme  de  ceux  des  (n  — 2)  triangles  en  lesquels  le  polygone 
est  décomposé  par  ses  diagonales  (fig.  1 18;. 

a33.  Les  quatre  angles  d’un  quadrilatère  valent  donc  quatre 
droits.  Si  cette  figure  a deux  de  ses  côtés  parallèles  A a,  Hh  (fig.  8 1 ), 
on  \a.XiOmme  Trapeze ; un  Parallélogramme  {ÛQ.  108),  si 
les  quatre  côtés  sont  parallèles  deux  à deux.  On  sait  d’ailleurs 
(n®  ig3),  que  la  diagonale  BD  partage  tout  parallélogramme 
en  deux  triangles  égaux  ABD , B CD  ; que  les  angles  opposés 
sont  égaux  A = C,  Bt=iD  -,  que  les  côtés  opposés  sontégaux. 
Réciproquement,  si  ABz=zDC  et  AD  — BC,  la  figure  ABCD 
est  un  parallélogramme.  Les  diagonales  AC,  BD  se  coupent 
mutuellement  eu  deux  parties  égales  ; cela  résulte  de  l’égalité 
des  triangles  AOD  et  BOC.  ^ 

Le  îxhombe  ou  Lozange  est  un  parallélogramme  (fig.  loq  ) 
dont  les  quatre  côtés  sontégaux.  11  est  visible  que  les  diagonales 
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AC  et  DD  sont  à an{;le  droit,  parce  que  les  quatre  triangles 
AOD,  AOD,  DOC  et  DOC  sont  égaux.  Réciproquement, 
si  AO=OC  et  DO  — OD  , la  figure  ADCD  est  un  parallélo- 
grainrae,  qui  devient  même  un  rhoinbe,  lorsque  AC  et  DD 
sont  à angle  droit. 

Enfin  , si  le  parallélogramme  ADCD  (fig.  1 10)  a l’un  de  ses 
angles  A droit,  l’angle  opposé  C,  qui  lui  est  égal,  sera  aussi 
droit}  il  en  est  de  même  des  autres  B et  D,  puisque  réunis 
ils  valent  deux  droits,  et  qu’ils  sont  égaux  ; la  figure  a donc 
ses  quatre  angles  droits.  C’est  pour  cela  qu’on  nomme  Rectan- 
gle le  parallélogramme  qui  a ses  angles  droits.  Les  diagonales 
AC  y BD  sont  égales. 

Si  AD  = AD,  le  rectangle  s’appelle  Carré;  le  carré  a donc 
les  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  droits. 

234.  Lm  somme  des  angles  extérieurs  GAR,  MBC...(fig.  1 1 1), 
formés  en  prolongeant  dans  un  même  sens  les  côtés  d'un  poly- 

■ gone,  vaut  toujours  quatre  angles  droits.  En  effet,  les  angles 
extérieurs  sont  supplémens  des  intérieurs  adjacens  : mais  l’angle 
AOD  est  supplément  des  angles  OAD  ODA  ; de  même 
.BOC  l’est  de  ODC+  OCB , etc;  donc  la  somme  des  angles 
en  O ou  quatre  droits,  est  la  somme  des  supplémens  des  angles 
ABC,  B CD. . . du  polygone  : c.  q.f.  d. 

235.  Les  polygones  qui  ont  les  côtés  égaux  et  les  angles 
égaux  sont  appelés  Réguliers.  Un  cercle  <{uj  touche  tous  les 
côtés  d’un  polygone  est  appelé /nrerù;  le  cercle  est  Circonscrit 
quand  il  passe  par  les  sommets  de  tous  les  angles. 

On  peut  toujours  inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à un  poly- 
gone régulier  ABCDEF  (fig.  112).  1®.  En  effet,  divisons  les 
angles^  et  B en  deux  parties  égales,  par  les  lignes  AO  et  DO, 
, et  du  point  O de  concours  menons  OC.  Le  triangle  OC, 

car  AB=.DC  -,  le  côté  OB  est  commun , et  l’angle  ABC  a été 
• divisé  en  deux  parties  égales:  donc  0/iz=zOC-=OB.  On  prou- 
vera de  même  que  OD=  OD  = OC,  etc. 

On  voit  donc  ^pe  le  point  O est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  polygone  ; que  les  lignes  menées  de  ce  centre  aux 
angles  sont  égales  ; qu’elles  divisent  ces  angles  en  deux  parties. 
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égalés;  qu’elles  forment  des  triangles  isoscèles  , B OC... 

Enfin  que  les  angles  au  centre  AOB,  BOC sont  égaux 

entre  eux. 

a°.  Les  cordes  BC.. . . étant  à la  même  distance  du 
centre  O,  les  perpendiculaires  OG,  OI. . . sontégales  (n°2o8); 
si  donc  on  écrit  du  centre  O avec  le  rayon  OG  une  circonfé- 
rence , elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone  en  leur  milieu 
G,L... 

236.  Nous  savons  donc  circonscrire  et  inscrire  des  circonfé» 
rences  à un  polygone  régulier  donné.  Le  problème  inverse  con- 
siste à inscrire  ou  circonscrire  un  polygone  régulier  d’un  nombre 
de  côtés  déterminé  à une  circonf.  donnée  : or,  il  s’èn  faut  de 
beaucoup  qu’on  sache  résoudre  ce  problème  en  général.  Nous 
allons  exposer  les  cas  dans  lesquels  on  peut  en  trouver  la  solution. 

Avant , nous  remarquerons  que , lorsqu’un  polygone  est  ins- 
crit, il  est  aisé  d’en  circonscrire  un  d’un  même  nombre  de 
côtés,  et  réciproquement.  En  effet,  aoïi  ABC.. , . (fig.  ii3), 
un  polygone  régulier  inscrit  donné  ; aux  points  A,  B , C.. . , 
menons  les  tangentes  af,  ab,  bc...,  leur  système  formera  le  po- 
lygone circonscrit  demandé;  car,  les  triangles , bBC. . . 
sont  égaux  et  isoscèles , parce  que  leurs  bases  AB,  BC.. . .. 
sont  égales,  et  que  leurs  angles  adjacens  ont  la  même  mesure 
(n®2i  I,  4“.)  5 àoacaBz=Bb=^C—Cc . , .,  l’angle  a-=.b^c 

On  pourrait  aussi  ( fig.  1 1 2 ) mener  des  tangentes  par  les  mi- 
lieux g,i,k...  des  SiTC^AgB,  BiC,  CkD. . . ; abcdefiotmera.it 
le  polygone  demandé  : car  les  côtés  étant  parallèles  à ceux  du 
polygone  inscrit,  les  angles  sont  égaux  (n°  192, 3°.)  : déplus, 
l’angle  GO/ est  divisé  en  deux  parties  égales  par  OB,  puisque 
£ est  le  milieu  de  l’arc  D’un  autre  côté, le  triangle  ^G6=ôO/, 

et  Ob  coupe  le  même  angle  gOi  en  deux  parties  égales  : ainsi 
les  trois  points  O,  B,  b sont  en  ligne  droite.  lien  est  de  meme  de 

n r * J « .J  n 1 OB  BC  OB  , 

O,  C et  c,  de  O , U et  d...  On  a donc  — ^ 

’ ’ ab  Ob'  bc  Ob' 

d’oùaÔ3=ôc,  puisque  AB=.BC.  Et  ainsi  des  autres  côtés. 

Cette  double  construction  serait  assez  pénible  : il  est  préfé- 
rable de  mener  une  seule  de  ces  tangentes  ab  ( fig.  112),  de  la. 
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conduire  jusqu’aux  rayons  OA,  O B prolonges , puis  de  décrire 
du  rayou  Oa  une  circonférence , sur  laquelle  on  j)orte  autant 
de  fois  qu’il  y a de  côtés. 

Réciproquement,  si  le  polygone  circonscrit  ûZ»cd<^est  donné, 
on  mènera  du  centre  O les  lignes  nO,  bO... , puis  par  les  points 
A,D...,où  elles  coupent  la  circonférence,  on  décrira  les  cordes 

AB,  BC , et  le  polygone  régulier  sera  inscrit. 

287.  Puisque  la  somme  des  angles  au  centre  est  , chacun 

AD,  , , 

vaut  — lorsque  le  polygone  est  régulier,  n désignant  le  nombre 
de  côtés  du  polygone. 

L’angle  au  centre  du  triangle  équilatéral  est  donc  ^ D , 

Celui  du  carré  est  D , du  pentagone  régulier  | D, 

De  l’hexagone  f.  du  décagone  ^D,  etc. . . 

La  somme  des  angles  â la  circonférence  (n®232)cst2Z>(n — 2); 

chacun  vaut  donc  — ^ Ainsi  l’angle  du  carré  est  droit: 

celui  de  pentagone  régulier  est  | D,  de  l’hexagone  | D,  du  dé- 
cagone I D. 

C 

Chaque  côté  AB , BC.  . . soutend  un  arc  = ~ » Cdésignant 


la  circonférence. 

238.  Le  côté  FE  de  l’hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au 
rayon  OF  (fig.  n 4)  ! car  l’angle  FOE  est  le  6'  de  4 droits , ou 
O = I Z>  ; les  angles  égaux  £ et  F du  triangle  isoscèle  OFE 
valent  ensemble  2Z?- — | ü ou  : chacun  vaut  donc  j ü , et 
le  triangle  OFE  a ses  trois  angles  égaux;  d’où  FE  — O F. 

Si  l’on  joint  les  angles  de  deux  en  deux  , on  aura  le  triangle 
BDF  équilatéral  inscrit  : comme  EO  = EF  —\e  rayon  R, 
ODEF  est  un  rhomhe,  les  diagonales  sontà  angledroit(n®233), 
et  10  = EI=i  R;  ainsi  (n°  221,  4°-  ) 

FI—\/{FO’’  — IO^)=\/{R^—{R')z=R\/\- 


d’où  FD  =R{/3,  C’est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

En  divisant  en  2,  4>  8. . . parties  égales  les  arcs  BC. . . 
on  aura  les  polygones  inscrits  de  1 2 , 24 , 4^  • • • 3 X côtés. 
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aSg.  Puisque (o*  387)  i’angle  au  centre  du  carré (figV  1 tîi»}  est 
droit,  pour  inscrire  un  carré  dans  un  cercle  ABCD,  on 
neradeux  diamètres  perpendiculaires  AC^  BD , et  l'on  joindra 
leurs  ettrémités.  On  voit,  en  effet,  que  la  figure  ABDC  h les 
quatre  angles  droits  et  les'  côtés  égaux;  On  a 


■*rS 


^D’=£>0*  + ^0’  = 2fl*;  d’où  AD=R\/2. 


AD  '■' 

Puisque  = ^/a,  00  voit  que  la  diagonale  du  carré  est  in- 

contmensurable  avec  son  coté  (n°  63).  : 

On  sait  donc  inscrire  les  polygones  de  4»  8,  i6. . . a'  côtés. 
a4o.  Soit  AB  ( fig.  1 1 5)  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit , 
l’angle  O au  centre  est  i D (n“  287  );  les  angles  égaux  QAB, 
OBA  réunis  valent  aD  — | D ou  |Z);  donc  chacun  vaut-j  D, 
c.-à-d.  est  double  de  O.  Pour  trouver  le  rapport  de  AB  au 
rayon  A O , divisons  l'angle  B en  deux  parties  égales  par  la 
driHte  Cif;  l’angle  ABC=  O = CBO , indique  que  le  triangle 
OÀC^eat  isoscèle^  d’où  OC=  CB.  Mais  le  triangle  ACB  l'est 
aussi,  à'cansé  de  C=f  D = A\  ainsi  CB  = AB  = OC.  Or, 

ôt' = Ô5’ ÂS  = AO' 


AXU  , A T%- 

= , OU  le  cote  AB 


moyen  proportionnel  entre  AC  et  AO\  d’ailleurs,  CO  “ou 
AB*C.AO  donne  aussi  AC<iAB\  donc  (0*229,  IX) 

En  divisant  le  rayon  en  moyenne  et  extrême  raison , la  plus 
grande  partie  sera  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

AB—BF  donne  y^Fpourlecôtédupentagonercgulier  inscrit. 
On  pourra  aussi  inscrire  les  polygones  réguliers  de  20, 4»...  5X2* 
côtés.  Et  comme  les  côtés  de  l’hexagone  et  du  décagone  sou- 
tendent  des  arcs  qui  sont  le  6*  et  le  10'  de  la  circonférence  C, 
la  différence  de  ces  arcs,  ou  a C — -^C—~C,  est  soutendu 
par  le  côté  du  polygone  régulier  de  i5  côtés , et  de  là  ceux  de 
3o,6o....  i5xa*côtés. 

fltTels  sont  les  polygones  réguliers  qu’on  sait  inscrire,  et 
q^’on  peut  comprendre  dans  la  formule  0X2',  a étant  l’un 
des  quatre  nombres  3,  4>  Set  i5,  et  t = o,  ou  un  nombre 
entier  et  positif  quelconque.  Quant  aux  autres  polygones  , on 
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SC  contente,  faute  de  mieux , de  diviser,  en  tâtonnant,  la  cir- 
conférence en  un  nombre  convenable  de  parties  égales.  On  ré- 
\ sont  aussi  le  problème  à l’aide  du  compas  de  proportion  et  du 
rapporteur  ; mais  comme  ces  instrumens  sont  eux-mêmes  cons- 
truits par  tâtonnement , on  ne  peut  regarder  ces  procédés 
comme  géométriques.  La  division  de  la  circonférence  en  par- 
ties égales  est  surtout  importante  pour  faire  les  instrumens 
propres  à la  mesure  des  angles.  (Voy.  la  Gëom.  du  Compas, 
par  Mascheroni.  ) Comme  la  trisection  de  l'angle  compléterait  • 
cette  opération  (n°  212,  III),  on  s’est  long-temps,  mais  en 
vain , efforcé  de  trouver  la  solution  de  cette  question.  Elle  est 
maintenant  démontrée  impossible  par  le  secours  de  la  règle  et 
du  compas  seuls  (n°  4^4  ? I )• 

241.  Nous  terminerons  par  l’exposition  de  quelques  pro- 
priétés des  quadrilatères  inscriptibles  au  cercle. 

I.  On  a,  dans  le  quadrilatère  ADCO  (Qg.  1 16),  A -f-  C=2 
droits,  puisque  les  angles  A et  C embrassent  la  circonfére'nce 
entière  (n°  21 1);  de  même  B O = 2 droits.  Ainsi,  dans 
tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  les  angles  opposés  sont 
supplémentaires. 

Réciproquement,  si C=B  -i-0  = 2 droits,  le  quadri- 
latère ABCO  est  inscriptible  au  cercle,  puisque  si  la  circou- 
férence  passant  par  AOC,  ne  passait  pas  eu  B,  l’angle  â'  ne 
serait  pas  le  supplément  de  O (n°  2i3). 

Donc  on  peut  toujours  circonscrire  un  cercle  à tout  rectangle 
ABCD  (fig.  1 10);  les  diagonales  BD,  AC  sont  les  diamètres. 

II.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  (fig  115),  Ze pro~ 
duit  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  des  côtés 
opposés.  Car,  menons  CK  qui  fasse  l’angle  KCD-=-BCO\ 
d’où  BCK=  OCD , en  ajoutant  OCK  aux  deux  membres: 
or,  l’angle  BAC  = BDC  (n®2ii);  ainsi  les  triangles  BAC 
et  KCD  sont  semblables.  De  même  l’angle  CBK  — CAD,  cl  le 

.triangle  CBK  est  semblable  à CAD.  Donc  on  a 

CD~  rX'  BC~  AC' 
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d’où  KD  X AC= AB>:CD,  BKx.  AC=  AD-X.BC-.  ajou- 
tant ces  éq.,  il  vient  enfin  ACy^  BD  =z  AB'A.CD-\-AD'^BC. 

III.  Si  des  points  A et  B (fig.  i o8) , on  abaisse  sur  la  base  DC 
du  parallélogramme  ABCD  les  perpendiculaires  AE,  BF , 
les  triangles  ADC,  BDC  donneront  (n“  222)  ^ 

AC^  = AD^  + DC‘  — 2DCxDE, 

Bl^  z=BC^  +DO+2DCXCF. 

En  ajoutant  ces  équ. , comme  DE— CF  et  AB  = DC,  on  a 

BD^  + AC' — AD*  -\-BC*  + DC*  + AB\ 

Ainsi , dans  tout  parallélogramme,  la  somme  des  carrés  des 
diagonales  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  côtés.  La  pro- 
position est  d’ailleurs  évidente  pour  un  rectangle  (n“  221,  4“-  )• 


Des  Figures  semblables  et  delà  Circonférence. 


242.  Ondit  quede«a:/7o/;^g’onei  (fig.  iiS)  ABCDEF,  abcdej 
sont  semblables,  lorsqu’ils  sont  formés  des  triangles  T et  t, 
T'  et  t' , T"  et  t* ....  , respectivement  semblables  et  disposés 
dans  le  meme  ordre. 

Sur  une  droite  donnée  ab,  homologue  à AB , il  est  aisé  de 
décrire  un  polygone  abcd. . . . semblable  à ABCD. . . On  fera 
d’abord  t semblable  à T,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté 
(n®  218)  : puis  /'  semblable  à T',  sur  ac  homologue  à AC,  etc. 

Les  polygones  semblables  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 
homologues  proportionnels.  Car  les  triangles  semblables  T et 
t ont  l’angle  B = b,  ainsi  que  l’angle  BCA  = bca;  déplus 

(n°2i8),  = De  même  T”  et  t'  ont  l’angle 

ab  bc  ac 

ACD  = acd;  d’où  l'on  voit  que  Voingle  B CD  = bcd:  en  outre, 

AC  DC  BC  ^ ..  . , P 1 1 . 

- — r=  — = -7— . On  prouverait  de  meme , a I aide  de  r et 
ac  de 


bc 


OD  DE 

t",  que  l’angle  CDE—cdc,  et  que  — 

Réciproquement,  si  les  polygones  ont  les  angles  respectivement 


V 
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, , AB  JBC  CD 

égaux,  et  si  déplus  ^ r=  ^ = — = etc. , tes  poljrgones  sont 

semblables  ; car  B=.b,  et  les  c6tés  qui  comprennent  ces  an- 
gles sont  proportionnels , par  hypothèse;  d’où  il  suit  (n“  219) 

BC  jiC 

que  T’ett  sont  semblables,  et  de  plus,  ~jj^— 1 et  l’angle 

BCA  — bca.  Retranchant  ces  angles  de  fiCD  = ùcd , il  reste 

ËC  CD 

l’angle  ACD-=acd;  et  comme  on  suppose  que  = —j-, 

AC  CD  , BC 

on  a rapport  commun,  ; ce  qui 

prouve  que  7”  est  semblable  à r';  et  ainsi  de  suite. 

I®.  Les  polygones  réguliers  d’un  meme  nombre  de  côtés  sont 
des  figures  semblables,  puisque  leurs  angles  sontrespectivement 
égaux,  ainsi  que  leurs  côtés  (n®  235). 

2°.  Si  après  avoir  conduit  les  diagonales  des  angles  A et  a 
(fig.  I ig),  ou  a des  triangles  semblables  chacun  à chacun,  les  an- 
gles sont  égaux , et  les  côtés  homologues  proportionnels  : donc, 
si  l’on  mène  les  diagonales  d’un  autre  angle  tel  que  E,  e,  les 
nouveaux  triangles  composans  seront  aussi  semblables. 

3®.  Donc  deux  diagonales  homologues  quelconques  BE,  be 
(fig.  1 19)  sont  proportionnelles  à deux  côtés  qnelconquesCD,  c</, 
£E~__CD 
be  cd’ 

4®.  Soient  deux  polygones  seinblablesy^^C...  abc...  (fig.  11 9): 
si  l’oii  prend  deux  côtés  homologues  quelconques  ED,  et  ed,  et 
si,  de  leurs  extrémités,  on  mène  les  diagonales  à tons  les  autres 
angles,  on  formera  des  triangles  respectivement  semblables, 
EDF  k ed/,  EDA  à eda,  EBD  à ebd,  etc...  ; car  les  angles 
des  polygones  sont  égaux,  et  les  diagonales  homologues  sont 
proportionnelles  aux  côtés. 

5".  Lever  un  plan  n’est  autre  chose  que  construire  des  poly- 
gones semblables  à ceux  que  forment , sur  le  terrain , les 
droites  qui  joignent  des  points  dont  la  situation  respective 
est  connue.  Pour  cela  , on  mesure  sur  le  terrain  un  nombre 
suffisant  de  parties  ; puis  on  décrit  ensuite , sur  le  papier 


savoir. 
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(n*  ai8....),  d’autres  triangles  semblables  à ceux  qui  com- 
posent les  polygoues  dont  il  s’agit. 

243.  Si,  dans  deu;c polygones  semblables  (fig.  1 19),  on  mène 

deux  droites  Gb , gh,  placées  semblablement,  c.-à-d.  cou- 
pant les  côtes  BC,  bc  en  parties  proportionnelles,  ainsi  que 
FE  et  fe,  les  longueurs  GH , gb  seront  dans  les  rapports  des  cô- 
tés, ou  e/  feront  des  angles  égaux  avec  ces  côtés.  En 

’ gh  bc 

effet,  soit  pris  sur  BC  et  bc  des  points  H ei  h,  tels  qu’on  ait 

HC  CB  CE  ^ 1.  T , 1 

= — j-  = , et  menons /r£,,  ne.  Les  triangles  HCE, 

hc  cb  ce 

Ace  seront  semblables  (n®2i9)  puisque,  l’angle //C£  = Il 

„ , , EH  HC  BC 

s’ensuit  que  1 angle  EHL  — enc  et 

Maintenant  , en  considérant  les  polygones  semblables 
ABU  EF,  abhef,  si  les  points  G et  g coupent  les  côte's  FEetfe 
proportionnellement,  la  ligne  GH  jouira  de  la  même  propriété 
que  HE.  Donc,  etc. 

244.  D’uu  point  quelconque  O (fig.  120),  pris  dansl’intérieur 
dupolygone  ABC...,  menons  des  lignes  OA , OB...  aux  som- 
mets ABC...',  prenons  sur  ces  lignes  des  longueurs  qui  leur  soien  t 

„ „ , • OA  OB  OC 

proportionnelles , ou  telles  qu  on  ait  — — — . . . ^ 

Les  triangles  O AB,  Oab  seront  semblables,  et  parallèle  <à 
ab.  En  raisonnant  de  même  pour  OBC,  Obc,  etc.  , on  verra 
que  les  polygones  ABC. . . abc. , . ont  les  côtés  parallèles  et 
proportionnels,  et  par  conséquent  sont  semblables. . 

De  même,  sur  les  lignes  Ob,  Oa,  si  l’on  prend  des  parties 
OA’,  Ok  proportionnelles  aux  côtés  ae,AE  ; puis  OF,  of  pro- 
portionnelles à ab,  AD,  etc. , les  polygones  EFG. . . k/g. . . 
seront  semblables , comme  formés  de  triangles  OKI,  Oki, 
OKF,  okf...,  respectivement  semblables. 

245.  Les  périmètres  de  polygones  semblables  sont  comme 

leurs  lignes  homologues } car  (fig.  118)  on  a ». 

= . . , , et  le  théorème  (n“  t3,  3“.)  donna 

ab  hc  cd 


I 


a86 
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ABA-BC-^CD-^. 


AB 


BC 

bc 


ab  f>c  A~  +. . . ab 

En  appliquant  ceci  aux  polygones  rëgulicred’un  mêinenombre 


décotes,  on  a 


ABCD...  AB  OB  OI 


abcd. 


Oi 


que  les  triangles  OBI,  Obi  sont  semblables,  comme  ayant  les 
angles  au  centre  égaux  (n®  235)  ; ainsi , les  périmètres  des  poly- 
gones réguliers  semblables  sont  entre  eux  comme  les  rayons  des 
cercles  inscrits  et  circonscrits. 

246.  La  circonférence  est  la  limite  des  polygones  réguliers 
inscrits  et  circonscrits  (n°  1 13).  Chaque  côté  AB  (6g.  122)  d’un 
polygone  régulier  étant  plus  court  que  l’arc  A CB  gu’il  soutend, 
on  voit  que  la  circonférence  rectifiée  est  plus  longue  que  le  pé« 
rimètre  de  tout  polygone  inscrit.  De  plus,  prenant  C au  milieu 
de  l’arc  BCA,  ou  a la  corde  AB  <C.ACA-  CB , ce  qui  fait  voir 
qu’en  doublant  le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  inscrit,  le 
périmètre  approche  de  plus  en  plus  de  la  circonférence,  sans 
cesser  d’être  plus  petit  qu’elle. 

D’ui»  autre  côté,  l’arc  CAL  < CE  + EL  (n®  172)  fait  voir 
que  le  périmètre  de  tout  polygone  circonscrit  est  plus  grand  que 
la  circonférence;  la  tangente  AK  est  le  demi-côté  du  polygone 
circonscrit  d’un  nombre  double  de  côtés  (n®  236)  ; et  comme 

K A,  perpendiculaire  .à  est  < l’oblique on  a 

AK  KCc^ECi  en  doublant  le  nombre  des  côtés  d’un  poly- 
gone circonscrit,  le  périmètre  approche  donc  davantage  de  la 
longueur  de  la  circonfér.  sans  ce.sser  d’être  plus  grand  qu’elle. 

P et  P étant  les  périmètres  de  polygones  réguliers  semblables, 
l’un  circonscrit , l’autre  inscrit,  et  /{ et  r les  rayons  OC,  07 des 
PR  P 

cercles  inscrits,  ona  — =— , etP  — p = -^{R~r){n°  73,1®.). 

Or,  P diminue  en  s’approchant  de  la  circonférence CC5 . . . 

R est  constant,  et  fl  — r ou  CI  décroît  indébniment  lorsqu’on 
double  successivement  les  nombres  de  côtés  de  polygones  P etp 
(n®  20g)  ; ce  qui  prouve  que  la  diflerence  P — p entre  leurs  pé- 
rimètres approche  autant  qu’on  veut  de  zéro,  c -à-d.  que  cey 


>( 
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périmètres  approchent  indéfiniment  de  la  circonférence,  qui 
est  toujours  comprise  entre  eux , et  qui  ne  leur  est  jamais  ri- 
goureusement égale  : donc , etc. 

247-  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons 
ou  leurs  diamètres.  En  effet  ( fig.  12 1) , désignons  par  C et  c les 
circonférences  dont  les  rayons  sont  BO=B,  bO=r-,  par  Pet/? 
deux  polygones  réguliers  inscrits  ABC....  abc....  semblables, 
enfin  par  Z et  2 la  différence  entre  chaque  périmètre  et  la  cir- 
conférence circonscrite,  ou  C — Pt=Z,  c — p-=z.  On  en  tire 


P R 
— ou  — : 
P 


C—Z  J, 

c — 2 ’ R R r r' 


or,  R,  C,  ret  c restent  constans,  Z et  z varientavecle  nombre 
des  côtés,  et  peuvent  devenir  aussi  petits  qu’on  voudra;  donc 
(n°M3) 

C_c 

R r’  c r ir’ 

248.  Trouver  une  ligne  droite  égale  à une  circonférence  d’un 
rayon  donné,  c.-à-d.  rectifier  cette  courbe.  Concevons  deux 

' C c 

circonférences  C,  c de  rayons  R,  rt  nous  avons  —=  = — ; cba- 
^ 2ti  2r 

que  circonférence  contient  donc  son  diamètre  le  même  nombre 
de  fois,  que  nous  désignons  par  sr.  Si  l’on  connaissait  ce  quo- 
tient constant  «r , on  aurait  donc 

circonférence  R = ittR. 

Pour  déterminer  le  rapport  constant  w de  toute  circonférence 
à son  diamètre,  il  faut  trouver  la  longueur  rectifiée  d’une  dr- 
(onférence  quelconque,  ainsi  que  celle  de  son  diamètre  ; puis 
diviser  la  première  par  la  seconde;  le  quotient  sera  le  nombre 
■K.  Pour  cela,  prenons  un  polygone  régulier  quelconque  dont 
nous  connaissions  le  périmètre , et  les  rayons  r et  R des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  ; puis  concevons  un  autre  polygone  régu- 
, lier /iopé/’/mè/re , c.-à-d.,  d’un  contour  égal  ; et  calculons  les 
rayons  r'  et  R!  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à ce  dernier, 

BE-=:a  (fig.  123)  est  un  côté  de  ce  polygone,  HD  un  dia- 
mètre perpendiculaire,  C le  centre  du  cercle  BDE\  CA=r, 
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CB— R sont  les  rayons  donnés  des  circonf.  inscrite  et  circons- 
crite. Menons  DB,  DE,  puis  la  perpendiculaire  CG  tombant 
au  milieu  G de  la  corde  DE  ; et  par  le  point  G,  IG  parallèle  à 
BE  ; IG  sera  moitié  de  BE  (n“  218).  Comme  l’angle  EDB 
est  moitié  de  ECB , EDB  sera  l’angle  au  centre,  et  G/  le 
côté  du  polygone  régulier  d’un  nombre  double  de  côtés  ; 
DF  —F , DG-=R'  seront  les  rayons  de  cercles  inscrit  et  cir- 
^ conscrit  à ce  dernier.  Or  on  a DF=  j DA  — ^ ( DC-\-CA) , ou 
r'=i  (R+r);  dans  le  triangle  rectangle  CGD,  DG*=DCxDF 
n®  221, 2®),  ouR'*=Rr,  ainsi  F et  R'  sont  donnés  par  les  équ. 

Répétant  ce  calcul  sur  le  polygone  IG , on  trouvera  de  même 
les  rayons  r'  et  R"  des  polygones  réguliers  isopcriinètres  d’un 
nombre  double  de  côtés  du  précédent;  puisles  rayons  r*,  R", etc. 
on  aura  ainsi  une  série  de  résultats 

r,R,r,R',F’,R",r'’,R\.., 

dont  chaque  r est  la  moyenne  arithmétique,  et  chaque  R la 
moyenne  géométrique  entre  les  deux  ternies  précédens.  'Tels 
sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à cette  suite 
de  polygones  réguliers  isopérimètres  "d’un  nombre  de  côtés 
continuellement  doublé. 

Mais  F étant  au  milieu  de  AD , AF  on  DF'^  AC,  F 
puis  l’hypoténuse  DC  > DG,  ou  /{'  <^  iî  : ainsi  r,/,  r” .. . 
croissent,  et  R,  R',  R". . . . décroissent  continuellement.  Ces 
qi^ntités  tendent  sans  cesse  vers  l’égalité  à mesure  que  les 
côtés  deviennent  plus  nombreux;  car  BC^ — CA'"=zBA'‘,  ou 
R*  — r’ = J , donne 

P fF  __  fl 

-4(B  + r)-8r” 

et  a décroît  autant  qu’on  veut , tandis  que  r augmente.  On 
voit  donc  que  si  l’on  superpose  tous  ces  polygones  en  faisant 
coïncider  leurs  centres  G,  ...  les  circonf.  inscrites  s’en  écartent, 

et  les  circonscrites  s’en  rapprochent  de  plus  en  plus.  Elles 
fmisscnt  par  ne  laisser  entre  elles  qu’un  espace  aussi  petit  qu’on 
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veut,  dans  lequel  se  U oiive  tracé  le  polygone  régulier.  Que  l’ou 
ait  poussé  le  calcul  des  r et  R jusqu’à  lo  chiffres  décimaux 
par  exemple , et  l’on  trouvera  enfin  deux  rayons  dont  ces  dix 
chiffres  seront  les  mêmes  : la  distance  du  polygone  à ses  deux 
circonf.  sera  nulle  dans  cet  ordre  d’approximation , et  l’on 
pourra  prendre  le  périmètre  de  ce  polygone  pour  longueur  de 
cifconl» 

Soit  donc  n le  côté  du  i«  polygone  de  n côtés;  «a  sera  son 
contour , et  celui  de  chacun  des  autres  polygones  ; et  si  * est  le 
rayon  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  dans  l’ordre  de  déci- 
males conservées  au  calcul,  ou  celui  de  la  circonf.  définitive 

~na,  onsmiA  na  = i^x,  ' 

Par  exemple  le  côté  de  l’exagone  inscrit  a-=  i , 1,.  périmètre 

= 6;/l=i,r=p/(05“_/Æ^)(fig.,^2),our.=:|^/3:on 

^n  Uie  successivement  les  résultats  suivans  : 


• ;•  = 0,86602  540^ 
R fc  I 

r"  = 0,933o|  2702 
ft'  = 0,96692  58a6 
= 0.94946  -9264 
0,96766  2197 


0,95366  6761 
0,96661  1769 

0,96468  8760 
0,96610  0122 
0,95484  4436 
0,95497  2270 


0.95490  8353 
0-95494  o3ii 

095492  4332 

0.95493  2322 

0,95492  8327 
0.95493  o325 


Dès  qu’on  arrive  à deux  rayons  successifs  égaux  ar,  ce  nom- 
bre est  le  rayon  de  la  circonf.  isopérimètre  qui  est— 6=a  x 
or  a:  = o,  9549a  9662  ; ainsi  3,14.59  2654.  On^ut  ob"te- 

(«)  Le  calcul  des  rayons  R est  facile  par  loff.  ; mais  on  l’abrépe  encore  n, 
e procédé  suivant.  Soit  R = ^+d,d  étant  la  différ.  des  deux  rayon.  eZl  ' 
lesquels  on  veut  une  moyenne  fféomctrique.  . . 

en  extrayant  la  racine  Jj  nn  a (n°i35) 

R'^r+id-^,  etc.  =rV(.+  i). 

Ces  formules  abrègent  les  opéra  tio.is  ; mais  on  remarque  que  si  d , 

que  la  mouie  des  chines  de  r',  en  considérant  ces  nombL  comme 
d‘  est  < 8 r-  parce  que  d>  n’a  plus  que  la  même  quantité  de  ebiff 
Pour  avoir  une  valeur  de  R'  approchée  à moins  de  j,  on  peut  donc  se 
de  ir^r'+id,  qui  est  moyenne  arithmétique  entre  r7^  Z T T 
est  awivé^à  deux  valeur»  consécutive,  de  « et  , dont  1.  moitié  4 g^he  Te 

*9  * 
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nir  aiiMÎ  *•  arec  telle  approximation  qu’on  veut.  Au  reste , nous 
exposerons  des  procèdes  plus  expéditifs.  On  obtient 

w = 3, 14159  26535  89793  23846  26433  83x79, 
log.  » = 0,49714  98726  g4i33  85435  1268a  88291.  ' 

Si  dans  l’équ . cire.  R ~ 2wR , on  fait  A = 4 , et  = i , il  vient 
cire.  = w,  et  ; cire.  = ?r  : donc  le  rapport  constant  de  toute 
circonférence  à son  diantètre  exprime  aussi  la  circonf.  dont 
' le  diamètre  est  un , et  la  demi-circonf,  qui  a un  pour  rayon,  ■ 

Si  on  limite  la  valeur  à s- —3, 142. ..  on  trouve  qu’on  peut 
poser  » = =3  Ce  résultat  très  simple,  dû  à Archimède, 

est  adopté  dans  les  arts.  Adrien  Métius,  en  prenant  3,  i4i5gS, 
a trouvé  nombre  remarquable  en  ce  que  les  termes 

sont  formés  des  trois  premiers  impairs,  répétés  afois,  1 13,355. 
Ce  résultat  ayant  6 décimales  exactes,  ne  produit  pas  une  er- 
reur d’un  centimètre  sur  une  cire,  de  18000  mètres  de  rayon 
( I ligne  sur  4000  toises  de  rayon  ).  , 

Voici  une  rectification  graphique  approchée  de  la  circonf.- 
On  a prouvé  (n°*  238,  aSg)  que  le  côté  du  carré  inscrit  est 
fl^/2;  que'celui  du  triangle  équilatérîîl  est  /î^/3  : la  somme 
est  R ( \/ï  •+■  v/3  ) ou  /I  X 3 , 14627 . . . . , égale  , à un  demi- 
centième  près , à la  demi-circonf.  rectifiée.  Ainsi,  après  avoir 
inscrit  au  cercle  proposé  , par  les  procédés  connus  , un  carré  et 
un  triangle  équilatéral,  on  ajoutera  le  côté  de  l’un  au  côté  de 
l’autre , et  l’on  aura,  à très  peu  près,  une  droite  égale  à la  demi- 
circonférence. 


leurs  chiffrefi  est  une  partie  commune,  on  n’a  plus  à prendre  que  des  moyen- 
nes arithmétiques.  C’est  ce  qui  arrive  ci-dessus  au  nombre  marqué  [*)  et  à 
tous  les  suivons.  Alors  il  n’est  plus  nécessaire  de  calculer  ces  moyennes  suc- 
eessivca;  car  soit  m un  de  ces  nombres  et  m-|-/  le  suivant,  leur  moyenne 
estm  -|-  Jir— i/;etoontinuant(lepreadre  les  moyennes,  on  trouve 

nombres  dont  la  limiteest  m-t-jJ':  telle  est  la  valeur  définitive  des  quantité» 
r et  R lorsqu’elles  sont  devennes  égales.  • . ■ 


AIRES  DES  POLYGONES. 

Lorsque  la  cifconf.  C est  donnée , et  qu'on  demande  Son  dia- 
inè^e  D,  de  C = w D,  on  lire  ' 

C = kC  k = -=o,3t83ï . . . , log /=:  i ,5o285oi3. 

»•  *■ 

L’arc  y^C5(fig.  122)  étant  le  delà  circonf.,  ou  l’angle  O 
le  de  4 droits,  «e  son  nombre  de  degrés,  on  a la  propor- 
tion 180“  : îtR  ; la  longueur  Z de  l'arc  ACB ; donc 

Z = = —kR»,  et  en  faisant  log  ^ = 2 ,24187737. 

loo  n 

II.  DES  SDHFACES. 


Aires  des  Polygones  et' du  Cercle. 

249.  Une  Aire  est  l’étendue  comprise  entre  les  lignes  qui 
terminent  une  figure  fermée.  Les  aires  Equivalentes  sont  célles 
qui  sont  d’égale  étendue , sans  qu’elles  puissent  coïncider  par 
la  superposition.  > 

Deux  rectangles  AEFD,  aefd  (fig.  124)  sont  égaux  lorsque 
leurs  bases  sont  égales  et  que  leurs  hauteurs  le  sont  aussi,  ou 
AD  — ad et  AE=  ae  : on  voit  en  effet  qu’on  peut  faire  coïnci- 
der l’uhc  de  ces  figures  avec  l’autre.  Mais  si  l’on  compare 
le  parallélogramme  ABCDxa.  rectangle  vrffSFD,  on  les  trouvera 
simplelnent  équivalons , parce  que  le  triangle  AEB—  DFC. 

Les  parallélogrammes k'RCiO,  abcd,  qui  ont  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales  sont  équivalons , puisqu’ils  équivalent 
aux  rectangles  égaux  ADFE,  adfe. 

Soit  un  triangle  ABC{Ç\ÿ,.  i25)  ; menons  CD  et  BD  paral- 
lèles à AB  et  AC\  les  deux  triangles  ACB,  BCD  sontégaux  : 
ainsi,  tout  triangle  est  la  moitié  ePun  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur.  De  sorte  que  tous  les  triangles 

ACB,  AEB,  AFB qui  ont  même  ba.se  AB  et  leurs  ' 

sommets  sur  CF  parallèle  à AB , sont  égaux. 

25o.  Comparons  maintenant  deux  parallélogrammes  quel- 
conques. ' ’ . 

19.. 
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* i“.  Les  rectangles  de  même  base  sont  comme  les  hantears. 
«En  effet,  si  les  deux  rectangles  ABCD^R,  a^cd=r  (fig.ja6) 
ont  les  bases  AB  et  ab  égales,  et  que  les  hauteurs 
etad=h  soient  coinmcnsurables,  il  y aura  une  longueur  ax 
contenue  mfois  dans  H et  n fois  dans  h,  et  l'on  aura  (n®  i56) 


_ = — . En  menant  par  le  points  de  division  x , x',y,  y . ... 
h n 

des  parallèles  aux  bases , les  rectangles  R et  r seront  partagés, 
l’un  en  m,  l’autre  en  n rectangles  égaux,  et  l’on  aura 


R m ,,,  R H 

— = — , dou  — =T-r 
r n r h 


Si  les  liauteurssonl  incommensurables,  partageons  de  même 

AD  en  parties  égales  Ax  , x'f , et  portons  l’une  sur  ad 

en  xa,  XJ-. ...  ; soit  i le  point  de  division  le  plus  voisin  de  d t 

en  menant  il  parallèle  * commensu- 

. r dl  h , id  , r h 

rabililé,ou-4-^=^4-^,  donc  on  a puisque rf/ 

et  id  sont  aussi  petits  qu’on  veut,  et  que  r,R,  h,  H sont  cons- 
tans  (n“  1 1 3). 

2®.  Les  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
bases  parles  hauteurs.  Car  (fig.  127)  soient  des  rectangles 
AC,  ac  dont  les  bases  sont  AB  = B,  ab  = b •.  portons  l’une 
de  ces  figures  sur  l’autre,  en  faisant  coïncider  l’un  de  leurs  an- 
gles droits,  ce  qui  déterminera  les  rectangles  AK  = rj  et 
AH=R',  de  même  hauteur  Al  ; R'  ayant  même  hase  AB  que 
le  rectangle  AC— R et  même  hauteur  Al  que  r,  on  a donc 


R H R"  B ...  R BH 

R'=TT=b’^°^7  = -bh' 

3v.  Les  mêmes  théorèmes  ont  également  lieu  pour  les  paral- 
lélogrammes, puisqu’ils  sont  équivalons  aux  rectangles  de  même 
base  et  de  même  hauteur.  Donc  les  parallélogrammes  sont  en- 
tre eux  comme  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs. 
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35i.  Mesurer  une  aire,  e’est  chercher  le  nombre  de  fois 
qu’elle  contient  une  autre  aire  donnée.  Prenons  pour,  unité  de 
surface,  le  rectangle  ahcd,  pour  mesurer  le  rectangle  ABCD 
R B H 

(6g.  128);  puisque  jX  on  portera  la  base  ab  sur 


ABf  a6n  de  savoir  combien  l’une  est  contenue  dans  l’autre  : on. 
en  dira  autant  des  hauteurs  ad,  AD\  ensuite  on  multipliera 
ces  nombres  de  fois;  puisque 3x4=>3,  .R contient  ici  lafoisr. 

Comme  les  bases  et  les  hauteurs  pourraient  ne  pas  se  conte- 
nir exactement,  on  dit  plus  généralement  que  la  mesure  d’une’ 
aire  ABCD  (fig.  127)  est  son  rapport  avec  une  autre  abcd 
prise  pour  unité  (n"‘  36,  71  );  cette  mesure  est  le  produit  du 


rapport  J des  bases  par  celui  ^ des  hauteurs.  Il  en  est  de 

^ O Fl 


même  de  tout  parallélogramme.  D’où  il  résulte  que  si  l repré- 
RM  • 

sente  le  nombre  abstrait  g X ^ , l’aire  du  parallélogramme  est 

l fois  celui  qui  est  l’unité  de  la  surface. 

Si  l’on  prend  pour  unité  d’aire  le  carré  abcd  (6g.  128)  dont 
le  côté  est  l’unité  linéaire , on  a ô = A = i , d’où  R = BH. 
B H est  le  produit  abstrait  des  nombres  d’unités  linéaires  con- 
I tenus  dans  B et  H;  soit  encore  ce  produit  BH=l,  l’équ.  re- 
vient à R=  l fois  le  carré  pris  pour  unité  d’airé.  Ainsi  , taire 
d’un  parallélogramme  est  . le  produit  des  nombres  de  fois  que 
t unité  linéaire  est  contenue  dans  sa  base  et  dar9 sa  hauteur,  ce 
qu’on  exprime  d’une  manière  abrégée,  quoique  incorrecte,  en 
disant  tpte  taire  d'un  parallélogramme  estleproduil  desabase 
par  sa  hauteur. 

La  mesure  deV^ire,  ABCD {ÜQ-  no)  du  rectangle  qui  a ses 
côtés  égaux  est  BCy^BC;  l’aire  du  carré  est  donc  la  seconde 
puissance  de  son  côté.  C’est  pour  cela  que  les  mots  carré  et  se~ 
conde  puissaru;e  sont  regardés  comme  synonymes. 

262.  Tout  ce  qui  a’^té  dit  précédemment  du  produit  des  li- 
gnes'évaluées  en  nombres  , dnitsé  dire  aussi  des  rectangles  qui 
ont  leurs  côtés  pour  facteurs.  Par  ex.,  la  proposition  (n®  228) 
peut  s’énoncer  ainsi:  Le  carré  construit  sur  la  tangente  est  égal 
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au  rectangle  qui  a pour  base  la  sécante  entière,  et  pour  hau- 
teur sa  partie  extérieure  ; et  ainsi  des  autres. 

Le  caractère  essentiel  des  démonstrations  géométriques  est 
de  réunir  la  rigueur  du  raisonnement  à une  clarté  comparable 
à celle  des  axiomes.  On  ne  doit  jamais  y perdre  de  vue  les  ob- 
jets comparés  : ainsi  ces  théorèmes  n’ayant  été  obtenus  que  par 
des  calculs  fondés  sur  la  théorie  des  lignes  proportionnelles , 
nous  donnerons  ici  une  démonstration  directe  des  trois  propo- 
sitions fondamentales , relatives  au  rapport  des  aires.  Les  au- 
tres en  dérivent  ensuite  sans  efi'orts,  ainsi  qu’on  peut  s’en  con- 
vaincre en  les  reprenant  tour  à tour. 

a53.  I.  Construisons  ( fig.  isg)  sur  la  ligne  .fiC 

les  carrés  AF  et  Ali  il  est  visible  que  l’aire  AI—  AF FI 
+ EH-^  CF,  00.=  AF FI  -|-  aCF,  parce  que  les  rectan- 
gles EH  et  CF  sont  égaux.  Comme  AF  est  le  carré  de  AB , 
F/  celui  de  BC,  on  retrouve  ainsi  la  proposition 
(û-+-  by  = a‘  + 2ob  -{•  b' , 
a et  b étant  des  lignes,  et  a*,  b‘,  ab  des  aires. 

Pareillement  FI — 2EI,  à cause  de  BD=BI — FI 

et  de  EI=  BI  : on  retrouve  donc  aussi 


(a  — ô)’  =a’  — iob  -f-  A’. 


254.  lI.Soitun  triangle (fig. i3o) rectangle en.^;  décri- 
vons des  carrés  BF,  BG,  AE  sur  ses  trois  côtés  ; puis  menons 
les  obliques  Af,  BE  et  la  perpendiculaire  AL  sur  l’hypoté- 
nuse BC.  Les  triangles  ACF,  BCE  sbnt  égaux  ; car  leurs  an- 
gles eoCse  composent  de  l’angle  commun  BCA  plus  d’un  fstr 
gle  droit  BCF  ou  ACE-,  d’ailleurs,  les  côtés  adjacens  sont 
BC=CF,  AC=  CE,  côtés  des  <^rrés.  Mais  ces  triangles  sont 
les  moitiés  des  rectangles  CD , AE,  puisque  les  bases  commu- 
nes sont  CF,  EC , et  que  les  sommets  A et  F.  sont  sur  les 
bases  opposées  DL,  B A : àonerectangle  CL=  AEtOn  prouve 
de  même  que  rectangle  BL=.BG,  et  ajoutant  ces  équations 
BF=  AE-\-  BG,  ou  c.-à-d.  que  le  quarré  cons- 

truit sur  Vhjrpoténuse  est  égal  à la  somme  des  carrés  construits 
sur  les  côtés  de  V angle  droit  ( comme  n®  22 1 , 4®0-  : * ■ " 
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^ Les  recUugles  CL  et  BF  de  même  hauteur  soBt  entre  eux 


comme  les  bases  DC  et  BC:  ainsi 


CL  ou  CI  CD 
BF  ~ BC' 


encore 

BG  AJE_  CD^ 

W'~  BC'  BG~~  BD' 


Ces  propositions  reviennent  à celles  du  n”  221 , 2°.  et  3°. 

III  Si  le  triangle  ABC  n’est  pas  rectangle  ( fig.  1 3 1 ) , et  que 
l’angle  ..^soit  aigu,  laites  la  même  construction  que  ci-dessus, 
et  abaissez  B K,  CM  perpend.  sur  les  eôte's  opposes.  Le  même 
raisonnement  prouvera  que  les  triangles  ACF , BCE  sont 
égaux,  ainsi  que  les  rectangles  CL,  CK,  dont  les  aires  sont* 
doubles  de  celles  des  triangles.  Ainsi , rectangle  CL  = CK  =a 
AE  — AK;  rectangle  BLtsiBM'szBG—AM.  Or,  les  triangles 
reatangles  BAI,  AO.C  sont  semblables,  à cause  des  deux  cAtés 
perpendiculaire» qui  comprennent  un  angle  égal  (n*  2o5,  8°.); 
d’où  AI  : AO  ::  AB  : AC,  et  ai  X AC-=±  AO  X AB,  rec- 
tangle Ajoutant  donc  les  rectang.  CLe/t  BL,  il  vient 

BF  = AE  -f-  BG  — nAK,  ou  a*  = + c*  — iù  x AI 

(comme  222).  1 > t ^ r 

Si  l’angle  est  obtus  (fig.  i33),  la  même  construction 

donne  encore  le  triangle  BCE  = CAF , d’où. . i 

rectang.  CL  = CK  = AE  -f-  AK  : on  trouve  de  même 
BL^  B^-^  AK-,'  ajoutant,  il  vient  BF^  AE  -f-  BG~\-2AK, 
ouio’=nù’ -dr  e’  -f*  2Ô  X AI  (comme  n®  2M). 

255.  Le  oèté  du  carré  équivalent  à un  paitdlélagramme  est 
moyen  proportionnel  entra  sa  base  et  s»  hauteur.  Car  soient  B 
la  base,  H la, hauteur  parallélogramme,  et  x le  côté  du 
carré; équivalent , ou  a D’aprèscela,  pour  carrernn 

parallélogramme,  ou  en  avoir  la  quadrature  {xé‘  i5\  ),,porte?- 
en  la  base  et  la  hauteur  (fig.  92),  de  B en  C,  et  de  B en  D,  sur 
une  droite;  puis^sur  le  diamètre  BC,  décrivez  une  demi-circon- 
férence BAC,  qui  coupera  en  A la  perpendiculaire  DA  menée 
euDsor^Ci  la  corde  B A sera  le  côté  du  carié  cliercbé  (0*227). 
Si  la  figure  donnée  est  le  rectangle  CL  (fig.  f3o),  en  prenant 
flC»  DX;  on  a le  carré  C/  = rect.  CL.  ’•  'j 
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356.  Lt  aire  du  triangle  est  la  moitié  du  produit  de  sa  base  B 
par  sa  hauteur  H,  ow=.-^  HB,  d’après  ce  qu’on  a dit  (n“  249)- 

i®.  Le  carré  équivalent  à un  triangle  donné  est  — \ BH  ; 
on  a donc  la  quadrature  d’un  triangle,  en  cherchant  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  et  la  moitié  de  la 
base,  c.-à-d.  en  prenant  (fig.  i3o)  BD  égal  à la  moitié  de  la 
base,  et  BC  à la  hauteur,  et  achevant  la  construction  comme 
ci- dessus;  B G est  équivalent  au  triangle  proposé. 

2®.  Les  triangles  ABF,  BIC  (fig.  1 34)  qui  ont  même  hauteur, 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AF,  IC. 

Pour  couper  par  une  ligne  BFua  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties qui  aient  entre  elles  un  rapport  donné , il  suffit  de  parta- 
ger (n®  217,  4°-)  la  base  AC  eu  deux  seginens  AF,  FC  qui 
soient  dans  ce  rapport,  et  de  tirer  BF. 

257.  Soit  un  polygone  ABDE (fig.  i35)  ; menons  AD 

et  sa  parallèle  BC,  qui  rencontre  en  C le  côté  ED  prolongé  ; 
enfin,  tirons  .<^C.  Le  triangle  peut  être  remplacé  par  .^CZ?, 

qui  lui  est  équivalent;  ainsi  l’hexagone  ABDEFG  est  équiva- 
lent au  pentagone  ACEFG. 

En  appliquant  de  nouveau  cette  construction  à ce  pentagone, 
on  le  changera  en  un  quadrilatère,  puis  en  un  triangle , et  en- 
fin, si  l’on  veut,  en  un  carré.  On  sait  donc  réduire  toutpolj'- 
gone  à un  triangle , ou  à un  carré  équivalent. 

258.  L’aire  d’un  polygone  s’obtient  en  le  décomposant  en 
triangles , et  cherchant  l’aire  de  chacun.  Si  le  polygone  est  ré- 
gulier comme  ABCD . . . (fig.  1 12),  l’aire  est  égale  au  périmètre, 
multiplié  par  la  moitié  du  rayon  OG  du  cercle  inscrit,  qu’on 
nomme  Apothème.  Car  n étant  le  nombre  des  côtés,  on  pren- 
dra n fois  l’aire  AOB  d’un  des  triangles  au  centre , savoir, 

n X AB  X I OG  = périmètre  X î OG. 

25g.  L’aire  du  trapèze  AHah  (fig.  82)  est^e  produit  de  sa 
hauteur  par  la  moitié  de  la  somme  de  ses  bases  parallèles,  ou 
par  la  ligne  menée  à distance  égale  de  chacune.  En  effet , me- 
nons parallèle  à ah,  puis  Ee  par  les  milieux  de  AH  et  ah  ; 
Ee  sera  parallèle  à Uh  (n®  220,  Or,  l’aire  du  parallèle- 
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graiiuue  AChaesi  leprodiiit  de  sa  hauteur  par  Ch  ou  Be\  celle 
du  triangle  AHC  est  le  produit  de  cette  même  hauteur  par 
i HC  ou  EB  ; ainsi  l’aire  AHah  est  le  produit  de  la  hauteur 
commune  par  Ee ,o\x  par  AC+  [ HC,  ou  enSn  fait \ (A a-{-Hh). 
{Voyez,  pour  l’aiVe  du  quadrilatère,  n“*  3 18,  V;  et  364,  VI.) 

260.  I/aire  (fig.  1 12)  du  trapèze  ABba  = i Gg  X {AB-\~ab). 
En  multipliant  y#/î  etai  par  le  nombre  des  côte's  des  polygones 

réguliers  ABCD , abcdi ...  on  obtient  leurs  périmètres 

P et  p.  Ainsi , la  différence  de  Iturs  aires  est  = j Gg  {P+p)- 
Comme  Gg  tend  sans  cesse  vers  zéro,  lorsqu’on  fait  croître 
le  nombre  des  côtés,  et  que  {P-\-p)  approche  de  plus 
en  plus  de  la  circonférence,  cette  différence  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu’on  veut.  Ainsi,  l’aire  du  cercle  est  la  limite  des 
aires  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  (n*  1 13). 

L’aire  C d’un  cercle  de  rayon  R est  le  produit  de  la  moitié  du 
rayon  par  sa  circonférence , ou  du  carré  du  rayon  par  le  rap- 
port X de  la  circonférence  au  diamètre.  En  effet,  soient  «l’excès 
de  l’aire  du  polygone  circonscrit  sur  celle  du  cercle,  p la  cir- 
conf.,  et /8  l’excès  du  périmètre  du  polygone  sur  la  circonf.; 
l’aire  de  ce  polygone,  ou  C-{-  a est  donc  (n®258)=5/î(/>-+-/®)- 
Comme  les  variables  a et  S décroissent  indéfiniment  (*),on  coin  J 
parera  les  termes  constans(n“  1 13),  et  l’on  aura,  à cause  dep 
=2x  R (n®  248) , 

cercle  C = j pR  = circonf.  X 1 ^irR’. 

Soit  ü le  diamètre,  on  a cercle  ■=  j x /?“,  ou  à peu  près  = 
D X I £>.  ' 


' (*)  Observons  qu’on  aurait  été  conduit  au  même  résultat,  si,  raisonnant 
d’une  manière  analogue , mais  inexacte , on  eût  négligé  les  termes  « et  /3,  qui 
doivent  disparaître  ensuite  : c’est  ce  qui  arrive  dans  la  méthode  des  injiniment 
petits,  où  l’on  considère  la  circonférence  comme  un  polygone  régulier  d’une 
infinité  de  côtés;  car  alors  C est  l’aire  de  ce  polygone,  et  p le  périmètre,  et 

l’on  trouve  C=^.  Ce  procédé  poarrait  donc  être  regardé  comme  parfai- 
tement rigoureux,  si  l’on  s'assurait  à priori  que  les  termes  ainsi  négligés  sont 
iqÿniment  petits.  Consultez,  à ce  stijet,  les  Réflexions  sur  la  Hétap^sique 
du  Calcul  infinitésimal,  par  Carnot. 
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Lorsque  l’aire  C du  cercle  est  donnée,  le  rayon 

R=  \/  - =\/  k C,  kz=-  =o,3t83i,  log.  kz=  i,5o285oi3. 
V »■ 


Un  rectangle  qui  a pour  base  la  demi-circonférence  rectifiée, 
et  pour  hauteur  le  rayon,  est  égal  au  cercle;  on  a ainsi  la  so- 
lution approchée  du  fameux  problème  de  la  quadrature  du 
cercle.  Pour  le  résoudre  rigoureusement,  ce  qui  est  à peu  près 
inutile,  il  faudrait  trouver  la  valeur  exacte  de  ir. 

261.  L’aire  du  secteur  kOi§L  ( fig.  1 36  ) est  le  produit  de  la 
moitié  du  rajron  par  l’arc  AlB  ; en  effet  on  a 


AOBI  AlB 
AODJ~~  AID' 


cercle 

AOB!x=  V y 
circoDi. 


X AIB,  ou  = i-ü  X AI  B. 


La  longueur  de  l’arc  AIB  est  connue  (page  291  ) t ainsi 
Secteur  = ~~~  — ~ hR'»,  log  9408473. 

S ■ \ •.  ' ‘v  ^ » 

l'arc  AIB  étant  le  de  la  circonf.,  et  « son  nombre  de 
degrés.  ^ 

L’aire  du  segment  ALBI est  égale  à celle  du  secteur,  moins 
le  triangle  AOBL  (n“  364,  VII). 

Aux  arcs  semblables  et  concentriques  ABD,  abd  (fig.  168), 
circonscrivons  des  portions  de  polygones  réguliers;  le  système 
de  ces  trapèzes  formera  une  aire  dont  la  limite  sera  ADBabd. 

^ Il  est  aisé  d’en  conclure  que  l’aire  ABDabd  comprise  entre 
deux  arcs  concentriques  est  égale  au  produit  de  la  distance  Aa 
^entre  ces  arcs,  multipliée  par  la  moitié  de  leur  somme,  ou  par 
l’arc  A b' A décrit  à distance  égale  de  l’un  et  de  l’autre  (n°25g). 

On  peut  toujours  évaluer,  par  approximation , uae  aiv«  cur- 
viligne , en  la  considérant  comme  un  polygone  dont  les  cfités 
sont  forts  petits,  et  la  décomposant  en  triangles  ou  en  trapèzes. 
Par  ex.,  traçons  dans  l’aire  aAD4  (fig-  >62)  les  parallèles  équi- 
distantes Aa,  U,  bB,  kK dD,  que  nous  désignerons  par 

p'  p’ et'menons  une  perpend.  quelconque  AA  sur 
Aa  : l’aire  sera  ainsi  coupée  en  trapèzes  , dont  les  aires  sont 
^ • • 5 ^ étantla  distance  dedeuxpa- 
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rallèles.  La  somme  est  aADd=k  {\p'  -j-p'  +p" . . . 
ainsi  taire  curviligne  est  le  produit  de  la  distance  k entre 
les  parallèles,  par  leur  somme  diminuée  de  la  moitié  des  deux 
extrêmes.^ 

Comparaison  des  Surjaces. 

262.  Comparons  les  aires  des  polygones  semblables. 

I.  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  ABC,  abc  (fig.  i3^) 

sont  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  Car  la  simili- 

. , AB  AC  . , ' 

tude  donne  = — î ™ais  les  perpendiculaires  BD  et  bd 

^ i 

aux  bases  ac,  forment  les  triangles  semblables  ABD,  abd, 
BD 

ab  bd  ’ ac  bd 


AB  BD  . AC  BD  , ^ „ 

a ou  — 7-  = T— T : donc = ( ce  qui  est  conforme  au 


Hn 

théorème  243).  Multipliant  les  deux  membres  par  on  a 
ACyc.BD  BD^  AB'  ■'  _ 


OCX.  bd 


bd* 


ab' 


II.  Les  aires  de  deux  polygones  semblables  ABCD,  abcd, 

sont  comme  les  carrés  de  leurs  lignes  homologues  ( fig.  1 18). 

Car  la  similitude  des  triangles  ABC,  abc  (n°  242)  donne  la 

T AB'  ' J , 7’'  AC'  AB' 

proportion  — = — j—:  on  a de  meme— r-= = — î— .etc.; 

t ab'  /'  ac'  ab"  * 

réunissant  ces  rapports  égaux , il  vient 

T T _ T' _ _AB' 

< i'  ~ t 


d’où  (n°  73,  3®.) 


r-t-r+r\..  _ ab'_abcd. 

t-\-  i . . . ab'  abcd  . 


263.  Concluonsdelà  que,  i®.  si  J 'on  construit  trois  polygo- 
nes M,  N et  P (fig.  i38)  semblables,  de  figures  quelconques, 

■ dont  les  côtés  homologues  soient  ceux  d’un  triangle  rectangle 

M N P M N -f-  P 

yfjoC, onaura— 7^==— d où =.- • 

’ AB'  BC-  AC''  AB'  BC'  +AC'  ‘ 
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or,  AB‘‘  — BC* AC'-,  donc  M=:iV+P.  Cette  pro- 
position étend  celle  du  carré  de  l’hypoténuse  ( n°  a54  ) à 
tous  les  polygones  semblables  ; de  sOrte  qu’on  peut  aisément , 
construire  une  figure  égale  à la  différence  des  deux  autres,  ou  à 
leur  somme,  ou  à la  somme  de  tant  d’autres  qu’on  voudra , 
pourvu  qu’elles  soient  toutes  semblables. 

2°.  Les  aires  des  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de 
côtés  sont  comme  les  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  et 
circonscrits. 

3®.  Les  cercles  C,  c sont  comme  les  carrés  de  leurs  rayons 
R,  r,  ou  de  leurs  diamètres  : car  soient  « et  /8  les  excès  des  ai- 
res des  polygones  circonscrits  sur  celles  dejs  cercles^C,  c; 
C-\-  »,  c-\-  fi  seront  les  aires  des  polygones; 


d’où 


C±. 
c + /8 


r* 


; puis  (n®  1 13) 


C_R' 

c r*  ' 


Cela  résulterait  aussi  de  ce  que  C = % R*,  c=%r^. 

4°.  Le  cercle  qui  a pour  diamètre  l’hypoténuse  d’un  triangle 
rectangle  est  donc  égal  à la  somme  de  ceux  qui  ont  pour  dia- 
mètres les  côtés  de  l’angle  droit  ; de  sorte  qu’il  est  facile  de 
former  un  cercle  égal  à la  somme  ou  la  différence  de  tant  de 
cercles  qu’on  voudra. 

264.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  137),  qui  ont  un  angle 
égal  A = a , sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle.  En  effet,  les  perpendiculaires  BD,  bd 

sur  leurs  bases  donnent  (n®  256)  ^ ; or  les 

abc  bd  X «c 

AB' 

ab  ’ 


HD 

triangles  semblables  A BD,  abd  donnent  — 


, ABC  ABx  AC 

donc  — — = —7 . 

aâc  ab  X ac 

Ou  peut  à l’aide  de  ce  théorème,  résoudre  les  questions  sui- 
vantes : 

I.  Diviser  un  triangle  ABC  (fig.  i34)  en  trois  parties  égales. 


9 


V 

Digilized  by  Google 


PLANS. 


Soi 

■par  des  droites  FD,  FE  qui  se  joignent  en^ttn  point  donné  F sur 

la  base  ÂC.  Divisons  la  base  en  trois  également  aux  points  H 

et  I ; comme  le  triangle  CBI  est  le  tiers  de  CB  A (n®  ?.56,  2®.), 

_ CDF  CD  X CF 

CBI.  Or,  on  a, 


l’aire  inconnue  CDF: 


CD 


donc  CD  X CF  — CB  X CI,  ou  = 


~ CB  Cl' 
ce  qui  prouve 


CBI 

£L 

C B ~ CF  ' 

(n°  216)  que  DI  est  parallèle  à BF,  et  que,  par  conséquent , 
il  faut  mener  B F,  puis  ses  parallèles  HE,  DI,  et  enfin  DF,FE. 

II.  La  même  construction  sert  à diviser  l’aire  ABC  (fig.iig) 

en  4>  5. . . parties  égales  par  des  lignes  FE,  FE",  Fiy,  FD  : 
il  faut  couper  la  base  AC  en  autant  de  parties  égales.  On  sait 
donc  diviser  l’héritage  triangulaire  en  parts  égales,  par 

des  sentiers  qui  aboutissent  à un  puits  commun  F. 

III.  Décrire  un  triangle  EIK  qui  soit  équivalent  à ABC 
(fig.  i4o)>  dont  la  base  soit  £/et  le  sommet  situé  en  un  point 
K de  la  ligne  donnée  NK,  Supposons  d’abord  que  les  deux 
triangles  ABC,  ADF  soient  équivalons  : comme  ~ ' 

ABC  ABX.AC 
ÂDF~  ADxAF^ 


on  a 


AB^AC=ADy<AF,  ou 

AD  AC 


ainsi,  BF  est  parallèle  à DC  (u®  216).  Donc  si  l’ojji  veut  cons- 
trqire  un  triangle  EGH—  ABC,  dont  le  sommet  E soit  donné 
la  base  GH  étant  dans  la  direction  AH  de  celle  du  triangle 
donné,  on  mènera  ED  parallèle  à AC,  puis  DC  et  sa  paral- 
lèle BF,  et  l’on  aura  ADF :=  ABC:  prenant  ensuite  dans  la 
direction  AC,  GH=  AF,  le  triangle  GHE  sera  — ABC,  et 
remplira  la  condition  demandée.  Observez  que  la  même  cons- 
truction s’appliquerait  encore  au  cas  où,  au  lieu  de  donner  le 
sommet  E,  on  donnerait  la  base  GH\  on  pourrait  même 
donner  aussi  l’angle  H : autant  de  problèmes  dilférens  qui  sont 
résolus  par  le  même  procédé.  . , 

En  prenant  EG  pour  base,  on  pourra  de  même  transformer 
le  triangle  EGH  en  un  autre  EIL  équivalent,  qui  aurait  son 


I 
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sommet  en  /;  ou  aurait  cliangtJ  le  triangle  ABC  en.  Elh,  le 
côté  E!  et  l’angle  lEL  étant  <lonnés.  Enfin  LK  , parallèle  à 
El,  coupe  la  droite  donnée  NK  au  point  K,  et  le  triangle 
EIK  = EIL  = ABC  résout  le  problème  proposé.  On  pour- 
rait déterminer  le  point  K eu  se  donnant  la  longueur  IK,  ou 
l’angle  EKI (n°  IV),  ou  toute  autre  condition. 

« 

Des  Plans  et  des  Angles  dièdres. 

ï65.  De  la  définition  du  Plan  (n“  i54),  il  suit  que, 

■ 1®.  Le  plan  est  une  surface  infinie  en  longueur  et  largeur. 

a®.  Trois  points,  ou  deux  droites  qui  se  coupent , sonL tou- 
jours dans  un  même  plan,  et  en  déterminent  la  position.  Kp 
ellét,  on  peut  visiblement  concevoir  une  infinité  de  plans  qui 
passent  par  l’une  des  droites,  ou  par  la  ligue  qui  jtfint  deux 
des  points  donnés,  puisqu’on  peut  faire  tourner  l’un  de  ees 
plans  autour  de  cette  ligne  comme  sur  une  charnière.  Mais  Ce 
plan  s’arrêtera  dans  son  mouvement,  si  l’on  fixe  bots  de  la 
ligne  un  point  par  lequel  il  doit  passer. 

3®.  Un  triangle  est  toujours  dans  un  plan. 

4®.  Deux  parallèles  déterminent  un  plan. 

' 5®.  Deux  plans  ne  peuvent,  sans  se  confondre,  avoir  trois 

points  communs  en  ligne  droite  : ainsi  V intersection  de  deux 
plans  est  ur^e  droite. 

a66.  Faisons  tourner  l’angle  droit  P AB  (fig.  »4i)  autour  de 
AB,  jusqu’à  ce  que  AP  fasse,  avec  une  troisième  ligne  AC, 
un  angle  droit  PAC-,  on  dit  alors  que  AP  est  perpendiculaire 
au  plan  des  deux  droites  AB,  AC.  . , 

Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à deUx  autres  AB,  AG, 
qui  se  croisent  en  A,  elle  l’est  aussi  à toute  ligne  AI  tracée  par 
cc  point  dans  le  plan  BAC  des  deux  dernières.  En  effet , éva- 
luons l’angle  P Alt  pour  cela , joignons  les  trois  points  P,C,B 
quelconques,  mais  tels  néanmoins  t^e  AB  =zAC.  Les  lignes 
PB, PC  seront  égales,  à cause  du  triangle  P^C=Pjéfl.  Au 
milieu  O de  la  base  BC  des  triaugles  isoscèles  PBC , ABC, 
menons  PO,  AO,  qui  seront  perpendiculaires  sur  cette  base 


N 
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BC  (n*"  i63,  2".)  ; les  triangles  rectangles  PCQ,  PAC,  ACO 
donnent 

PC*  — PO»  4-  CO‘  = AP^  -h  AC\  AC^ —C0‘  -h  A 0% 
éliminant  AC%  il  vient  PO^  =AP* ACP-,  ce  qui  prouve  que 
le  triangle  APO  est  rectangle  (p.  a68). 

Les  triangles  rectangles  POI,  APO,  ^0/ donnent 
P/»=PO’+  OP,  PO^z=  AP^  + AO%  OP  = AP—AQ^; 
d’où  P/*=  AP  AP‘  ; ainsi  l’angle  PA  J est  droit  ; P A"  est 
perpendiculaire  à toute  droite  Al,  tracée  dans  le  plan  MN. 

On  conclut deJà  que,  i“.  les  obliques  PC,  PB  (fig.  I4I)^  Çvi 
s'écartent  également  de  la  perpendiculaire  AP,  sont  égales,  et 
réciproquement.  Cela  suit  du  triangle  PAC=^PAB. 

Les  pieds  P,£,Z?,0  des  obliques  égales  PB, PE. . . (fig.  1^2) 
étant  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  A,  on  voit 
que,  pour  abaisser  d'un  point  P hors  d un  plan  MN  «ne  per- 
pendiculaire à ce  plan,  on  marquera  trois  points  E,B,C  sur  ce 
plan,  à égales  distances  de  P;  le  centre  A du  cercle  passant 
par  ces  trois  points  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

2“.  Si  Bon  fait  tourner  V angle  droit  PAB  (fig.  142)  autour  de 
son  côté  AP,  Vautre  côté  AB  décrira  un  plan  perpendiculaire  à 
AP  ; car  menant  en  A le  plan  MN  perpendiculaire  à AP  , s’il 
ne  contenait  pas  la  droite  AB  dans  toutes  ses  positions  ; que 
l’une  fût,  par  ex.,_  AD  hors  de  MN,  le  plan  uAP  qui  coupe- 
rait ifefiV  selon  CA  perpendiculaire  à ^'4P,  donnerait,  dans  ce 
plan  DAP,  deux  perpendiculaires  CA,  DA  h AP. 

■ ' 3“.  Par  un  point  Ci  ou  A (fig-.  142)  , on  peut  toujours  mener 
Un  plan  MN  perpendiculaire  à une  droite  AP,  et  Von  n’en  peut 
mener  qu'un  seul.  Car,  soit  menée  CA  perpendiculaire  sur  y/P; 
en  faisant  tourner  l’angle  droit  PAC  autour  de  AP,  ACAé- 
crira  le  plan  MN  dont  il  s’agit. 

4°-  point  A ou  P (fig.  142),  on  ne  peut  mener  qu’une 
seule,perpendiculaire  AP  à un  plan  MN  ; elle  est  la  plus  courte 
distance  du  point  P au  plan  : plus  une  oblique  s’écarte  de  AP, 
plus  elle  est  longue.  Comme  les  obliques  égales  s’écartent  éga- 
lement de  la  perpendiculaire , on  peut  en  effet  ramener  ces  di- 
verses lignes  à être  dans  le  même  plan.  Si  l’on  admet , par  ex.. 
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que  AI  AC,  ou  prendra  AE^AC  dans  le  plan  PAI,  et 
puisque  PI  > PE  t=  PC,  on  en  tire  /*/>  PC. 

5“.  Deux  plans  ME,  iiin  (fijj.  i43)  perpendiculaires  à une 
même  droite  AP  ne  peuvent  se  rencontrer  ; car  s’ils  n’e'taient 
pas  parallèles,  en  joignant  un  point  quelconque  O de  leur  li- 
gne d’intersection  avec  les  pieds  A et  P,  les  lignes  AO,  PO  se- 
raient deu*  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  O sur  la 
inéine  ligne  AP,  ce  qui  est  absurde  (n“  167,  6®.  ). 

6°.  Pour  mener  d"  un  point  P (fig.  i^i)  une  ligne  PO,  per- 
pendiculaire à une  droite  BC,  située  dans  un  plan  quelconque 
MN,  on  mènera  PA  perpendiculaire  sur  ce  plan  MN\  puis  du 
pied  A de  celle-ci,  on  abaissera  AO  perpendiculaire  sur  RC\ 
enfin,  joignant  les  points  O et  P,  PO  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  11  suffit,  pour  s’en  convaincre,  de  prendre  sur  BC, 
OU  = OC,  de  mener  AB  et  AC,  puis  de  répéter  la  démons- 
tration ci-dessus. 

Remarquez  que  le  plan  PAO  est  perpendiculaire  sur  BC,  ce 
qui  donne  aussi  le  moyen  de  mener,  par  un  point  donné  P,  un 
plan  perpendiculaire  à une  droite  BC. 

267 . Lorsque  deux  droites  PA,  QO  ( fig.  t 44  ) ^ont parallides, 
le  plan  MN  perpendiculaire  à l’une  PA  , l’est  aussi  à Vautre 
QO  ; car,  menant  dans  le  plan  MN,  la  droite  AO  et  sa  perpen—  j< 
diculaire  BÔ -,  ici,  comme  fig.  i4«,  est  perpendiculaire 
au  plan  PAO,  et  par  conséquent  à QO,  qui  est  dans  ce  plan 
PAO  (u®  266).  Mais  en  outre,  à cause  des  parallèles  PA,  QO  ^ 
l’angle  PAO  étant  droit , QOA  l’est  aussi  ; en  sorte  que  QO  ^ 
est  perpendiculaire  sur  .40  et  BO,  c.-à-d. , sur  le  plan  AOB  jj" 
ou  MN. 

Réciproquement , deux  droites  AP,  QO.  perpendiculaires  au  ' 
même  plan  MN , sont  parallèles  entre  elles } car,  sans  cela,  on 
pourrait  mener  en  A une-parallùJe  à QO , autre  que  AP\  cette  h 
parallèle  serait,  aussi  bien  que  AP,  perpendiculaire  au  plan  tr 
yiN , ce  qui  serait  absurde  (n®  266,  4“.)-  ’ 

Donc,  deux  lignes  Aa  et  Bb  (fig.  i45),  parallèles  à une 
troisième  Ce,  sont  parallèles  entre  elles ) car,  en  menant  un 
plan  perpendiculaire  à Ce,  il  le  serait  aussi  à ses  parallèles  Aa 
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et  Bb,  en  vertu  de  notre  proposition  : il  suit  de  sa  réciproque, 
que  yia  est  parallèle  à lib. 

7.68.  Les  intersections  Kl , ki  ( lig.  i43)  de  deux  plans  paral- 
lèles MN , mn  par  un  même  plan  kK  I sont  parallèles  ; car  d'une 
part  elles  sont  dans  un  incineplan,  etde  l’autre  elles  ne  peuvent 
Se  rencontrer. 

Donc,  i“.  la  ligne  AP,  perpendiculaire  au  plan  MN  , l'est 
aussi  à tout  autre  plan  parallèle  inn  ; car,  en  menant  par  AP 
un  plan  quelconque  BCcb,  les  intersections  BC,  bc  étant  pa- 
rallèles, l’angle  bPA  est  droit.  Ainsi  AP  est  perpend.  à toute 
ligne  bc  tracée  par  le  point  P dans  le  plan  mn. 

2°.  Les  parallèles  li,  Kk,  interceptées  entre  deux  plans pa~ 
rallèles  MN , mn , sont  égales  ; car  le  plan  IKki  de  ces  lignes 
donne  les  parallèles  IK,  ik  ; ainsi  la  figure  Ik  est  un  parallélo- 
gi-amme,  d’où /i  = /irA. 

Donc  deux  plans  parallèles  sont  partout  à égale  distance  l’un 
de  r autre.  »' 

269.  Si  la  droite  Ce  (fig.  i45)  est  parallèle  à la  ligne  Aa, 
elle  r est  aussi  à tout  plan  AabB  qui  passe  par  Aa  : puisque  Ce 
est  entièrement  comprise  dans  le  plan  Ac  des  deux  parallèles , 
si  Ce  pouvait  rencontrer  le  plan  Ab , ce  ne  serait  que  dans  l'un 
des  points  de  Aa,  qui  ne  serait  pas  parallèle  à Ce.  ^ 

Étant  données  deux  droites nù.  Ce  non  parallèles,  et  qui  ne 
se  coupept  pas,  on  peut  toujours  faire  passer  par  l’une  un  plan 
parallèle  à l’autre,  et  l’on  n’en  peut  mener  qu’un  seul;  car,  par 
un  point  quelconque  a ou  b,  menons  a A ou  b B parallèle  à cC, 
le  plan  Ab  sera  celui  qu’on  demande. 

270.  L’inclinaison  de  deux  plans  Ab,  Ac  (fig.  i4-5),  qui  se 
coupent,  ou  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils  sont 
écartés  l’un  de  l’autre,  est  ce  qu’on  appelle  un  angle  Dièdre: 
nous  le  désignerons  par  baAc,  en  mettant  les  lettres  aA , qui 
marquent  l’intersection , entre  celles  b,  c,  qui  se  rapportent  aux 
deux  faces. 

Les  angles  rectilignes  bac,  BAC,  qui  résultent  de  l’in- 
tersection d’un  angle  dièdre  par  deux  plans* parallèles  quel- 
conques sont  égaux.  En  effet,  ab  ci  AB  sont  parallèles  (n°a68), 

T.  I. 
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ainsi  que  ac  et  AC\  prenons , sur  ces  droites,  des  parties  égales 
ab~  AB,  ac-=zAC;  menons  Ce,  Bb,  cb  et  CB.  La  figure  Ab 
donne  (n®  igS)  Bb  égale  et  parallèle  à An  ; de  même  la  fig.  Ac 
donne  Ce  égale  et  parallèle  à Aa.  Ainsi , Bb  est  égale  et  parai-  ' 
lèle  à Ce,  et  la  6g.  Cb  est  un  parallélogramme.  On  en  conclut 
CBz=cb,  et  par  conséquent  le  triangle  bac  ■=  BAC , et  eii6n, 
l’angle  bac  s=  BAC. 

Concluons  de  laque,  i°.  si  deux  angles  bac,  BAC  dans  tes~ 
pace  ont  les  côtés  parallèles  et  V ouverture  tournée  dans  le  même 
sens , ces  angles  sont  égaux.  Si  l’ouverture  est  tournée  en  sens 
contraire,  ces  angles  sont  supplémens,  comme  n°  192,  3*. 

2°.  Les  plans  de  ces  angles  sont  parallèles.  En  efF<;t , ayant 
abaissé  au  sommet  a une  perpend.  a/ sur  le  plan  et  mené 
par  le  poiAt/,  où  elle  rencontre  le  plan  BAC,  et  dans  ce  plan, 
les  parallèles  IK,  IL,  è AB  et  AC,  elles  seront  parallèles  à ab 
et  tu:  (n®  267.)  Or,  les  angles  Jab  > lac  sont  droits  et  égaux  à 
al  K,  alL.  Ainsi  al  est  perpend.  au  plan  A'/L  (n®  266).  Donc 
les  deux  plans  bac,  BAC  sont  perpend.  à une  même  droite 
(n°  266,  5®.). 

3®.  Les  triangles  , A/ifC  qui  joignent  les  extrémités  de 
trois  droites  égales  et  parallèles  dans  l’espace , sont  égaux  ; les 
plans  de  ges  triangles  sont  parallèles. 

271.  Soient  deux  angles  dièdres  B APC,  bapc  (ûg.  1 46)  cou- 
pés par  des  plans  bac  perpend.  à leurs  arêtes  AP,  ap;  les. 

angles  dièdres  sont  dans  le  même  rapport  que  les  angles  recti-, 
lignes  BAC,  bac,  résultant  de  cette  section,  et  dont  les  côtés 
sont  des  perpend.  menées,  dans  chaque  face,  en  un  point  de 
leurs  arêtes  AP,  ap. 

En  effet,  1®.  ea quelque  point de  l’arète  que  la  sectioix 
perpend.  soit  faite , l’angle  BAC  sera  le  même  (n®  270). 

2°.  Si  les  angles  BAC,  bac  sont  égaux,  les  angles  dièdres 
sont  aussi,  puisque  ceux-ci  coïncident,  en  appliquant  ruii  sur 
l’autre  les  angles  BAC,  bac. 

3®.  Si  BAC  et  bac  ont  une  commune  mesure  CAv , en  la 
portant  sur  CAB^t  cab  autant  de  fois  qu’elle  peut  y être  con- 
tenue, et  menaut  des  plans  par  les  arêtes  AP , ap  et  les  lignes 
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de  division  Ax,  ..Yx'... /chaque  angle  dièdre  contiendr* l’angle 
dièdre  Cy/PxJ  autant  de  fois  que'C^x  est  contenu  éant  CAB 
et  etib\  D'où  il  suit  que  les  angles  dièdres  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  & *caù.  ' ■ 

4*-  Si  les  angles  CAB , cab  sont  incommensurables , on  prou- 
vera aisément  ( comme  n°  i8i , 2“.)  que  cette  proportion  a en- 
core lieu.  ’ ;i‘' 

Concluons  donc  (rt"  36,  71)  qu’nn  angle  dihdrc.  a pourme^ 
sure  l’angle  rectiligne  qui  résulte  de  V intersection  de  cet  angle 
dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à son  arête,  puisqu’après 
avoir'  pris  cab  pour  unité  d’angle on  peut  prendre  l’angle 
' dièdre  cpab  qui  lui  correspond  pour  unité  des  angles  dièdres, 
comme  n**  182;  de  sorte  qu’en  dernière  analyse  ÿ les  arcs  de 
cercle  servent  aussi  de  mesure  aux  angles  dièdres. 

Dans  la  rencontre  des  plans  entré  eux , on  trouve  les  mêmes 
théorèmes  que  pour  celle  des  lignes.  Ainsi , les  an^es  adjacens 
de  deux  plans  qui  se  coupent  valent  deux  droits,  et  leurs  an- 
gles opposés  an  sommet  sont  égaux.  Deux  plans  parallèles, 
coupés  par  un  plan  sécant,  forment  les  angles  correspondans, 
alternes-internes,  altemcs-externes , égaux;  et  réciproque- 
ment, etc ' - 

272.  Les  plans  sont  dits  perpend.  , lorsque  leur  angle  dièdre 
est  mesuré  par  angle  droit.  * ^ f ' 

Ladroite  kB  (fig.  147)  étant  perpend.  auplanTSB,  toutplan 
PQ  qui  passe  par  cette  ligne  est  perpend.  à MN  ; car , en  me- 
nant dans  le  plan  AfiV  la  droite  AC  perpendiculaire  sur  RP, 
l’angle  BAC  est  droit  ( n®  266).  Donc  , j*.  pour  élever  en  A la 
perpendr  kB  au  plan  MB , appliquez  sur  ce  plan  le  côté  PR 
d’un  angle  c(roit  P AB, et  faites  tourner  cet  angle  autour  de  PR 
jusqu’à  ce  que  le  plan  PQ  devienne  perpend.  à MN.  ¥ 

2®.  Par  une  droite,  telle  que  PQ  ou  AB  (fig.  i48),  on  ne 
peut  mener  qu’un  seul  plan  perpend.  à JV4N  ; ce  plan  ABQP 
est  déterminé  par  une  perpend.  AP  k MN. 

3^,,  La  Projection  A d’un  point  P sur  un  plan  MN  est  le 
'pied  de  la  perpend.  AP , abaissée  du  point  P sur  ce  plan.  ' 
iiR  projection  AB  d’une  ligne  PQ  y est  la  suite  des  pieds 
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(le  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  des  divers  points  de  la 
ligne  sur  le  plan.  Si  cette  ligne  est. droite  , le  système  de  toutes  i, 
ces  perpend.  formera  un  plan  PABQ , perpend.  à MN  i l’in- 
tersection AB  de  ces  deux  plans  est  la  projection  de  la  ligne 
PQ , projection  qui  est  une  droite  déterminée  par  celles  Ae\,  B 
de  deux  points  P et  Q. 

L’angle  qu’une  ligne  droite  fait  avec  sa  projection  sur  un 
plan  est  ce  qu’on  appelle  l’inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan. 
Les  lignes  AB , AO.. . . (fig.  i4i.)  sont  les  projections  sur  le 
plan  MA’ des  droites  PB,  PO ...  ; et  les  angles  qu’elles  forment 
avec  ce  plan  sont  PB  A,  PO  A. . . 

•X'j'6.  Si  les  plans  PQ  et  Mtl  (fig.  i47)  sont  perpend.  entre 
eux,  et  qu’on  mène  Bans  l’un  PQ,  la  perpend.  AB  sur  leur  in- 
tersection PR , elle  le  sera  à l’autre  plan  MN.  Car,  si  l’on  mène 
dans  ce  plan  MN , AC  perpendiculaire  sur  PR,  l’angle  BAC 
sera  droit , puisqu’il  mesure  celui  des  plans  : ainsi  ABsexsi  per- 
pendiculaire sur  PR  et  sur  AC  (n“  266). 

Réciproquement , si  les  plans  PQ  et  MN  sont  perpend.,  et 
que,  par  un  point  A de  leur  intersection  PR,  on  élève  la  per- 
pendiculaire AB  au  plan  MN , elle  sera  dans  le  plan  PQ\  car, 
si  elle  n’y  était  pas,  en  menant,  dans  ce  plan une  perj>end. 
à P R eu  A,  elle  serai  tune  2*  perpend.,  en  ce  point,  au  plan  MN. 

Donc,  si  deux  plans RS  (fig.  149)  sont  perpend.  à un 
3'  MN^  leur  intersection  AB  est  perpend.  à MN  : car  si  par 
le  point  A on  veut  élever  une  perpend.  i ce  plan  MN,  elle 
doit  être  située  h la  fois  dans  les  deux  plans  PQ,  RS.  -, 

2^4-  ^ plus  courte  distance  Oo  (fig.  i45)  de  deux  droites 
aob,  AC , qui  ne  se  coupent  pas,  est  la  ligne  perpend.  sur  P une 
et  Vautre.  Car  faisons  passer  par  ab  un  plan  Ane  parallèle  à AC, 
et  parMC  unpli^n  ^./^Cparallèle  àûA  (n“  269)  ; la  plus  courte 
distance  clieichée  sera  visiblement  celle  des  plans  parallèles'** 
bac , BAC  (n“  26^,  2®.  ).  Pisir  ab , on  mènera  un  plan  bal  K 
perpend.  au  plan  BAC-,  l’intersection  IK  coupera  AC  en  un> 

’ point  O ; enfin  élevant  Oo  perpend.  .sur  le  plan  BAC,  Oo  sera 
la  ligne  cherchée. 

275.  Deux  droites  AB,  CD  (fig  i5o)  sont  coupées  en  parties 
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ANGLES  POLYÈDRES.  SuQ 

proporiionnelles  par  trois  plans  parallèles  RS,  PQ,  MN.  En  effet, 
menons  AD,  et  tirons  les  droites  BD,  EF,  FG,  AC;  EF  sera 
parallèle  à BD  (n°  268),  ainsi  que  AC  à FG.  On  aura  donc 

AE  .^__CG  . AE  _ CG 

EB  ~ FD'  FD~  GD  '^'^'^  EB  ~ GD’ 

Des  Atigles  polyèdres. 

i’}6.  Lorsque  divers  plans  (fig.  i5i)  ont  pour  intersections 
successives,  deux  à deux,  des  droites  SA,  SB,  SC. . .,  qui  se 
réunissent  en  un  même  point  S,  l’espace  indéfini  renfermé 
entre  ces  plans  est  ce  qu’on  nomme  Angle  poljrèdre  ou  Angle 
solide.  Chacun  des  angles  AS  B,  BSC.  . . qui  le  composent  sont 
des  Angles  plans , 

Et  si  cet  espace  est  limité  par  un  plan  ABCDE , le  corps 
SABCDE  s’appelle  une  Pyramide. 

Si  le  polygone  ABCDE , qui  sert  de  base  à une  pyramide, 
est  régulier,  et  de  plus,  si  la  perpendiculaire  SH , abaissée  du 
sommet  S passe  par  le  centre  B du  polygone,  la  pyramide  est 
dite  régulière. 

Du  reste,  on  distingue  les  pyramides,  ainsi  que  les  angles 
polyèdres , par  le  nombre  de  faces  qui  composent  l’angle 5 : un 
angle  Trièdre  a trois  faces  ; un  angle  Hexaèdre  en  a six , etc. 

277.  Tant  de  lignes  SA  , SB. . . . quon  voudra  (fig.  i5i), 
parlant  un  point  S , sont  coupées  en  parties  proportionnelles 
par  deux  plans  parallèles  AG  , ac  ; ou , les  arêtes  d une  pyra-^ 
mide  SAC  sont  coupées  proportionnellement  par  un  plan  ac 
parallèle  àsabase.  Car  les  parallèles  à ab,  /ÏCà  ic... donnent 

SA  _ SB  _ AB  SB  _ SC  _ BC 
Sa  ~ Sb  ~ Sb  ~ Sc  ~ bc  ’ ’ 

et  comme  ces  proportions  s’encbaînent  par  un  rapport  commun  , 
SA  SB  SC 

ontrouve-^-  = ^ = ^ =.... 

La  réciproque  se  démontre  aisément. 
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2^8.  Lte  polygone  abc. . . , qui  résulte  de  la  section  d une  py- 
ramide par  un  plan  ac  parallèle  à sa  base  AC , est  semblable 

, . ^ ylB  BC  CD 

à cette  base.  Car  on  a aussi  — 7-  — — — = — - = . . . ; et  comme 

ab  bc  cd 

d’ailleurs  les  côtés  des  polygones  abc. . . étantparal- 

lèles,  les  angles  A eta,  B etb...  sont  égaux  ( n“  a'jo),  on  en  con- 
clutqueces  polygones  sont  semblables.  Ces  polygones  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  distances  au  sommet;  car,  en  menant 
la  perpend.  SH  sut  ABC. . . , elle  coupera  aie. . . en  A,  et  l’on 
AB^^  ABCD...  , „ ^ , . AB  SB  SH 

= ab-d.-.-  Ti-  = ^ 

donc. ... 

279.  Dans  tout  angle  trièdre  S (fig,  i54)y  l'un  quelconque 

des  angles  plans  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres; 
il  u’y  a lieu  à démontrer  la  proposition  qu’à  l’égard  du  plus 
grand  angle  plan  ASE.  Prenons  donc,  dans  cette  face,  l’angle 
DSE ■=  FSE-,  puis  menant  la  droité  quelconque  AB,  prenons 
sur  l’arèie  S F une  partie  SC=SD.  Les  triangles  DS  B,  CSB 
sont  égaux , et  donnent  BD  = BC-  et  comme  BAc^BC^CA, 
on  en  ûte  AD  <^AC.  Ainsi  les  triangles  bnt  l’angle 

ASD  <C.  ASC  (n°  173),  et  par  conséquent  l’angle 

BSA  BSC  + CSA. 

280.  Un  angle  polyèdre  S (fig.  i53)  a la  somme  des  angles 
plans  qui  le  composent  moindre  que  quatre  angles  droits.  En 
effet,  puisque  l’angle  polyèdre  .9  est  convexe,  on  peut  toujours 

^ le  couper  par  un  plan  qui  donne  une  base  ABCDE  ,et  forme 
la  pyramide  SAD.  Des  angles  de  cette  base  menons  les  lignes 
OA , OB,  OC. . . à un  point  O intérieur  et  arbitraire  : elle 
aura  autant  de  triangles  qu’il  y en  a pour  former  l’angle  S j 
et  la  somme  des  angles  de  ces  divers  triangles  sera  de  part  et 
d’autre  la  même. 

Cela  posé,  on  a l’angle  plan  ARCe^ABS  -f-SBC;  ou  en 
doit  dire  autant  des  autres  angles  trièdres  C,  D...  ; d’où  il  suit 
que  la  somme  des  angles  du  polygone  ABC.. . est  plus  petite  que 
la  .somme  des  angles  à la  base  dans  les  triangles  , SBC..^ 
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« 

ilouc  la  Boinme  des  angles  plans  en  S est , pour  compenser,  plus 
petite  que  la  somme  des  angles  eu  O. 

On  ne  peut  donc  former,  avec  des  polygones  réguliers  égaux, 
plus  de  cinq  polyèdres j car,  i“.  chaque  angle  de  l’hexagone 
régulier  valant  j d’un  droit  ( n®  237),  ou  J D,  trois  de  ces  angles 
font4£^.  et  ne  peuvent  être  employés  à former  un  angle  po- 
lyèdre. A plus  forte  raison , ne  pourrait-on  pas  employer  quatre 
hexagones  réguliers,  ou  des  heptagones,  etc. 

2®.  On  ne  peut,  avec  4>  5. . . pentagones  réguliers,  com- 
poser un  angle  polyèdre,  non  plus  qu’avec  4>  5. . , carres,  ou 
6,  7...  triangles  équilatéraux;  car  chacun  des  angles  vaut 
respectivement  | Z),  1 D,  | 

3®.  Ainsi , le  corps  dont  il  s’agit  ne  peut  avoir  ses  angles 
polyèdres  formés  que  de  trois  pentagones  réguliers,  trois  carrés, 
5,  4»  ou  3 triangles.  (Voyez  la  Géométrie  de  M.  Legendre, 
app.  aux  livres  VI  et  VII  : on  y démontre  qu’on  peut  eu  effet 
former  ainsi  les  polyèdres  réguliers  à la , 6,  20,  8 et  4 faces.  ) 

28t.  Deux  angles  iriédres  S et  s (6g.  iSa  et  1 5^\.) , formés 
d'angles  plans  respectivement  égaux  ESF  = esf,  ESG  = esg, 
f SG=fsg,  ont  leurs  angles  dièdres  égaux.  Car,  si  l'on  prend  deux 
arêtes  égales  .96 , sb,  et  qu’on  leur  mène  les  plans  BAC,  bac 
perpend.,  ou  aura  visiblement  les  triangles  l'ectaugles  égaux 
SBC-=sbc  et  SBA-=.sba}  à’où.  SC=sc,  SA=sa;  donc  le 
triangle  SCA  = sca,  et  par  suite  le  triangle  BAC=bac.  Ainsi 
l’angle  ABC=abc , ou  plutôt  l’angle  dièdre  a6sc.  Il 

en  est  de  même  des  deux  autres  angles  dièdres. 

1®.  Si  les  angles  plans  égaux  sont  disposés  dans  le  même 
ordre,  comme  dans  les  6g.  tâa  et  ,i54  en  appliquant  la  face  asb 
sur  son  égale  ASB,  sbc  se  placera  sur  5/i  C , sc  sur  SC,  et  bca 
sur  BCA  : ainsi  les  corps  coïncideront. 

2®.  Mais  si  les  angles  plans  égaux  ne  sont  pas  disposés  dans 
le  même  ordre  (6g.  i54),  ASB  = A'S'B',  ASC=A'S'C'  et 
BSC=  B'S'C'  ; alors  les  angles  dièdres  .sont  encore  égaux,  mais 
ris  ne  peuvent  plus  coïncider.  Pour  appliquer  le  triangle  A'  Cf 
sur  son  ég.al  ABC,  il  faut  renverser  le  corps  S' A'(" B' , placer 
B’C  sur  BC,  A' B'  sur  AB  et  A'C  sur  AC  ■,  l’un  des  corps 
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se  trouve  situe'  eu  dessus  de  la  base  ABC,  l'autre  est  en  dessons 
(fi;».  i55).  Les  corps  sont  alors  Symétriques  {vojr.  n“  3oo)  ; car 
les  pcrpend.  SB,  S'B  sur  le  plan  de  la  base  commune  ABC 
sont  égales.  ’ ' • ■ ,• 

3°.  11  est  visible  qu’on  pourra  encore  faire  coïncider  les  ân^ 
gles  trièdres  S et  s{  lig.  iSa,  i54) , s’ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
formé  pa^  deux  angles  plans  égaux  et  semblablement  placés. 

4®.  Si  les  angles  poljridres  S et  S'  (fi’g.  i5i  ) sont  formés 
d'angles  dAdres  égaux  et  ef  angles  plans  égaux , chacun  . à cha- 
cun, et  disposés  dans  le  même  ordre,  ils  seront  égaux.  Car’, 
menons  des  plans  par  l’une  des  arêtes  SB  et  par  tontes  les  au- 
tres , ils  formeront  les  angles  trièdres  ES  AB,  ESBD, . . Opé- 
rons de  même  sur  5'  ; l’angle  à\ei.ve  ES  A B =iES^  A' B' ,'àoQXie 
l’angle  plan  ESB=E'S'B’,  et  l'angle  dièdre  AESB=A'E^S' B' ^ 
mais,  .par  supposition,  l'angle  dièdre  AESD  = A'ES D' ^ 
retranchant,  W sïenl  B ES  D-=  B' E' S' D' . Donc  l’angle  dièdre 
= fi' jE'5'D' : et  ainsi  des  autres.  î / 

Surfaces  des  corps. 

282.  On  nomme /'r/rme  ( 6g.  167)  le  corps  engendré  parle 
mouvement  d’une  droite  Aa,  qui  se  meut  parallèlement,  son 
extrémité  A décrivant  un  polygone  quelconque  ABCDE,  et  sa 
longueur  Aa  restant  la  même.  Si  V Arête  Aa  est  perpend.  au 
plan  de  la  Base  ABC. . . , on  dit  que  le  prisme  est  Droit, 
Comme  Aa  est  égale  et  parallèle  k Bb , fin  est  un  parallélo- 
gramme, (n®  193) ; il  en  est  de  même  de  Cb.. , donc  toutes 
les  faces  latérales  d’un  prisme  sont  des  parallélogrammes.  Une 
partie  quelconque  Aa’  de  l’arète  Aa  engendre  aussi  des  paral- 
lélogrammes Bd,  Cb'. . . .,  de  sorte  que  le  polygone  db'c' . . : 
décrit  par  le  point  a',  ayant  ses  côtés  égaux  et  parallèles  à la 
l>ase  ABC. . . . , ces  polygones  sont  égaux,  et  leurs  plans  sont 
parallèles  (n“  270,  2®.).  Donc,  toute  section  faite  dans  un 
prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base  est  égale  à cette  base  t les 
bases  opposées  ABC.  . . , abc . . . sont  donc  égales  et  parallèles, 
La  distance  de  ces  bases  est  la  Hauteur. 
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283.  L'aire  d’un  prismeest  le  produit  d’une  arele  i58) 

par  le  périmètre  d’une  section pcrpend.  a'b'c'. ...  Il  est  visible 
(|ue,  les  deux  bases  excepte'es,  l’aire  du  prisme  est  la  somme 
des  aires  des  parallélogrammes  qui  le  composent.  Si  le  prisme 
est  droit,  l’aire  est  le  produit  du  contour  de  sa  base  par  une 
de  ses  arêtes.  En  coupaut  le  prisme  Ac  par  un  plan  a'b’c  . . . 
perpend.  à l’arête  Aa  , et  plaçant  la  partie  supérieure  a'c  sous 
l’inférieure  AC,  de  sorte  que  abc.  . . coïncideavcc  ABC..,,  le 
prisme  deviendra  droit.  Donc,  etc. 

284.  Supposons  que  la  base  du  prisme  soit  un  (>aralleio- 
gramnie  ABCD  (li^  t56);  outre  les  faces  AC,  ac  égales  et 
parallèles , on  a encore  la  face  Ab  égale  et  parallèle  à De,  puis- 
que les  côtés  des  angles  aAB , dDC  sont  égaux  et  parallèles 
(n“  270).  De  même  pour  les  faces  Bc,  Ad  : c’est  ce  qui  a fait 
donner  le  nom  de  Parallélépipède  au  prisme  dont  la  base  est  un 
parallélogramme,  puisque  les  six  faces  sont  égales  et  parai— 
li-les  deux  à deux , en  sorte  que  l’on  peut  prendre  l’une  quel- 
conque pour  base. 

Réciproquement , le  corps  formé  de  six  faces  parallèles  deux 
à deux  est  un  parallélépipède  ; car  les  plans  AC,  ac  étant  pa- 
rallèles, AB  est  parallèle  à ab  (n®268)*,  Aa  l’est  à Bb\  la 
face  Ab  est  donc  un  parallélogramme  : de  tuéinc  pour  Bc , 
Ad. . . ; donc  le  polyèdre  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  le  mouvement  de  Aa  glissant  parallèlement  sur  les  côtés 
de  ABCD. 

Un  prisme  est  déterminé  lorsque  la  base  ABC. . . ( fig  167) 
et  l’arète  génératrice  Aa  sont  données  de  grandeur  et  de  posi- 
tion ; donc  un  parallélépipède  l’est  (fig.  i56),  lorsqu’on  connaît 
l’un  de  ses  angles  trièdres  A et  les  longueurs  des  arêtes  Aa,  AB 
et  AD  qui  le  forment. 

Si  l’arète  A a est  perpend.  .à  la  base  (fig.  166),  et  si  cette 
base  est  un  rectangle,  le  parallélépipède  est  Rectangle  ; tous 
les  angles  y sont  droits;  chaque  arête  est  perpend.  aux  plans 
qui  la  terminent  ; car  on  sait  que  trois  droites  Aa,  AD  et  AB 
étant  perpend.  entre  elles,  cbacune  l’est  au  plan  des  deux  au- 
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1res  ( II®  a66)  ; si  en  oulre  les  arêtes  sont  égales,  le  prisme  est 
uominé  Cube. 

a85.  Le  plan  DdbB  (fig.  i56)  qui  passe  par  deux  arêtes 
opposées  , donne  un  paralléloguimme  dont  les  diagonales  Db, 
Bd  se  coupent  en  deux  parties  égales  (n®  a33)  ; les  quatre  dia- 
gonales Bd,  Ac,  Cd  se  coupent  donc  au  même  point  O;  car 
Bd  coupe  Db  en  son  milieu  O,  et  Ac  doit  aussi  couper  Db  en 
deux  parties  égales. 

286.  Lorsqu’à  ne  courbe  quelconquey^CD^(  fig.  1 5g)  tourne 
autour  d’un  axe  AB , elle  engendre  une  Surface  de  révolution. 
Le  caractère  distinctif  de  ces  surfaces  corniste  en  ce  que,  quelle 
que  soit  la  courbe  génératrice  ACDB , tout  plan  perpend.  à 
l’axe  donne  pour  intersection  une  circonf.  de  cercle.  Car 
la  droite  DI  peipend.  à AB,  décrira  dans  son  mouvement 
un  plan  perpend.  à l’axe  (n°  a66,  2®.);  de  plus,  le  point  D 
conservera  toujours  la  même  distance  DJ  à cet  axe. 

287.  Le  Cylindre  est  un  corps  engendré  par  une  ligne  in- 
définie Aa  ( fig.  160}  qui  se  meut  parallèlement  en  glissant  sur 
une  courbe  quelconque  ABCD,  Nous  regarderons  ici  le  cy- 
lindre comme  terminé  par  deux  bases  parallèles  ABCD,  abed^ 
la  Hauteur  est  Li  djstance  entre  les  bases. 

Inscrivons  et  circonscrivons  des  polygones  à la  base  du  cy- 
lindre : la  génératrice,  en  glissant  sur  leur  contour,  décrira 
deux  prismes,  dont  le  cylindre  est  visiblement  la  limite  , 
comme  sa  base  est  la  limite  de  leurs  bases.  Il  est  aisé  de  con- 
clure de  là  que , 

I®.  Toute  section  faite  dans  un  cylindre  parallèlement  à la 
base  donne  une  courbe  égale  à celle  de  la  base. 

2®.  L'aire  d'un  cylindre  droit  Ac  (fig,  161)  est  le  produit  du 
périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Eu  effet,  soit  C le  contour (*) 


(*)  Cette  proposition  repose  sur  celloei , qui  est  analogue  à celle  du  n®  1 7a, 
et  que  nous  regardons  comme  évidente , d'après  l'idee  que  nous  nous  formons 
de  l'étendue  des  aires  : l'aire  d'une  figure  plane  est  moindre  que  celle  de  toute 
surface  terminée  au  même  contour  j et  de  deux  surfaces  convexes  terminées  à 
ep  ronlour,  la  plus  grande  est  celle  qui  enveloppe  l'autre. 
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<le  la  base,  a l’excès  du  pèriiiiètre  du  polygone  circonscrit 
sur  C,  en  sorte  que  ce  périmètre  = C-f-  «;  Aa  = H\  enfin  S 
l’aire  du  cylindre  , et  (8  l’excès  de  l’aire  du  prisme  circonscrit 
sur.Ç,  on  aura  S ■+■  /3  = IJ  (C~h*),  d’où  (n®  1 13),  S — H'X.  C. 

3®.  Si  le  cylindre  est  oblique  Ac  (tig.  160),  la  section  ab'c'd' 
perpend.  à la  génératrice  forme  deux  corps  Ad , ca  qui  rap- 
procliés  par  leurs  bases  acet  AC^  qu’on  fait  coïncider,  donnent 
an  cylindre  droit.  Ainsi , l’aire  du  cylindre  oblique  est  le  pro- 
duit de  sa  génératrice  Aa  par  le  contour  d’une  section  a' 
perpend.  à Aa. 

4°-  Le  rectangle  qui  a pour  hauteur  la  génératrice  d’un  cy- 
lindre droit,  et  pour  base  le  contour  de  sa  base  rectifiée  , est 
égal  à l’aire  de  ce  cylindre.  C’est  ce  que  Monge  nomme  le  Déve- 
loppement de  cette  surface.  Lorsque  le  cylindre  est  oblique, 
la  section  perpend;  à l’arète  se  développe  suivant  une  ligne 
droite  a' A (fig.  i6a)  è laquelle  toutes  les  génératrices  sont 
piti'pend.  Si  donc  on  élève  en  divers  points  a',  1/ , c' , rf",  des 
pci'pend.  sur  lesquelles  on  portera  en  dessus  et  en  dessous  des, 
parties  u'a,  a A,  b'byi' . . . respectivement  égales  aux  por- 
tions de  chaque  génératrice,  tant  en  dessus  qu’en  dessous  de 
la  section  a'b'c'A  (fig.  160),  on  aura  l’aire  aD , terminée  par 
deux  courbes  parallèles  abod.,  ABCD,  et  qui  sera  le  dévelop- 
pement de  la  surface  du  cylindre. 

5°.  On  ne  considère  dans  les  élémeus  de  Géométrie  que  les 
cyliiidresdontla  base  est  circulaire  :l’y^a:e  estla  droite  parallèle 
à la  génératrice  et  qui  passe  par  le  centre  de  la  base.  {^eCjrlindre 
droit  peut  donc  être  regardé  comme  engendré  parla  révolution 
d’un  rectangle  AOoa  qui  tourne  autour  d’un  de  ses  côtés  Oo. 
Toute  section  faite  parallèlement  à la  base,  dans  ce  corps  de 
révolution,  est  un  cercle  ( 1®.  et  u®  a86)  égal  à cette  base. 
L’aire  est  5 = ; U étant  la  hauteur  et  R le  rayon  de  la 

base  (n°  248). 

288.  L’aire  d’une  pyramide  .s’obtient  en  ajoutant  les  aires 
des  triangles  qui  la  composent  : si  la  pyramide  est  régulière, 
l’aire  eti  le  produifdu  demi-eoniour  de  sa  base  par  la  perpen- 
diculaire Ttjenée  du  sommet  sur  un  de  ses  côtés , parce  que  ces 
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triangles  sont  égaux,  et  ont  pour  hauteur  conuuuiic  celle  per- 
pend. , qu’on  appelle  Apolhime. 

28g.  On  nomme  Cône  le  corps  engendré  par  une  droite 
indéfinie  j4S  (fig.  i63)  assujettie  à passer  toujours  par  un  point 
fixe  S,  qui  est  le  Sommet,  et  à glisser  sur  une  courbe  donnée 
quelconque  ABCD.  Celte  surface  est  formée  de  deux  trappes 
opposées,  réunies  en  S.  Nous  ne  traiterons  ici  que  du  cas  où 
la  base  est  circulaire  : VAxe  est  la  ligne  50  menée  du  sommet5 
au  centre  O de  la  base  ; la  Hauteur  est  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet  sur  celte  base.  Quand  cette  perpend.  se  confond  avec 
l’axe,  on  dit  que  le  cône  est  Droit  (fig.  164),  on  peut  le  con- 
cevoir engendré  par  un  triangle  rectangle  ASO  qui  tourne  sur 
un  côté  50  de  l’angle  droit.  Toute  section  jiarallcle  à la  base 
d'un  cône  droit  est  un  cercle  (n®  286). 

290.  Si  l’on  inscrit  et  circonscrit  des  polygones  réguliers 
au  cercle  de  la  base  d’un  cône  droit  (fig.  i64),  en  menant  des 
lignes  de  leurs  angles  au  sommet  5,  on  formera  des  pyramides 
régulières,  l’une  inscrite,  l’autre  circonscrite  au  cône,  qui  sera 
visiblement  leur  limite.  Il  suit  de  là  que 

I*.  IJ  aire  du  cône  droit  SAC  est  le  produit  de  la  circonf.  C 
de  sa  base,  par  la  moitié  de  sa  génératrice  SA.  En  effet,  soit  c 
l’excès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit  sur  la  circonf.  C; 
la  pyramide  circonscrite  a pour  aire  ^ ^ ( C -f- •),  en  dési- 
gnant par  A l’apothème  SA  qui  est  la  génératrice.  Mais  soit  5 
l’aire  du  cône  et  p l’excès  de  celle  de  la  pyramide  sur  5 ; on 
aura  5+  j2=  j A{C  + m),  d’où  ( n®  1 13)  5 = A.C-,  on  a 

donc  5 = ttAR,  R étant  le  rayon  de  la  base. 

2®.  Si,  avec  un  rayon  5/f  = la  génératrice  A,  l’on  décrit  un 
. arc  AÜD  (fig.  168)  d’une  longueur  égale  à la  circonf.  de  la 
base , le  secteur  ASD  aura  la  même  aire  que  le  cône  (n®  261  ). 
Ce  sera  son  développement  ; les  génératrices  seront  les  divers 
rayons  de  ce  secteur.  • 

3°.  Le  cône  tronqué.  ADda  (fig.  i65)  a pour  aire  le  produit 
de  son  côté  ka,  par  la  moitié  de  la  somme  des  circonférences 
■AC,  ac  des  bases,  ou  parla  circonférence  a'd'  menée  à distances 
égales  de  ces  hases.  En  effet,  les  sections  ad,  a’d'  soqldcs  cercles 
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( n°  286)^  l’aire  du  tronc  ADaii  est  la  dilféreiice  des  aires  des 

cônes  S AD,  sad.  Si  d’un  même  centre  S (fig.  168),  avec  les 

rayons  SA,  sa  des  génératrices  de  ces  cônes,  ou  décrit  des  arcs 

AD,  ad;  qu’on  prenne  A BD  égal  ê la  circonf.  AC  de  la  base 

inférieure,  qu’on  mène  les  rayons  SA,  SD,  l’arc  sera 

. , , , . f . . . ,,  SA  ADD 

égal  a la  circont.  supérieure  acd\  car  d une  part  — -, — 

‘ Sa  abd 


ou 

SA 

Sa 


cire.  AC 
abd 

ABD 


: de  l’autre  (fig.  i65;,  ce  même  rapport 


cire.  AC 


donc  uôd  = cire.  ac.  Il  s’ensuit  nue 
abd  circ.  ac  * 

les  aires  des  secteurs  S ABD,  Sabd  sont  équivalentes  à celles 

des  deux  cônes,  et  que  l’aire  AabdDD  l’est  à celle  du  tronc 

dont  elle  est  le  développement.  Donc  (u®  261  ) cette  aire 

.•=  Aa X a'h'd  z=Aa>:,i{ad^  AD). 

291 . La  Sphère  est  un  corps  ( fig.  167  ) engendré  par  la  révo- 
lution d'un  demi-cercle  y/D/?  sur  un  diamètre  AB.  Dans  cette 
révolution,  un  arc  quelconque  DF  ou  DF  engendre  une  Zone; 
l’arc  yfD  décrit  une  Calotte  ow.  Zone  à une  base;  le  secteur  ACD 
produit  le  Secteur  sphérique  ; enfin  , le  segment  A DG  engen- 
dre le  .Serment  sphérique. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  de  la  sphère  a tous  ses  points  à 
égale  distance  du  centre  C,  et  que  si  l’on  fait  tourner  le  cer- 
cle générateur  ADEBG  autour  d’un  autre  diamètre  quelcou- 
fjue  DH,  il  produira  la  même  sphère.  Par  conséijuent,  tout 
plan  qui  passe  par  le  centre  coupe  la  sphère  suivant  le  cercle 
générateur  qu’on  nomme  un  Grand  cercle  de  la  sphère. 

Un  plan  quelconque  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle;  car, 
soit  DG  ce  plan  ; menant  le  diamètre  AB  perpend.,  on  peut 
supposer  que  la  sphère  a été  engendrée  autour  de  cet  Axe  de 
révolution  (n®  286).  Le  diamètre  du  cercle  est  la  corde  DG  ; 
c’est  pour  cela  qu’on  nomme  Petits  cercles  de  la  sphère  ceux 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre.  La  base  d’un  segment 
sphérique  est  un  petit  cercle. 

292.  Le  plan  qui  n’a  qu’un  point  commun  avec  la  sphère 
s’appelle  Tangent:  toute  droite  menée  du  centre  C ( fig.  167) 


D.i  -J  ■ Cougli 
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à ce  plan,  eiant  plus  lon(;ue  que  le  rayon  CA  mené  au  point 
de  contact,  puisqu’elle  ne  peut  atteindre  ce  plan  qu'eu  sortant 
de  la  sphère  ; ce  rayon  est  donc  perpendiculaire  au  plan  tangent 
(n®a66,  Réciproquement,  si  la  ligne  CA  est  la  plus 
courte  ligne  qu’on  puisse  mener  du  centre  à un  plan , ce  plan 
n’aura  que  le  point  A commun  avec  la  sphère  et  lui  sera  tan- 
gent, puisque  toute  autre  ligne  menée  du  centre  Cétant  '^CA, 
devra  sortir  de  la  sphère. 

Faisons  tourner  une  tangente  quelconque  AT,  ainsi  que  le 
cercle  ADB , autour  du  diamètre  AB,  .Y 7' engendrera  le  plan 
tangent  à la  sphère. 

293.  Lorsqu’un  polygone  ABDI . . . (6g.  169)  tourne  autour 
d’un  axe  AO,  chaque  côté  D!  engendre  un  tronc  de  cône  dont 
l’aire  (n®  290,  3®.)  est  £)/Xcirc.  AL  ; K étant  le  milieu  de /.>/, 
et  AL  perpend.  sur  l’axe  AO.  Il  est  donc  bien  facile  d’avoir 
l’aire  engendrée  par  ABDI 

Mais  si  le  polygone  est  régulier,  cette  aire  devient  plus  ai- 
sée è obtenir;  en  effet,  soit  inscrit  un  cercle,  et  mené  DG  pa- 
rallèle à l’axe  AO  de  révolution  , puis  le  rayon  AC  : les  trian- 
gles DIG,  LKC  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  donnent 

DI  KC  cire.  AC  . , , 

r77=r  = -ITT- ot*  = -: -iTF’  d ou  l on  tire,  1 aire  du  tronc  de 

DG  KL  circ.  AL 

cône  engendré  HDIM-:^DIy(^C\TC.  AL=/>Gxcirc.  AC. 
Cette  aire  est  le  produit  de  la  circonf.  du  cercle  inscrit  par  la 
hauteur  DG  ou  HM  de  ce  tronc. 

Il  est  visible  que  la  même  chose  a lieu  pour  le  cylindre  en- 
gendré par  le  eôté  IP  parallèle  h AO.  Quant  au  cône  que  dé- 
crit BA,  son  aire  (n®  290,  i®.  ) est  j B A X cire.  BN\  et  les 

triangles  semblables  ABN,  QCA  donnent  de  même 

QA X circ.  BN=AN X cire.  QC.  Il  en  résulte  qne  la  somme 
des  aires  engendrées  par  la  résolution  de  plusieurs  côtés  de 
polygone  régulier,  est  égale  k la  circonf.  inscrite  multipliée  par 
, la  somme  des  hauteurs. 

Il  suffit,  pour  notre  démonstration  , que  la  portion  de  po- 
lygone générateur  soit  cireonscriptible  au  cercle  : or,  la  calotte 
ou  la  lone  sphérique  est  visiblement  la  limite  de  i’aire  eugeu- 
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dl'ée  par  une  semblable  partie  de  polygone;  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que,  i“.  l’aire  de  la  caloUe  DAG  (fig.  167),  ou  de  la 
zone  sphérique  DFNG  est  le  produit  de  sa  hauteur  k\  ou  Kl  par 
la  circonférence  d'un  grand  cercle.  Soit  R le  rayon  de  la  sphère, 
X la  hauteur  de  la  calotte  engendrée  par  DA,  ou  de  la  zone 
décrite  par  l’arc  FD  ou  FE  ; on  a ( n®  248). 

Surface  de  la  zone  = 2»-  fl.V  ; 

2°.  Ainsi  en  prenant  le  diamètre  AB  pour  la  hauteur  X,  on 
trouve  que  V aire  de  la  sphère  est  le  produit  de  son  diamètre  par 
la  circonférence  d’un  grand  cercle,  ou  quadruple  de  l’aire  d’un 
grand  cercle  } donc 

surface  de  la  sphère  = 2/I  X cire.  R = /\7tR'. 
ou  environ  =/?  X(3-f-ÿ)Z),  D étant  le  diamètre. 

3®.  Pour  trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  l’aire  A est 

donnée,  on  évaluera  R=  ^^  = 1/0,079678.  A 

4“.  Menons  les  tapgentes  DE,  DG,  GF,  EF  (fig.  170)  j>er- 
pend.  et  parallèles  au  diamètre  ; le  carré  EG  engendrera, 
dans  sa  révolution  autour  de  AB,  le  cylindre  circonscrit  à la 
sphère.  L’aire  cîe'f'b'  de  la  zone  produite  par  un  arc  quel- 
conque bf  est  égale  à celle  du  cylindre  aee’a",  puisque  leur 
valeur  est  la  même  = rfg’  X cir.  AC.  11  en  serait  de  meme 
du  cylindre  entier  parle  rapport  de  la  sphère;  do  sorte  que 
l’aire  de  la  sphère  est  égale  à celle  du  cylindre  circonscrit.  Et 
sil  ony  comprend  les  bases,  l’aire  de  la  sphèreesi  les  ^decelle 
du  cylindre,  puïa<i\ie  les  deux  bases  étant  des  grands  cercles, 
l’aire  entière  du  cylindre  en  vaut  6 , et  celle  de  la  sphère  4- 
5®.  Le  triangle  équilatéral  JJJK  (fig.  170),  dans  sa  révo- 
lution autour  de  HB,  engendre  le  cône  circonscrit  à la  sphère. 
La  droite  JC  coupe  par  la  moitié  l’angle  HIB,  qui  est  les  | 
d’un  droit  (n®  164,  i®.  );  l’arc  .fl»  est  donc  le  6*  de  la  circonf., 
et  la  corde  Bi  est  le  côté  de  l’hexagone  m CB  = R\  le  triangle 
B a est  isocèle,  Iiz=  Biz=R,  et  IC=7.R.  Ainsi,  dans  le 
triangle  CIB,  on  a /fl“  = IC^  — CB’  — 3R’,  IB  = R[/3, 
cire.  Zfl  = 2a-fly/3  (n“  248);  enfin  l’aire  du  cône  (n®  290) 
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est  6ir/i‘,  OU  6 fois  Tuii  des  gcaiids  cercles,  et  double  de  sa 
base  qui  est  3»/î*  : l’aire  totale  du  cône  est  gw/î’.  Enj'  com- 
prenant les  bases,  l’aire  du  cylindre  est  6 grands  cercles,  celle 
du  cône  9,  et  celle  de  la  spbère  4 ; c.-à-d.  que  l’aire  du  cy- 
lindre est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  de  la  sphère 
et  du  cône  circonscrit. 

Cette  proposition  se  ve'rifie  de  même  pour  le  cône  et  le  cy- 
lindre inscrits  à la  spbère,  ou  engendres  par  le  carré  et  le 
triangle  équilatéral  inscrits  au  cercle  générateur;  l’aire  totale 
du  cylindre  = ZxR’ , celle  du  cône  = ® et  celle  de  la 
spbère  4»fî’- 

Des  Corps  semblables  et  symétriques. 

294.  On  dit  que  deux  tétraèdres  sont  semblables,  quand  ils 
ont  deux  faces  semblables,  placées  de  la  même  manière,  et 
formant  un  angle  dièdre  égal.  Tels  .sont  les-deux  tétraèdres  S 
et^ffig.  171  ),  lorsque  est  semblable  à h' S" A' 

à BSA , et  l’angle  dièdre  R'  S' A Cf  = BSAC. 

Les  arêtes  homologues  des  tétraèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles, toutes  les  faces  sont  semblables,  les  angles  dièdres 
sont  respectivement  égaux,  ainsi  que  les  angles  trièdres  homo- 
logues. En  effet,  plaçons  le  triangle  CfS' A'  sur  CSA , en  faisant 
coïncider  les  angles  égaux  S et  S' , AC  tombera  en  ac  pa- 
rallèlement à AC,  à cause  des  angles  égaux  S' AC  et  SAC.  De 
plus,  la  face  B' S' A se  couchera  sur  BSA,  en  vertu  de  l’égalité 
des  angles  dièdres;  en6n,  l’angle  AS  A étant  = BSA , S'A 
tombera  sur  Sb,  et  B' A suivant  ab  parallèle  à AB.  Le  tétraè- 
dre S sera  donc  placé  en  Sabc  ; les  plans  ABC,  abc  sont  pa- 
rallèles, et  les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux  (n°  270). 
On  voit  donc 

I®.  Qu’un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  plan  abc  parallèle  à 
l’une  de  ses  faces  ABC,  forme  un  tétraèdre  semblable  au  pre- 
mier ; 

2®.  Que  les  faces  ABC,  abc  sont  semblables,  puistjue  le 
plan  abc  est  parallèle  à A BC ( n°‘  277 , 270  ) ; 
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3®.  De  même  pour  SBC-,  sbc. 

Réciproquement,  si  les  arêtes  homologues  de  deux  tétraèdres 
sont  proportionnelles,  ou  si  les  quatre  triangles  sont  respecti- 
vement semblables  (l’une des  conditions  emporte  l’autre)  , les 
angles  plans  en  5 et  5'  étant  égaux , les  angles  dièdres  le  sont 
aussi  (n*  281  ) j donc  les  tétraèdres  sont  semblables. 

295.  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables,  lorsqu’en  menant 
de  deux  angles  solides  homologues  des  diagonales  à tous  les 
autres  angles,  les  corps  sont  décomposés  en  tétraèdres  sem- 
blables et  disposés  dans  le  même  ordre. 

Toute  pjramide  SAC  ( fig.  i5i  ) coupée  par  un  plan  ac  pa- 
rallèle à sa  base,  donne  une  autre  pyramide  Sac  semblable  à 
SAC,  leurs  arêtes  sont  proportionnelles,  les  angles  dièdres  et 
polyèdres  respectifs  sont  égaux.  En  elTet,  les  tétraèdres  SABE 
saie  semblables , donnent  les  triangles  seb  semblables, 

et  l’angle  dièdre  ASEB  — aSeb-,  mais  comme  l’angle  dièdre 
ASED  = aSed,  en  retranchant,  on  trouve  que  l’angle  dièdre 
EESD  = beSd.  Donc  les  tétraèdres  S B ED,  sbed  sont  sem- 
blables, etc.  (n“*  277,  281  ). 

Réciproquement , les  pyramides  S'A'B'C'. . . . , SABC. .... 
formées  de  faces  semblables  et  disposées  dans  le  même  ordre' 
sont  semblables  ; car  les  angles  trièdres  qui  composent  les  ba- 
ses étant  formés  d’angles  plans  égaux  , sont  égaux  ; donc  les  an- 
gles dièdres  homologues  le  sont  aussi  (n®28i  ).  D’ailleurs  les 
angles  plans  égaux  en5et5'  permettent  de  faire  coïncider  5'y^'Z)' 
en  Sad.  Enfin,  les  arêtes  étant  proportionnelles  par  supposition, 
les  plans  AD,  ad  sont  parallèles. 

296.  Soient  la  pyramide  5^0 (fig.  i5i)  et  le  corps  S'A'C 
formé  de  tétraèdres  S' A'B'Ef , S' E' B' D' , S' B' C D' semhUh\es 
à SABE,  SEBD- . . ; le  polyèdre  S'A' C'  sera  une  pyramide 
semblable  à SAC^  car,  puisque  les  angles  AEB,  B ED,  AED 
sont  dans  un  même  plan  et  égaux  à A' E B',  EED' , A' ED', 

on  a AED  = AEB  -^BED, 

d’où  A' ED'  =zA'EB'  B' ED'  : 

ce  qui  prouve  que  ces  derniers  angles  sont  aussi  dans  le  même 
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plan,  puisque,  s’ils  formaient  un  anj;le  lrièdie,oii  aurait 
(n»  279)  A'Efiy  < AÉB'  + B'E'D'.  On  vt>it  que  ce  plan 
passe  aussi  par  B"  C D'. 

Il  suit  de  là  que,  1°.  "deux  polyèdres  semblables  sont  décom- 
poses en  pyramides  semblables  par  les  plans  qui  passent  sui- 
vant les  diagonales  menées  de  deux  angles  polyèdres  homolo- 
gues à tous  lés  antres. 

2°.  Si  d’un  point  intérieur  quelconque,  on  mène  des  lignes  à 
tous  les  angles,  et  qu’on  les  prolonge  proportionnellement  à 
leur  longueur,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes 
seront  parallèles  aux  faces  du  polyèdre  proposé,  et  en  forme- 
ront un  autrè  qni  lui  sera  semblable.  On  trouve  ici  l’aiKalogue 
du  théorème  244. 

297 . Deux  poljrkdres  semblables  ont  leurs  faces  semblables, 
leurs  arêtes  homologues  proportionnelles  ^ leurs  angles  dièdres 
égaux,  ainsi  que  leurs  angles  polyèdres.  Pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  mener,  de  deux  angles  homologues  (fig.  172),  les 
diagonales  qui  décomposent  les  corps  en  pyramides  sembla- 
bles; les  angles  polyèdres  et  dièdres  de  ces  pyramides  seront 
égaux  , leurs  faces  seront  semblables  : or  les  faces  des  polyè- 
dres servent  de  bases  à ces  pyramides,  dont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  constituent,  par  leurs  système,  ceux  des  corps 
proposés. 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  ont  les  faces  semblables 
et  disposées  dans  le  même  ordre,  et  les  angles  dièdres  égaux  , 
ils  sont  semblables;  car  les  angles  polyèdres  sont  égaux,  comme 
décomposables  en  angles  trièdres  égaux  ( n®  281  ).  Faisons  donc 
coïncider  l’un  de  ces  angles  polyèdres  avec  son  homologue,  les 
autres  faces  seront  respectivement  parallèles.  De  plus,  la  simi- 
litude des  faces  donne  les  lignes  homologues  proportionnelles; 
leurs  aires  sont  donc  entre  elles  comme  les  carres  de  ces  lignes  ; 
ce  qui  prouve  que  les  diagonales  de  l’un  des  corps  sont  le  pro- 
longement de  celles  de  l’autre  ( n°  278  ) : ces  corps  sont  donc 
formés  de  pyramides  semblables. 

298.  Des  lignes  qui  joignent  quatre  angles  polyèdres  homo- 
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iogues  ABCD,  abcd  (fig.  172)  de  deux  corps  semblables  étant 
proportionnelles,  forment  des  tétraèdres  semblables  (u®  294)- 
II  en  résulte  que  si  des  angles  ABC,  abc  de  triangles  homo- 
logues, ou  mène  des  lignes  à tous  les  angles  DEF. . . , dcf. . . 
de  deux  polyèdres  semblables , les  tétraèdres  ainsi  formés  se- 
ront semblables;  ceci  est  analogue  au  n“  242,4®. 

Réciproquement,  deux  polyèdres  sont  semblables , lorsque 

leurs  angles  étant  joints  aux  trois  angles  lioinolognes  ABC, abc, 

les  tétraèdres  ainsi  formés  sont  respectivement  semblables.  En 

effet,  si  les  tétraèdres  DARC,  dabc  sont  semblables,  ainsi  <[ue 

EABC,  eabc  les  angles  dièdres  DACB,  EACB  seroYit  égaux 

k dacb , eacb  : ainsi  l’angle  dièdre  DACE—dace.  D’ailleurs 

les  faces  DAC,  dac  Ac  nos  tétraèdres'sont  semblables  ainsi 

i\\xt  EAC , eac:  donc  les  tétraèdres  EACD,  eacd  sont  sem- 

, , , , DE  AC , , ^ 

blables,  et  on  a — — = — -fu®2qi). 
de  ac 

* 

Soient  F,f,  I,  i ides  angles  homologues;  on  aiirade  même 

FE  AC  DE  AC  , . , 

— ^ = et  — r?  = : ainsi,  les  corps  ont  leurs  lignes  ho- 

Je  ac  dj  ac 

mologues  proportionnelles,  et  les  triangles  DFE,  dfe  homolo- 
gues sont  semblables  : de  plus , leurs  angles  dièdres  sont 
égaux,  puisque  IDF  est  semblable  à idf,  JFE  à ife,  d’où 
l’angle  7FD  =ifd,  IFE-=ife,  DFE  = dfe.  En  outre,  si  les 

points  DIFE  sont  dans  le  même  plan,  l’équation 

IFE^IFD  + DFE  se  change  en  ife  —s.  ifd  + dfe  : d’où  il  suit 
que  les  points  e,  f,  i étant  aussi  dans  un  même  plan,  les  faces 
des  polyèdres  sont  semblables  : cn6n  les  angles  polyèdres  sont 
égaux , comme  composés  d’angles  trièdres  égaux  (281 , 4°-  )• 
Ainsi  les  corps  sont  semblables  ( n®  297). 

299.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  semblables,  les  aires  de 
leurs  faces  sont  comme  les  carrés  des  lignes  homologues  de  ces 
polyèdres;  mais  comme  ces  lignes  sont  proportionnelles,  on  a 
une  suite  de  rapports  égaux , formés  par  les  faces  homologues, 
d’où  l’on  conclut  (comme  n®  262,  II  ) que  les  aitvs  totales  des 
polyèdres  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
arêtes  homologues ■ 

21 . . 
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Ou  verra  aise'ineiit  cjue  les  surfaces  de  cûiies  ou  de  Cylmdre!i 

semblables,  c.-à-d.  cngendre'es  par  deux  triangles  ou  deux 

rectangles  sennblables,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de 

leurs  ge'nératrices.  En  effet  les  circonf.  C et  c des  bases  sont 

proportionnelles  aux  génératrices  A et  a •,  les  aires  5 et  j le 

sont  à Cx  ^ et  c X « ' n®*  287,  5“,  et  290,  1°.), 

. 5 C.A  C A , SA' 

a ou  — = , — = — ; donc  - = — . 

s c.a  c a sa' 


De  même  les  aires  des  sphères  sont  comme  les  carrés  de  leurs 
raj-oiis , puisqu’  elles  valent  quatre  grands  cercles. 

3oo.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  tels,  qu’on  peut  les  pla- 
cer l’un  en  dessus,  l’autre  en  dessous  d’un  plan  MN  (fig.  1 73) , 
de  sorte  que  les  sommets  des  angles  polyèdres  A ,a,B ,b . . . 
soient,  deux  à deux,  à égale  distance  de  ce  plan,  et  sur  une 
perpend.  Aa,Bb . à ce  plan,  ces  deux  polyèdres  sont  appe- 
lés Symétriques.  B étant  uu  angle  polyèdre  du  premier  corps, 
eu  menant  B(^b  perpend.  au  plan  MN,  et  prenant  QB=Qb,  b 
sera  l’angle  homologue  du  second  polyèdre. 

ZiV  polyèdres  symétriques  ont  toutes  les  parties  consti- 
tuantes égales.  Pour  le  prouver,  plions  le  trapèze  ABPQ  sui- 
^ vànt  PQt  les  lignes  AP , aP  égales  et  perpend.  sur  MN  coïn- 
eideront,  ainsi  que  BQ  et  Bq  ; d’où  AB^ab  : donc  les  lignes 
homologues  sont  égales . D,  d,  C,  c étant  des  angles  polyèdres 
symétriques,  on  aura  BC  = bc,  AC=ac  ; ainsi , le  triangle 
ABC:=abc-,  les  triangles  homologues  sont  donc  égaux.  De  plus, 
le  triangle  ADC=adc,  BDC  = bdc  : ainsi  l’angle  DCB=dcbf 
ACD=acd,  ACB—acb.Ov, 

1°.  Si  les  plans  de  ces  triangles  forment  en  Cet  c des  angles 
trièdres , ils  seront  égaux  : donc  les  angles  dièdres  et  trièdres 
homologues  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  des  angles  polyèdres, 
puisqu’ils  sibnt  formés  d’angles  trièdres  égaux  disposés  dans  le 
même  ordre. 

2°.  Si  les  points  ABCD  sont  dans  le  même  plan,  comme 
l'angle  DCB  = A CD  + A CB , on  a deb  = acd  -j-  acb  ; d’où  il 
suit  que  les  points  abcd  sont  aussi  dans  le  même  plan  (n°  279)* 
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tionc  les  faces  homologues  sont  égales , comme  formées  de 
triangles  égaux  semblablement  placés. 

3oi.  Tout  parallélépipède  ACc  (fig.  1^4)  formé  de  deux 
prismes  triangulaires  symétriques küà,  BCd  ; les  angles  dièdres 
opposés  sont  égaux , et  les  angles  trièdres  opposés  sont  symé- 
triques, En  effet,  les  deux  corps  Aabd,  Cchd  sont  visiblement 
des  prismes  ( n®  282)  ; la  base  DDC  ou  bdc  de  l’un  sera  égale 
kABD.  Rapprochons  ces  prismes  triangulaires,  en  faisant  coïn- 
cider bdc  avec  A BD,  savoir  bc  avec  AD,  et  de  avec  AB  ; Cebd 
prendra  la  situation  AEUI.  Or , les  perpend.  aF,  C/sur  les 
bases  sont  égales  (n®  268),  2®  on  a de  plus  Aa  — Cc  et  l’angle 
AaF  =zcCf\  ainsi , le  triangle  AaF=CcF,  d’où  AR=cJ. Par 
une  raison  semblable, ; ainsi  les  triangles  égaux  ADF, 
bef  coïncident,  et  le  point  f tombant  en  F,fCse  porte  en  FE 
sur  le  prolongement  FE  de  aF.  Donc  le  sommet  £ ou  C est 
symétrique  de  u : on  verra  de  même  que  /,  ou  B,  l’est  de  d-,  et 
H 0X1  D,  l’est  de  b, 

III.  DES  VOLÜMES. 


302.  Former  un  prisme  droit  équivalent  à un  prisme  oblique 
AD  (fig.  176),  la  génératrice  conservant  la  même  longueur  kC, 
Prolongeons  les  arêtes  CA,  DB , inenons-leur  un  plan  quel- 
conque MiVperp.  ; enfin  prenons  Pp  = Bl),  menons  le  plan 
op  parallèle  à MN , on  aura  ainsi  le  prisme  droit  Op.  Appli- 
quons les  prismes  tronqués  B A OP,  DCop,  de  manière  à cou- 
cher la  base  op  sur  OP  qui  lui  est  égale  : les  génératrices  étant 
perpend.  aux  bases,  et  de  pluségales  (puisque donne 
BP—pD,  et  ainsi  des  autres),  les  prismes  coïncideront, 
ou  oD—OB.  Retranchant  la  partie  commune  Ap,  il  reste  le 
prisme  oblique  AD  équivalent  au  prisme  droit  Op. 

303.  On  peut  toujours  disposer  deux  prismes  symétriques,  * 
AD,  ad  ( fig.  176)  relativement  à un  plan  MN , en  sorte  que 
ce  plan  soit  perpend.  aux  génératrices.  . Prolongeons  VaxètcDB 


3a6  GKOMÉTRIE. 

en  Pd\  puis , à partir  du  point  P de  rencontre  arec  un  plan 
quelconque  TJiiV  perpend.,  prenons  Pd  = PD,  ou 

BD  = bd.  En  raisonnant  de  même  pour  chaque  arête,  on  for- 
mera le  prisme  ad  syine'trique  à AD. 

Les  prismes  symétriques  AD,  ad  sont  équivalons.  Car  pre- 
nons Pp  = Pp'  =BD , et  menons  les  plans  op,  o'p'  parallèles 
kMN:  les  prismes  OPop,  O P o'p'  sont  droits  eté<|nivalensaux 
proposés  (n®  3o2).  De  plus,  ils  sont  égaux  entre  eux,  puisqu’en 
les  appliquant,  de  sorte  que  la  base  o'p'  de  l’un  tombe  sur 
celle  OP  de  l’autre  qui  lui  est  égale , il  y aura  coïncidence. 

304.  Deux  parallélépipèdes  de  même  hauteur  et  de  même 
base  sont  étjuivalens.  Pour  le  démontrer,  rapprochons  ces  corps 
de  manière  à faiie  coïncider  leurs  bases  inférieures  égales  j les 
supérieures  seront  situées  dans  le  même  plan  : il  se  présentera 
deux  cas. 

1*.  Si  les  faces  latérales  FG,  EK  (fig.  fjS)  sont  dans  un 
même  plan,  les  triangles  égaux  EGH,  FIK  servent  de  bases 
à deux  prismes  superposables  EHM , FIN.  Donc,  en  retran- 
chant tour  à tour  ces  prismes  du  corps  entier  EN,  il  restera  les 
parallélépipèdes  équivalons  EFIM , EHNE. 

2®.  Si  les  faces  ont  une  disposition  quelconque , les  bases 
supérieures  AC,  ac  (fig.  178)  seront  des  parallélogrammes  égaux 
à ceux  des  bases  inférieures  MN,  en  sorte  que  les  lignes  AB,  DC, 
ab,  de  seront  égales  et  parallèles;  de  inèiiie  pour  AD,  BC, 
ad,  bc.  Prolongeons  ces  lignes,  nous  aurons  Icparallélogramme 
^6"  égal  à AC  et.  à ac.  Or,  concevons  le  parallélépipède  qui 
aurait  pour  base  supérieure  A' C , et  la  même  base  inférieure 
3/y\^  que  les  proposes;  ce  corps  sera  équivalent  à chacun  de 
ceux-ci,  puisqu’il  sera,  relativement  à eux,  dans  l’état  exa- 
miné ci-dessus.  Les  proposés  sont  donc  équivalons. 

305.  Il  est  facile  de  changer  un  parallélépipède  donné  en  un 
autre  rectangulaire  équivalent  : de  chaque  angle  de  la  base  in- 
férieure ABCD  (fig.  177),  élevons  des  perpendiculaires  à son 
plan  : on  aura  un  parallélépipède  droit  AB  El  équivalent  au 
proposé,  qu’il  était  inutile  de  tracer  dans  la  fig.  Puis,  menant 
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BG , pei'pend.  sur  AU  daus  la  Lasu  AC,  on  formera  sur 
AG  le  parallélépipède  rectangle  équivalent  à 

puisqu’il  a même  base  AM  et  même  hauteur  AF. 

3o6.  Deux  parallélépipèdes  rectangles  de  même  base  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs.  Si  ces  hauteurs  ont  une  commune 
mesure , on  coupera  les  corps  en  tranches  égales , et  l’on  rai- 
sonnera comme  pour  les  rectangles  ( n®  aSo,  1®.,  fig.  ia6).On 
démontrera  de  meme  le  théorèuje  pour  le  cas  où  les  hauteurs 
sont  incommensurables. 

Les  parallélépipèdes  rectangles  V et  ^ de  même  hauteur,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  En  effet,  plaçons  ces  corps  de 
manière  à faire  coïncider  l’un  de  leurs  angles  polyèdres  et  leur 
arête  égale.  Les  bases  seront  disposées  comme  AC{tt^.  179) 
pour  P,  et  AK  pour  p ; or,  prolongeons  J K en  H-,  le  parallé- 
lépipède Q construit  sur  la  base  AH  et  de  même  hauteur,  peut 
être  regardé  comme  ayant  pour  hauteur,  et  la  face  AB  pour 

P AD 

ba.se:  comparé  à P,  il  donne  donc^  r=  Mais  si  l’on  prend 
la  face  AIGF^om  base  des  parallélépipèdes  Ç et  p,  leurs  hau- 
teurs seront  y/Fet./<L;  d’où  En  multipliant  ces  pro- 

. P AD  X AE  base  AC 

po,uo«s , ,1  v.e«  - = 

EnGn  , les  parallélépipèdes  rectangles  P et  p sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  Car  si  les 
bases  sont  AC  et  AK , et  les  hauteurs  AG  et  AO,  en  prolon- 
geant les  faces  de  celui  qui  a une  hauteur  moindre,  tel  que  p, 
jusqu’à  la  base  supérieure  de  l’autre,  on  formera  un  parallé- 
lépipède ALFKGz=tR,  qui  aura  la  même  hauteur  H que  l’un 
P,  et  même  base  AK  que  l’autre p\  on  aura  donc  d’une  part 
R AG 
u~  AO' 


P AC  P ACXAG 

et  — = de  l autre  ; d ou  — = — — — , 

p AKx,AO 


R AK 


En  désignant  par  //,  /,  /t  les  arêtes  qui  forment  un  angle 

liïèdre  .é  de  P,  et  par  h,  ;,  k celles  dcw,  ona  — = 

p h.i.k 
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On  voit  donc  que  pour  mesurer  le  volume  d’un  paralle'ie'p.  rect, 
P,  c.-à-d.  pour  trouver  son  rapport  avec  un  autre  p pris  pour 

H J K. 

unité  (n®‘  36,  71),  on  cherchera  les  rapports  -,  ^ entre 

t K 

les  arêtes  respectives  qui  forment  un  angle  trièdre,  et  l’on  mul- 
tipliera ces  trois  nombres.  Représentons  par  l le  produit  de  ces 
trois  rapports  ; l est  un  nombre  abstrait,  le  parallélépipède 
qu’il  s'agit  de  mesurer  a pour  volume  l fois  celui  du  parallélé- 
pipède pris  pour  unité. 

Le  volume  d’un  parallélépipède  est  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur,  quand  on  prend,  pour  unité  de  volume,  le  cube 
qui  a pour  côté  l’unité  linéaire  : car  A , * et  A seront  = i , et 
l’on  aura  H.I.K  pour  le  volume  de  P\  H,  I et  K sont  des 
nombres  abstraits , qui  marquent  combien  les  arêtes  de  notre 
parallélépipède  P contiennent  de  fois  l’unité  linéaire  ; soit  l 
leur  produit  H.I.K,  l’équ.  P = H.I.K  revient  a P = l fois 
le  cube  pris  pour  unité  de  volume. 

Lorsque  H—l=-K,  on  a P=Lf®;  de  là  la  dénomination 
de  Cube  donnée  aux  troisièmes  puissances. 

307.  Donc,  le  volume  <Vun  prisme  est  le  produit  de  sa  base 
par  la  hauteur  : car,  i°.  s'il  s’agit  d’un  parallélépipède  quel- 
conque, il  est  équivalent  à celui  qui  est  rectangle  de  même 
hauteur  et  de  base  équivalente  ( n°  3o4  )• 

2°.  Si  le  prisme  est  triangulaire , comme  ABDabd  (fig.  174), 
en  formant  le  parallélépipède  Ac,  le  volume  de  notre  prisme 
est  égal  à son  symétrique  BDCbdc  (n°  3o3)  ; donc,  chacun 
de  ces  prismes  a pour  volume  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
moitié  de  la  base  AC,  ou  plutôt  par  sa  base  ABD. 

3®.  Enfin,  si  l’on  fait  passer  des  plans  par  la  génératrice  Aa 
(fig.  157)  du  prisme  Ad  et  par  toutes  les  autres,  il  sera  décom- 
posé en  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  ; la  somme  de 
leurs  volumes  sera  donc  le  produit  de  cette  hauteur  par  la  somme 
des  bases,  om  ABCDE.  * 

On  voit  aussi  que  les  volumes  des  prismes  de  même  base  sont 
comme  les  hauteurs , ou  de  même  hauteur,  sont  comme  leurs 
^ses. 


. * 


« 
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3o8.  Le  volume  V d’un  cylindre  est  le  produit  de  sa  hau^ 
teur  H par  Faire  B de  sa  base.  En  effet , désignons  par  0 l’ex- 
cès de  la  base  du  prisme  circonscrit  sur  celle  du  cylindre,  et 
par  « l’excès  du  volume  de  ce  prisme  sur  celui  P'  du  cylindre  : 
B -f-  /3  sera  la  base  du  prisme , P’’  a son  volume  ; d’où 
y + »■=  {B  + H -,  donc  V = BH,  puisque  le  volume  du 
cylindre  est  la  limite  de  celui  du  prisme  (n®  1 13). 

3oc).  Les  pyramides  de  même  hauteur  et  dont  les  bases  sont 
équivalentes , sont  égales  en  volume.  Pour  le  prouver , coupons 
un  tétraèdre  par  des  plans  parallèles  à sa  base  et  équidistans. 
Soit  ACcbaB  (fig.  i8o)  l’une  des  tranches  ; menons  par  les 
points  A ,C,  a y c des  parallèles  à l’arète  Bb  -,  nous  formerons 
deux  prismes,  l’un  BDFcba  intérieur,  l’autre  B A Cebi  exté- 
rieur au  tronc  : la  différence  de  ces  prismes  est  le  prisme  DCea, 
qui  a même  hauteur,  et  dont  la  bSse  CFD  A est  la  différence 
entre  les  bases  ABC,  abc. 

En  opérant  de  même  pour  chaque  tranche,  on  aura  une  série 
de  prismes  d’égalebauteur,  tels  que  De.  Or,  il  est  visiblequ’en 
partant  de  la  base  du  tétraèdre,  chaque  prisme  intérieur  DFbB 
est  égal  au  prisme  extérieur  de  la  tranche  suivante;  ainsi,  en 
prenant  la  différence  entre  tous  les  prismes  intérieurs  et  tous 
les  extérieurs,  il  ne  reste  que  les  prismes  DCea,  depuis  la  i” 
tranche  MN  : cette  différence  est  donc  un  prisme  de  même 
hauteur  que  les  tranches , et  qui  a pour  base  celle  B3/IV  du 
tétraèdre.  Plus  les  tranches  sont  nombreuses,  et  plus  la  hauteur 
devient  petite  ; on  peut  donc  rendre  aussi  petite  qu’on  voudra 
la  différence  entre  les  prismes  intérieurs  et  extérieurs,  et,  à 
plus  forte  raison,  entre  les  prismes  intérieurs  et  le  tétraèdre. 

Il  est  évident  que  ce  raisonnement  peut  se  faire  également 
pour  toute  pyramide  à base  quelconque. 

Cela  posé,  soient  maintenant  deux  pyramides/*  et  p de  même 
hauteur,  dont  les  bases  équivalentes  reposent  sur  le  même  plan  ; 
coupons-les  par  une  série  de  plans  parallèles  à ces  bases  et  équi- 
distans , puis  formons  pour  chacune  les  prismes  intérieurs. 
Soient  a et  /3  les  excès  des  pyramides  sur  la  somme  des  prismes 
intérieurs,  dont  les  volumes  sont  P — <*  et  p — fi-  Or,  chaqqc 
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plan  parallèle  aux  bases  des  pyramides  donne  des  sections  èqui- 
valenles,  puisque  ces  sections  sont  eutre  elles  comme  les  bases 
( n®  278)  : donc , les  prismes  intérieurs  sont  égaux  deux  à deux , 
d’où  P — *—p  — iS , et  ( 11”  1 13)  P=.p. 

Le  même  tliéorème  a lieu  pour  deux  troncs  formés  dans  nos 
pyramides  par  deux  plans  parallèles. 

3 10.  lin  tétraèdre  DABC  (fig.  i83)  est  le  tiers  d'un  prisme 
de  même  base  et  de  même  hauteur  ; car , sur  les  trois  arêtes 
formons  le  prisme  AE;  en  ôtant  le  tétraèdre  DABC,  il  reste 
la  pyramide  quadraugulaire  DACEF.  Le  plan  CDF  en  forme 
deux  tétraèdres  : l’un  FDEC,  qui  est  égal  au  proposé,  comme 

ayant  même  bauteur  et  la  base  FDE  — ABC-,  l’autre 

DACF=.DFCE,  par  la  même  raison,  attendu  que  le  triangle 
AFC=zEFC.  Nos  trois  tétraèdres  étant  équivalcns,  chacun  est 
le  tiers  du  prisme. 

Donc , le  volume  de  toute  pyramide  est  le  produit  du  tiers 
de  sa  base  par  sa  hauteur,  puisqu’elle  est  décoinposable  en  té- 
traèdres. 

Et  comme  le  cône  est  la  limite  des  pyramides  circonscrites, 
le  volume  du  cône  est  le  tiers  de  sa  base  multipliée  par  sa  hau- 
teur, ou  le  tiers  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

On  aura  le  volume  d’un  polyèdre  quelconque  en  le  décom- 
posant en  pyramides. 

3t  I,  Le  volume  du  tronc  de  prisme  triang.  ABEF  (llg  184 J 
est  le  produit  de  la  base  par  le  tiers  des  trois  hauteurs  des  angles 
triédres  F,  D,  lE,  de  la  base  supérieure.  En  effet,  faisons  les 
mêmes  sections  snr  ce  Uonc  ABEF ([\x’a.\x  n“  3io;  le  plan  ADC 
donne  le  {.élroèire  DABC  \ le  plan  D CF  couÿe  la  pyramide 
quadrangulairc  DACEF  en  deux  tétraèdres  DFCA , DFCE. 
Or,  ou  peut  , sans  changer  les  bases  ^F6’,  EFC , mettre  les 
sommets  de  ceux-ci  eu  B,  puisque  DB  est  parallèle  au  plan 
ACEF(fi°7.&^).  Donconauralestétraèdres  FC^F,  BCEFîce 
dernier  peut  même  prendre  CEA  pour  base,  puisque  les  trian- 
gles CEF  et  CEA  sontéquivalens.  Le  trône  de  prisme  est  donc 
formé  des  trois  tétraèdres  DABC,  F ABC,  EABC,  qui  ont 
même  base  inférieure  ABC,  et  leurs  sommets  aux  trois  angles 
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trièdres  FDE  de  la  base  sapérieure  ; doac,  etc. . . Ce  tbëorème 
sext  à trouver  le  volnme  du  prisme  tronqué  à base  quelconque. 

3i  2.  Le  tronc  de  pyramide  quelconque  à bases  parallèles  est 
composé  de  trois  pyramides  de  même  hauteur  que  le  tronc,  dont 
les  bases  sont  ta  base  injérieure  du  tronc,  la  base  supérieure  et  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  aires.  Soient  une  pyra- 
rainide  et  unte'traèdre  de  même  hauteur,  de  bases  e'quivalentes,  • 
pose's  sur  le  même  plan  ; leurs  volumes  sont  e'gaux.  Un  plan  pa- 
rallèle aux  bases  forme  deux  troncs,  et  coupe  le  tétraèdre  et  la 
pyramide  suivant  un  triangle  et  un  polygone  qui  sont  équivalens, 
puisqu’ils  sont  proportionnels  aux  bases  (278)  : donc  la  pyra- 
mide et  le  tétraèdre  retranchés  étant  égaux  , les  troncs  le  seront 
aussi.  Il  reste  à démontrer  le  théorème  pour  le  tronc  de  tétraèdre 
)ABFE  xQ5).  . 

Le  plan  ADC  donne  les  deux  corps  DABC  et  DACEF  \ 
le  plan  DFC  forme  les  tétraèdres  DFECet  DF  AC  ; or,  menant 
Z?G  parallèle  kAF,ce  dernier  pourra  a voir  son  sommet  en  G,  au 
lieu  de  D,  et  deviendra /J’./rfG  G.  Ces  trois  tétraèdres  ont  même 
bauleur  que  le  tronc  ; leurs  bases  sont  ABC,  DFE,  .^CC.Cela 

, . rc  „ .^BC  AB  AGC  AC  , 
pose , on  a (n*  256,  2».  ) or  les  se- 

conds  membres  sont  égaux  à cause  des  triangles  semblables 

FDE,  ABC;  donc  ^^4=  Donc,  etc. 

Soient  ..4  et  les  bases  d’un  tronc  de  pyramide  , /f  sa  hau-' 
teur  ; on  a pour  le  volume  j H{A-\-  B-\-\/ AB). 

Il  est  visible  que  ce  théorème  a également  lieu  pour  le  tronc 
de  cône.  Soient  /{  et  r les  rayons  des  bases , A = *■/{%  B=vr^, 
le  volume  du  tronc  de  j :r  H ( B’  -f- /■’ -j-  Br). 

3i3.  Tout  triangle  AI3C  (fig.  186,  187,  i88  et  189),  qui 
tourne  autour  d’une  ligne  quelconque  CI  située  dans  son  plan  et 
passant  par  un  de  ses  sommets  C , engendre  un  volume  égal  au 
produit  du  tiers  de  la  perpend.  CD=p  abaissée  de  ce  sqmmet 
sur  la  base  AB , multiplié  par  la  surface  engendrée  par  celle 
base  AB. 
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I*'  CAS.  Le  triangle  CAB  tourne  autour  de  l’uu  de  ses  côtés 
(fig.  iSSetiSg).  On  a vol.  CADz=c.àne  CAP -\-cbneBAP 
{v.  n“  3io),  ou  = j cercle  AP  •><.  CB)=-^^AP'X.  CB  : or 

APX  CB  — 2 fois  aire  ABC-=.AB  X CD-,  donc 

vol.  CA B=^t  p.  APxAB ; et  comme  la  surface  du  cône  en- 
gendré par  AB  est  = ^ cire.  AP  X AB=xAP  X AB,  ou  a . . 
vol.  CAB  = ^pXs^rî.  AB.  Cette  démonstration  convient  aux 
trois  cas  où  l’angle  A est  aigu , droit  ou  obtus. 

2*  CAS.  Le  triangle  CAB  tourne  autour  d’une  ligne  exté-- 
rieure  Cl  ( fig.  i86);  vol.  CAB  = vol  CAI  — vol.  BCI 
= ^p  (surf.  AI  — surf.  BI)  = ^p.  surf.  AB. 

3*  CAS.  La  base  AB  est  parallèle  à l’axe  CI  de  rotation 
(fig.  187)  ; vol.  C.^5  = cylin.  ABEF+càne  CAE — cône  CBF, 

ou  = cercle  CD  {AB  -f  i CÆ:  - J CF).= 

5 %■  CD^  ( ZEF  -f-  CE  — CF)  = ^ ît  CD’  X 2^^^  s or  la  surface 
engendrée  par  est  celle  d’un  cylindre,  et = cire.  CDxEF= 

i-rCDxEF-,  donc  vol.  C.^^=3  CD X surf.  AB. 

Ce  théorème  sert  ô trouver  les  volumes  de  la  sphère , du  sec— 
leur  et  du  segment  sphériques  j car  si  l’on  circonscrit  à l’arc  de 
cercle  ADP  ( fig.  169)  une  portion  de  polygone  à côtés  égaux  ^ 
et  qu’on  fasse  tourner  la  fig.  autour  du  diamètre  la  révo- 
lution complète  de  tous  les  triangles  CAB , CBD , CD! 

engendrera  un  volume  = (surf.  AB  surf.  BD  -f-  ...  ). 
Ainsi  ce  volume  est  le  produit  de  la  surface  engendrée  par  tous 
les  côtés  du  polygone , multipliée  par  le  tiers  du  rayon.  Donc 

I®.  Si  le  polygone  est  circonscrit  au  demi-cercle  AD  B (fig.  167) 
de  rayon  K,  désignons  par  a.  l’excès  de  l’aire  P de  la  sphère  sur 
celle  qu’engendre  le  polygone;  par  l’excès  du  volume  de 

la  sphère  sur  celui  que  forme  le  polygone  ; on  a 

/3  = ifl(P-l-«);  d’où  l’on  tire  {\é>  xiZ)  V=\R  XD; 
le  volume  de  la  sphère  est  le  produit  de  sa  surface  multipliée 
par  le  tiers  de  rayon,  ou  celui  de  l’aire  d'un  des  grands  cercles _ 
parles  | du  rayon  (n“  zgB,  2®.),  ou  enfin 

Volume  V de  la  sphère  ■=  D’  =:;  0,5236  D\ 

D étant  le  diamètre  iR. 
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à*.  Le  rayon  R de  la  sphère  qui  a pour  volume  est  ^ 

3 //3^\  3 ' ' 

"'R=y{^-^)=V'kry  log^=i. 3779114 

3®.  Pour  le  secteur 'sphérique  DAC,  le  même  raisonnement 
prouve  que  le  volume  est  égal  à la  surface  de  la  calotte  multi- 
pliée par  le  tiers  du  rajon,  ou  (n®  293,  la  flèche  AI  étant  h, 

f^olume  du  secteur  sphérique  *•  h. 

.4®-  Si  l’on  retranche  le  cône  DGC  du  secteur,  le  reste  est 
le  segment  sphérique  ADIG;  or  le  volume  du  cône  DGC  est 

— \ CI  X cercle  DI  ^ ■k  DP-,  CIz=R  — h, 

DPzssDC'^ — CP  = 2Rh  — A’;  donc 


Polume  du  segment  sphérique  =-_ir  A’(3R’ — h). 

5®.  Le  cylindre  DGFE  (fig.  170)  et  le  cône  HIK  circons- 
crits à la  sphère  AB  ont  pour  volumes,  savoir,  i®.  le  cylindre 
= nR?  X aH  ou  2ît/î^  ; a®,  le  cône  {J'~.  n®  293  ) ZicI^  X | H B , 
et  comme  HB*  — HP  — IB*  — \HP,  on  trouve  H B s3A,  et 
cône  = ZvB?.  Comparant  les  quantités  | o.-ttR}  et  Z-xÉ}, 
on  voit  qu’elles  sont  entre  elles  comme  4 1 S ; 9;  ce  sont  les 
rapports  des  volumes  de  la  sphère , du  cjrlindre  et  du  cône  cir- 
conscrits ; le  cjrlindre  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
autres;  la  sphère  eskles  deux  tiers  du  cylindre  circonscrit. 


, 3i4*  Les  volumes  de  deux  pyramides  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  hauteurs  par  les  aires  des  bases  (n®  3io).  Mais 
si  ces  pyramides  SAC , Stic  i5i  ) sont  semblables,  on  a 


*^ABC....  SH\  „ I V J J. 

^^~âbc ~ ~Sh*  ’ “““'P"®"*  P®*^*  d’autre  par 

Je.», 


SABC. 


Sabc. 


sm 


Les  volumes  des  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  lignes  homologues.  En  effet , comme 
deux  polyèdres  semblables  P,/>,  sont  décomposables  (n®295) 
en  pyramides  semblables  S,  v.  S',  /...♦en  désignant  par 
A,  a.  A' i a'  des  lignes  homologues  de  ces  pymirades,  on  a 


I 


354 

s_^ 

7“  s' ~ a'^’ 
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. . D’ailleurs  tous  ces  rapports  sont  égaux  y 


AA' 

puisqu'en  vertu  de  la  similitude  supposée,  ou  a — z=  — =. . . 

Cl  d 


Donc 


S__^ 

s s' 


S“ 


; d’où  (n®  ^3,  3*.) 


5-f-5'4-5" -I-.. . _ P ^3 

s s s"  • P CL^ 

n sera  aisé  de  voir  que  let  volumes  des  sphires  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  raj-ons ; que  ceux  des  cylindres  droits 
etdes  cônes  droits  semblables  (c.-à-d.  engendrc's  par  des  rectan- 
gles ou  des  triangles  rectangles  -semblables  ) sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  longueurs  de  leurs  génératrices,  ou  de 
leurs  hauteurs , ou  enfin  des  rayons  de  leurs  bases. 

Les  polyèdres  symétriques  ont  leurs  volumes  ég-ai/x,  puisqu’il 
est  évident  qu’on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  symétri- 
ques , et  que  ceux-ci  ont  des  bases  et  des  hauteurs  égales, 


* 


I 
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I,  A.PPUCATION  DE  l’aLGÈBRE  A LA  GÉOMÉTRIE 
ÉLÉMENTAIRE. 


Quelques  Problèmes  sur  les  lignes.  • 

3i6.  Tant  que  l'Algèbre  et  la  Géoine'trie  ont  èlé  .séparées, 
leurs  progrès  out  été  lents  et  leurs  usages  bornés  ; mais  lorsque 
ces  deux  sciences  se  sont  réunies,  elles  se  sont  prêté  des^orccs 
mutuelles,  et  ont  marché  ensemble  d’uti  pas  rapide  vers  la  per- 
fection. C’est  à Viète  et  à Descartes  qu’on  doit  l’application  de 
l’Algèbre  à la  Géométrie,  application  qui  est  devenue  la  clé 
des  plus  grandes  découvertes  dans  toutes  les  branches  des  Ma- 
thématiques. (Lagrange,  Ècol.  Norm. , t.  IV,  p.  ^oi.) 

C’est  donc  en  introduisant  dans  les  formules  algébriques  les 
grandeurs  qui  composent  les  parties  d’une  figure , que  nous 
transporterons  dans  la  Géométiie  toutes  les  ressources  de  l’Al- 
gèbre, et  nous  parviendrons  sans  peine  à des  résultats  qu’ils  se- 
rait difficile  d’obtenir  par  la  Géométrie  seule.  Celle-ci  a l’avan- 
tage de  ne  jamais  faire  perdre  de  vue  l’objet  principal,  et 
d’éclairer  la  route  entière  qui  conduit  des  premiers  axiomes  à 
leurs  dernières  conséquences  (vq^*.  n°  aSa)  ; mais  l’Algèbre  a 
bien  plus  de  ressources. 

Ces  réflexions  conduisent  à préférer  dans  la  Géométrie  élé- 
mentaire les  méthodes  directes,  celles  qui  ne  reposent  sur 
aucun  principe  etranger,  et  permettent,  pour  ainsi  dire,  d’i- 
soler chaque  théorème , en  le  présentant  comme  une  vérité  aussi 
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claire  que  raxiorae  d’où  il  est  déduit.  Mais , lorsque  les  ques^ 
lions  deviennent  plus  compliquées, cette  méthode,  qu’on  nomme 
Sj’tilhèse , perd  la  clarté,  qui  est  son  plus  précieux  avantage; 
l'Analyse  reprend  toute  sa  supériorité , et , par  sa  féconde  in- 
fluence, généralise  les  résultats,  simplifie  les  recherclies , et 
lorsqu’elle  est  employée  avec  adresse,  donne  à ses  artifices  une 
élégance  et  même  une  clarté  à laquelle  le  mécanisme  du  calcul 
semblait  s'opposer.  Les  problèmes  suivans  serviront  de  preuve 
à ces  assertions. 

317.  Mesurer  la  distance  d’un  point  inaccessible  Ti  à un  . 
autre  point  A (fig.  181).  On  prendra  sur  l’alignement  AD  une 
partie  quelconque  A C,  et  formant  un  triangle  arbitraire  ABC, 
on  en  mesurera  les  côtés  AD  = c,  AC=b,  BC  -=za  (*)  ; puis 
marquant  sur  BC  un  point  E quelconque,  on  dirigera  vers  D 
le  rayon  visuel  FD-,  soient  AD  =x,  EC  =g,  FA  = d.  La 
parallèle  EG  à AB  donne 

BC  CA  AB  a b ' c . 

'%  EC'~Gd~EG'°'^g~CG~EG’ 

CG  = ^,EG=^.  ■ r >( 


donc 


a 

i^DA^DGp-  x_^DG 
f2~  EG'  °^d~EG' 


Or,  ona  DG  = DA—GA=DA  — {CA—CG), 
ouDG  = x — divisant  cette  valeur  par  celle  de  £G, 


on  trouve 


d’où 


X ax-ab-\-bg 

d~  ’ 


S’il  arrive  que  BF=AF,  ce  qu’on  est  maître  dé  supposer. 


comme  c = 7.d,  la  solution  se  réduit  à x=b. 

ne  — a 


2g- 


(*)  Dorénavant  noos  désignerons  les  angles  des  triangles  par  A,  B ,C,*l 
par  a,  b,  c les  côtés  qui  sont  respectivement  opposés. 
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Il  ne  s’agira  plus  que  de  mettre  pour  a,ù,c,d,etghws  va- 
leurs numériques,  ou  le  uombre  de  fois  que  ces  lignes  con- 
tiennent runilé  , pour  trouver  x ex])rimé  en  nombres. 

3 18.  Quelle  est  la  relation  qui  lie  les  côtés  a,,  h et  c d’un 
triangle  BAC  ( fig.  1 1 7 ) inscrit  à un  cercle  de  rayon  R ? Menons 
le  diamètre  BD,  et  les  lignes  AD,DC ; le  quadrilatère  ABDC 
donne  (n»  24,,  II)  -xRb=  c^CD  ^a^  AD . Des  uianeles 

rectangles  BCD,  B AD,  nous  tirons  CD  =.  \/ ( AR^ 

^Z)=i/(4/{’_c*);donc  ^ 

= c V/ ( 4fl*  ~ a’)  + a 1/C4/Î’ —c*)  ; 

équation  cherchée,  qui  donne  l’une  des  quantités  a,b,ceXR 
connaissant  les  trois  autres.  ’ ’ 

I.  Étant  données  les  cordes  de  deux  arcsAB,BC,  on  a donc 
ou  la  corde  AC  d’un  arc  ABC  égal  à leur  somme. 

Si  les  arcs  AB  et  BC  sont  égaux,  on  a a = c,  d’où 
Rb  = ai/(^R^  — 

équ.  qui  donne  la  corde  b d’un  arc,  connaissant  celle  a d’un 
arc  moitié  moindre. 

II.  Trouiier  le  rayon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  (fig.  117),  Élevons  notre  équ.  au  carré,  l'un  des  radi- 
caux disparaîtra;  transposons  ensuite'les  termes  rationnels 
et  carrons  de  nouveau  pour  chasser  l’autre  radical , noas  trou  ’ 

VOUS 


W^4  c*  — ( O*  4.  — b^y’ 

Cette  formule  ne  se  prête  pas  au  calcul  des  log  : mais  le  radical 
affecte  la  différence  de  deux  carrés , qui  = (aac  -f  a’  4.  c*  —b’’) 
X {lac -a^^c^+  , ou  [ (o  + c)*_  ] x [ _ (a-cV]  ■ 

chaque  facteur  souffre  la  même  décomposition  , et  l’on  a 


R=- 


aùc 


ou 


V{a  + b + c)  (b^c—a)  (a+c  — 6)  (a^b—^ 
R~ 


Vp.{p  — a)  {p  — b)  {p  — v)  ’ 
en  faisant,  pour  abréger  , le  périmètre  ^p=a-l-b  c 
T.  I. 
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III.  Trouver  Faire  t d’un  triangle , connaûsant  le/  trois  aôtés 

a,  b,  c (n*222,  fig.  182).  Le  segment  At)  = j:  = ^ *\**“*-; 

%0 

or,  le  triangle  ABD  donne  BD  1=3  |/(c*  — ar')  ; as£;  6 XBD 
devient  donc  »=  j V^[4^*c‘ — (ô*  + c*  — 
ou  a = y/ p.{p—a){p  - b)  (/7— oj. 

On  a donc,  pour  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  a^c. 

IV.  Trouver  le  rayon  r du  cercle  inscrit  au  triangle.  Les 
aires  (fig.  68)  des  triangles  AOB,  AOC,  BOC étant  ^cr,  J br, 
^ ar,  la  somme,  est  t=tpr,  d’où  ( voy.  n*  364»  IX  ) 

r=— = /(/>~^)  (/>—^)  (p  — c) 

P V P 

, V.  Évaluer  Faire  dun  quaHrilatire  ABCD  ( fig.  ) : me- 
nons la  diagonale  ACsezb,  et  prenons-la  pour  base  des  deux 
triangles  ABC,  ADC\  h et  h'  étant  les  hauteurs , l’aire  de- 
mandée est  ^ ù l^')- 

On  peut  encore  opérer  comme  il  suit.  Soit  ABCD  (fig.  191)  -, 
abaisséz  les  perp.  DEs=h,  CF=  h'  sur  la  base  AB  ^ a,  faites 

AE-=zb,  BF<=  b',  d’on  (n"  269)  l’aire  CFEDssb 

H ù -H  A' ) X (o  — 6 — ù') . De  plus  ADEms  a bh , CBF=s>  \b'h'x 
TOUS  trouvez  enfin , pour  la  somme  de  ces  aires , 

ABCD  = \{a  — b)  K^\{a^b')h. 

Cette  équ.,  facile  à appliquer,  ne  convient  plus  dès  que  l’nne 
des  perpend.  tombe  hors  du  quadrilatère.  Ainsi  (fig.  192), 
il  faudrait  changer  ù en  — b et  b'  en  — ■ b',  ( f^cy.  n**  33g  et 
364,  VI.) 

VI.  Mener  EF  perpend.  àla  base  AC  du  triangle  ABC(6g.  igS), 
telle  que  les  triangles  AEF,  ABC  soient  dans  le  rapport  donné 
dersxàa.  Soient  ù et  x les  bases  AC,  AE\  h et  y les  hauteurs 

BD,  EF  ; les  aires  sont  .5  bh,  5 xy,  d’où  ^ ^ . D’ailleurs 


Y 3C 

les  triangles  semiblables  AEF,  ABD  donnent  en  fai- 

sant AD-=.k-,  donc,  éliminant  J-,  x = v/(^).si  *on 
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avait  j:  > A ou  AD^  le  point  E devrait  être  situé  vers  H,  au- 
delà  de  D,  et  la  perpend.à^C  séparerait  un  trianj>le  qui  n’est 
plus  contenu  dans  ABC  : ce  cas  arrive  quand  bm  ou 

jn  ^J^_AD 

n ^ b— ÂC' 

3tg.  Connaissant  le  côté  ^5=affig.  122)  d’un  polygone 
régulier  inscrit,  cherchons  celui  ACz=xd'un  polygone  régulier 
dont  le  nombre  des  côtés  est  double.  CO,  perpend.  sur  AB, 
donne  (n»227)  AC^=CIX2CO.  Représentant  par  s le  rayon 
0/  du  cercle  inscrit  au  polygone  donné,  on  a CI  = R—g 
et  or  = y/O’—  Ar  : donc 

x*=xzR  (R~z),  etz’  = R*  — ia\ 

En  faisant,  par  ex.,  a=R,  on  a R^/(2-^3)  pour  le  côté 
du  dodécagone  inscrit.  De  même  a = Ri/3  (n”a38)  donne 
x = R pour  le  côté  de  l’hexagone,  etc. 

On  peut  aussi  trouver  le  côté  EF^j'  d’un  polygone  régu- 
gulier  circonscrit,  connaissant  celui  AB  = a,  qui  est  inscrit 
d’un  même  nombre  de  côtés.  Car  les  triangles  AO/,  EOC 
donnent 


0/ 

OC 


_ AI  _ 


' EC' 


donc 


aR 


jr= — et  a’=iî*  — ifl». 


3ao.  C’est  ainsi  que  a = R\/’2.  donne  z=i/î^/2  etj-  = iR 
pour  le  côté  du  carré  circonscrit  ( n“  adq);  az=R\/3  donne 
pour  le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  ^ = 2flj/3 
ou  le  double  du  côté  du  triangle  inscrit.  * 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  formules  le  rapport  approché 
irdela  circonférence  au  diamètre,  ou  la  demi-circonférence  » 
du  cercle , dont  le  rayon  est  l’unité  (n*  248).  Pour  cela  posons 
R=i,  nos  équ.  deviendront 

*=l/(a  — 2z),  3= 

F^nt«=i,  on  a,  pour  le  côté  du  dodécagone  inscrit, 
^ |/3)=o,5i 7638.  Si  de nouvean  on  feit  û=o,5r  7638^ 

22.. 
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on  trouvera  ar=o,26io5238. . . pour  le  côté  du  polyijone  ré- 
gulier inscrit  de  24  côtés  ; et  ainsi  de  snitc. 

Quatre  operations  semblables  donnneront , par  exem- 
ple, 0,065438166  pour  le  cpté  du  polygone  régulier  de  96  côtés; 
en  mettant  cette  valeur  pour  a dans  z etjr,  on  a le  côté  du  po- 
lygone régulier  circonscrit  semblable;  et  multipliant  par  48, 
ou  a,  pour  les  demi-périmètres  de  ces  polygones  3,i4>o 

et  3, 1427 Comme  la  demi-circonf.  » est  comprise  entre 

res  longueurs  , on  aura  donc  s- = 3,  i4.  • ■ 1 en  ne  prenant  que 
les  décimales  communes. 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  comme  la  cir-. 
conférence  approche  d’autant  plus  des  périmètres  des  poly- 
gones, que  l’on  multiplie  davantage  les  côtés  (n“  246),  il 
faudra  recourir  à des  polygones  d’un  plus  grand  nombre  de 
côtés.  Soit,  en  général  calculé  le  côté  a d’un  polygone  inscrit 
d’uii  nombre  n de  côtés;  on  aura , pour  les  demi-périmètres 
de  ce  polygone  et  de  celui  qui  est  circonscrit  semblable  , 


■an  et 


IIOIIBRF.  UE*  COtÉS. 


DEMI-PÉBIMFTHES  DCE  POLTGOMES 
iDfcrit*.  drconscrîti. 


96- 

iga. 

384. 

768 

i5J6. 

3072 

6144 

12288. 


3,1410319. 
3,1414524- 
3,1415576. 
3,i4i5839. 
3,1415904. 
3, 1415921 . 
3,1415925 
3,1415926. 


3, 1427146 
3, 14187^) 
3,i4i663o 
3,1416101  ' 
3,1415970 
3,i4i5^7 
3,1415929 
3,14*5927 


on  en  déduit  enfin  le  nombre  donné  p.  289. 


Constructions  géométriques. 

321.  L’art  de  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie  consiste, 
comme  on  a pu  le  remarquer  ( n**  2 1 2 , 229 . . . ) , à les  supposer 
résolus , à rapprocher  les  propriétés  .de  la  figure  de  celles  qu’on 
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connait  et  qui  sont  analogues;  à trouver  ainsi  la  loi  à laquelle 
les  parties  du  système  sont  soumises,  et  à en  conclure  les  in- 
connues. Ces  procédés  exigent  beaucoup  d'exercice  et  d’adresse, 
et  l’on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  ces  combinai- 
sons. L’emploi  de  l’Algèbre  , lorsque  le  choix  des  inconiiues 
est  fait  avec  adresse , conduit  souvent  à des  solutions  plus  élé-, 
gantes;  on  sait  mieux  reconnaître  leur  nombre,  et  l’on  juge 
facilement  si  le  problème  est  possible  ou  non , déterminé  ou 
indéterminé. 

Concevons  qu’après  avoir  résolu  un  problème  de  Géométrie, 
on  ait  construit  la  figure  qui  en  règle  les  parties , qu’on  ait 
désigne  par  des  lettres  les  longueurs  des  diverses  lignes  qui  la 
composent , et  qu’en  faisant  usage  des  principes  connus , on  les 
ait  liées  par  des  équ.  ; le  calcul  conduira  bientôt  à la  valeur 
des  inconnues.  Cela  posé,  si  toutes  les  lignes  de  la  figure  sont 
exprimées  par  des  nombres,  l’Arithmétique  donnera  numéri- 
quement ces  dernières.  Mais  il  est  remarquable  qu’on  peut  as- 
signer ces  longueurs  cherchées,  même  sans  le  secours  des  nom- 
bres, à l’aide  de  procédés  géométriques,  qui  auront  d’autant 
plus  d’élégance,  qu’ils  rendront  la  figure  moins  confuse.  C'est 
ce  qu’on  appelle  construire  la  valeur  de  l’inconnue. 


I 


322.  Remarquons,  avant  tout,  que  le  calcul  dont  il  vient 
d’être  question  ne  peut  avoir  pour  élémens  que  des  rapports 
de  lignes;  en  sorte  que  la  ligne  A ne  peufy  être  introduite 
qu’en  ayant  égard  à son  rapport  avec  une  autre  ligne  B,  qu’on 

peutprendre  pour  unité  (n®  l'jS).  Alors représente  un  nom- 


bre abstrait,  auquel  on  peut  substituer  celui  de  deux  autres 
grandeurs  quelconques  a et  ô , pourvu  qu’on  ait  ~ 


Il  n’entre  donc,  dans  les  calculs,  que  des  expressions  telles 

que  g > • Or,  il  suit  des  règles  mêmes  du  calcul , que  toutes 

combinaisons  de  ces  élémens  par  voie  de  multiplication , di- 
vision, réduction  au  niénie  dénominateur,  etc. , doit  conduire 


J. 
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à un  résultat  homogène,  c.-à-d.,  dont  les  termes  renjerment 
louslemême  nombre  de  facteurs.  Ainsi,  les  lettres  a,b,c...  qui 
entrent  dans  une  formule  peuvent  y désigner  des  lignes  au  lieu 
de  nombres,  et  les  termes  doivent  être  homogènes:  s’il  n'en 
est  pas  ainsi,  quelqu’une  de  ces  lignes,  telles  que  r,  a dû  être 
prise  pour  l’unité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  longueur  arbi- 
traire et  connue  (n®  36).  Dans  ce  cas,  on  peut  rétablir  le  fac-  ' 
teur  r partout  où  il  a dû  disparaître , lorsqu’on  a posé  r=  i , 
c.-à-d.,  introduire  r et  des  puissances  convenables  de  r dans 
les  divers  termes , afin  qu’ils  redeviennent  homogènes.  Pour 
que  les  quantités 


^a^c-\-aP — d a — b j/\±.a 

A*  + — c ’ I -f-  ab*  y \ 2 

représentent  des  lignes , elles  doivent  revenir  à 


2«‘c-l-aiV— -dH  (a  — b)r* 

b*-^a?r — cr’  ’ r®-f-uû  ' 


v/m- 


En  effet,  par  ex., 


en  faisant  évanouir  le  ra> 


dical,  devient  ax*=  1 àza,  qui,  en  restituant  des  puissaucea 
convenables  de  r,  devient  2j:’  = r’  ±ar.  Mise  sous  cette  forme, 
on  peut  prendre  dans  l’expression  pour  unité  tout  autre  signe 
que  r,  et  même  une  longueur  qui  n’y  entre  pas. 

Lorsqu’une  formule  sera  homogène,  nous  en  évaluerons  le 
degré  par  le  nombre  des  facteurs  de  l’un  de  ses  termes,  si  elle 
est  entière  ; on  retranchera  le  degré  du  dénominateur  de  celui 
du  numératepr,  si  elle  est  fractionnaire  ; enfin , on  divisera  le 
degré  de  la  fraction  par  l’ordre  du  radical  qui  l’affecte , si  elle 
est  irrationnelle.  Concluons  de  là  qu’en  général , pour  qu’une 
fraction  représente  une  ligne,  c.-à-d.  soit  linéaire,  il  faut  que 
chaque  terme  du  numérateur  ait  un  facteur  de  plus  que  dans 
le  dénominateur  J et  s’il  entre  un  radical,  il  doit  affecter  une 
quantité  de  même  degré  que  lui  : le  radical  carré  précédera 
une  fraction  du  second  degré,  etc.;  les  formules  de  première 
dimension,  c.-à-d.  du  i*’  degré,  sont  constructibles  par  une 


y 
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ligne  : celle  de  seconde  dimension  par  une  aire  ; enfin  celles  de 
troisième  dimension  représentent  un  volume  t et  ai  elles  ne  sont 
pas  homogènes , on  les  rend  telles  en  distribuant  des  puis- 
sances convenables  de  la  ligne  r qui  y a été  prise  pour  unité. 


333.  Toute  fraction  monome  linéaire  ne  peut  être  que  de  la 
ab  abc  abcd 


forme  »=  — , x: 


de 


; celle-ci,  par  ex., 


équivaut  à ^ X d;  de  sorte  qu’on  voit  que  la  ligne 

d doit  être  prise  aptant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  pro- 
duit des  rapports  abstraits  ^ ^ 

1°.  La  construction  de  x=  ^ n’offre  pas  de  difficulté  ; xést 

une  quatrième  proportionnelle  à c,  <1  et  fi.  On  sait  la  trouver 
( n°  ut  7 , fig.  8a  ) ; on  pourrait  même  faire  usage  des  théorèmes 
(n®‘ aa5etaa8). 

' ^ a®.  Pour  X , on  cherchera  une  ligne  k = , et  l’on 
de  d 

ko 

aura  ,T= — ; ainsi  deux  4**  proportioDocUes  donneroutx. 
c 

3*.  De  même  x = se  construit  en  faisant  k s±  —, 

^Ss  « 

et  l’on  a X = — . 11  faut  trois  constructions. 

. 7 e 


Et  ainsi  de  suite. 


3a4-  Pour  la  fraction  pofynome  x = 


_ abo  def—  ghi 


Im 


, dont 


le  dénominateur  est  monome,  on  écrit  x = 4—  + î ' 

Im  lm  lm 

on  construit  chaque  fraction  à part*,  et  Pon  a trois  lignes  à 
ajouter*  on  à soustraire. 


dépendant  si  l’on  a x~ 


-fi» 


, il  sera  plus  court  de  faire 
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(«+  (fi— b)  , V J 1 , ■ ' 

x~ , c.-a-ci.  de  chercher  uue  4 propor- 

tionnelle aux  lignes  c , a + b et  a — b. 

SaS.  On  rend  le  de'norainateur  monome,  lorsqu’il  ne  l’est 
pas,  en  l’égalant  à un  seul  ternie  de  nnème  dimension,  et  dont 
on  prend  à volonté  tous  les  facteur^,  excepté  l’un  J". qui  y est 
inconnu , et  qu’on  détermine  ainsi  qu’il  vient  d’être  dit.  Par 
abc-\-def  j.  , 

ex.,  pour  X = — on  fera  ab-{-cd  — ay, 

Il  . . àef  bc  . def  , . cd 

d’oux= — — 1 =^,ctr  = ôH . 

oj  J ay  ' ''  a 


Cette  éqti.  donne  j';  la  i”  fait  ensuite  connaître  x 
Pour  X 


abc*-\-q^h — m?p  . ... 

— : Tï > ou  lera  le  dénominateur 

— Kcç  ■+■  cmd 


J , ' J.  . 1.  ■ . omd 

q i — klq-\rcmd=zq'jr -,  d ou  1 on  tire  j’ssi -|-  — j- ; 

une  fois  J*  connu, -on  a 


abc?  ^ qh 

q‘r  r 


m*p 

~¥ÿ' 


Le  choix  des  facteurs  de  l’inconnue  j' se  fait  quelquefois  de 
manière  à rendre  les  constructions  plus  simples  ; un  peu  d’a- 
dresse et  d’exercice  facilitent  l’application  du  principe  général  : , 

. . abc* — a'b*  , . "•  m(c  — m)  ab 

ainsi  X = — ; T — devient  x= — ^ , en  iaisantm= — . 

abc  c c -j-  m c 

3a6.  Les  Constructions  radicales  se  ramènent  à la  forme 


^ ^{ab)  ou  V/(®*  — • 

l/(ab)  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a et  b ; on'la 
construit  comme  il  aétédit  (n°  226,  fig.  96)  ; on  pourrait  aussi 
la  U'ouver  à l’aide  des  théorèmes  (n°*  227,  228) 

Quant  à \/(a^  ± b*) , c’est  .un  côté  d’un  triangle  rectangle 
.dont  a et  ô sont  les  autres  côtés.  Pour  ^ (a'^-j-b‘)  , on  prendra 
(fig.  92)  ÀB=:a,  AC  = b sxxt  deux  lignes  indéfinies  AB,  BC 
à angle  droit;  l’hypoténuse  BC  est  \/{fl'-^b*).  De  tnéme  ; 


•tf 


Y 
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pour  V'(a‘  — 6*)i  ,oa  tracera,  comme  ci-dessus, 
et  AC\  on  prendra  ABr=zb  \ puis  du  centre  ^ arec 
BC=a,  on  marquera  le  point  C,  sera  V^(fl*  — 
autrement,  sur  la  ligne  BC=a  comme  diamètre,  on  déàinir 
le  demi-cercle  ABC\  puis  du  centre  B avec  le  rayon  AB-=zby 
on  marquera  le  point  A\  AC  sera  \Z(a’  — ô’).  ' 

Pour  construire  toute  quantité  affectée  d’un  radical 
carré,  comme  elle  doit  avoir  deux  dimensions,  on  l’égalera  à 
un  produit  ay^  a étant  une  quantité  qu’on  choisira  à volonté  ; 
et  une  inconnue;  on  aura  alors  x—  V'('Ü')-  valeur  à&y 
se  déduira  aisément;  elle  sera  une  fraction  qu’on  construira 
par  les  principes  ci-dessus. 


S Soit,  par  ex.,  J ;on  fera 

J,  , ^ * cd^ 

a ou  J"  — -,— 1 — ~ i on  construira 


tj6’+  cd 


= qr. 


b -\-c 

on  construira  j par  une  3'  et 


b-\-c  a{b+c)  ’ 
deux  4“  proportionnelles  : enfin  on  aura  x==  \/{ajr). 

Au  reste,  le  procédé  général  se  simplifie  souvent  avec  un  peu 
d’adresse;  ainsi,  pour  ^/(ac  + ^dj,  on  fera  bd=ay,  d’où 


= — et  ^/[fl  (c+^)]-.  De  meme  x=\/{ab  -\-bc)  de- 
vient x=  |/[(a+ c)A].  Voy.  aussi  (n°  3ag,  V)  la  construc- 


tion de 


etc. 


3a8. Quoiqu’on  puisse  construire  par  cette  voicxzi  V/(a“Ü*), 
cependant  la  construction  du  triangle  rectangle  donne  une. 
solution  plus  simple  : c’est  pourquoi  il  arrive  souvent  qu’on 

ramène  à cette  fdrme  les  quantités  radicales.  Ainsi 

ar=  I,-' (a*±:Ac)  devient  x=  en  faisant^’ = 6c ; 

d’où  V^(6c). 

De  mêmea:=  + se  construit  ainsi.  On 

fait  J- = V'(n*  6*)  ; sur  les  côtés  AB,  BCàx.  l’angle  droit  B 

( fig.  194) , on  prend  AB=a,  BC-b-,  l’hypoténuse  AC  est  j'. 

On  a jc=  Ÿ (y'  -\- d d ) ; on  fait  .y'  = ^/(  -f"  o’)  : 

ainsi , sur  DCperpend.  à AC,  on  prend  CD  — c,  et  AD  est  y'; 
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d'où  * -:r  et  ainsi  de  suite.  La  dernière  liypo- 


4.tépuse  AFeai  x.  {Voj,  pour  la  construction  de 
n“  3»9,  IX  et  V.)^ 


on  fera  indifféremment 


Pour  T=* — fg  + mq  + rd), 
ou  ac—/g+mq+rd=z  ajr, 

d'où 

a 

onliien  <*c=wj'%^=ts*,  mç=st‘,  nt=u\ 

d'où  1*  •+■  «•  — *’)  ; et  la  construction  précédente, 

coaYcnabiement  modifiée  donneras:. 


Enfin  si  l’on  a x = on  fera. ... 

J'—f‘  x=\/ (a'Mjr*-) . il  ne  restera  plus  qu'à 

obtenir^.  On  fera  c*  + z*  et  a*  + crf=r  <•  ; z et  r se  trou- 
veront aisément , et  l’on  aura^ 


3*9.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 

I,  Partager  une  longueur  KG  (fig,  iqS)  en  deuxpartiés  CB, 

AB,  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné  de  m à n. 

Soient  ACz=.a,  CB=x\  on  a AB=:a—x,  et,  d’après  la 

...  X m ; am 

condition  présente,  = — ; d ou  x :=  — ; — . Sur  une 

a — X n m-j-n  • 

ligne  quelconque  EC,  on  prendra  CD  = m,  ED  =n,  si  m 

et  n sont  des  lignes  ; si  ce  sont  des  nombres , en  portera  une 

ouverture  de  compas  arbitraire  m fois  de  C en  D,  et  n fois 

de  D en  E.  On  mènera  AE  et  sa  parallèle  BÏ)  ; B aéra  le  point 

cherché. 

II.  Étant  données  deux  parallèlesfiC,  DE  (fig.  ig6),  et  un 

point  A , mener  par  ce  point  une  oblique  AI,  telle,  que  la  partie 

IK  comprise  entre  les  parallèles  soit  de  longueur  donnée  = c. 

Menons  AG  perpend.  sur  DE,  et  faisons  yfGî=<i,  FGxssb, 

, AI  C . 

I inconnue]  GI  x=  x\  on  a ou  s puis 


I 
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^/*r=a’  + x*;  donca:  = d:^V/(c* — 6’)- On  voit  d’abord  que 

le  problème  est  impossible  quant  A est  ^ c,  ou  FG^  IK. 
Pour  construire  celte  valeur,  du  centre  F,  on  décrira  l’arcflfl' 
avec  le  rayon  c;  GH  sera  \/{c'  — i®)  ; parallèle  à FH  sera 
la  ligne  cherchée,  puisqu’on  voit  que  IG  est  4*  proportionelle 
à bf  a et  GH^  1 

Il  y a une  seconde  solution  en  Af  ; c’est  ce  qu’indique  le 
double  signe  de  la  valeur  de  x ( vojr.  n“  338). 

III.  Etant  donnés  deux  points  À et  B (fig.  197  )»  “tic 
droite  DD' , décrire  un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points  et 
soit  tangent  à la  droite.  Il  suffit  de  trouver  le  point  Z)  du  contact. 
Soit  donc  prolongée  la  ligne  AB  en  C;  et  fait  CD  — x , CI— a, 
IB  xx-b , I étant  le  milieu  de  AB.  La  tangente  CD  donne 
( n®  aa8)  x'  = CA  X CBsA{a—b')  (a+b)  ; d’où  x = \/(a’— ù’). 
Sur  l’hypoténuse  CI  on  tracera  le  triangle  rectangle  IEC,  dont 
6 et  X sont  les  côtés  de  l’angle  droit,  en  décrivant  le  demi» 
cercle  CEI,  prenant  EI=xÀI-,  CE  sera  x zx:  CD.  Il  y a une  a* 
solution  en  ly , b cause  de  la  valeur  négative  de  x ( n°  338). 

IV.  Denx  parallèles  AE , f F(fig.  198)  et  leur  per  pend.  AB 
étant  données,  mener  une  sécante  EF,  telle  que  AC,  moitié 
de  AB,  soitmoyenneproportionnelle  entre  les  segmens.^£,Zlp’. 
Soient  AEzsxx,  BF=jr,  AC=:ax  on  a.  a*xxxjr  i le  pro- 
blème est  donc  Indéterminé  (n®  1 17),  elle  nombre  des  solu- 
tions infini.  Parmi  les  diverses  manières  de  les  obtenir,  la  sui- 
vante est  assez  élégante. 

Soit  CDxar,  D étant  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  cher- 
chée EF,  avec  CD  perpendiculaire  sur  AB  en  son  milieu  C-, 
ir  perpend.  è CD  donne  les  deux  triangles  égaux  EDI,  l' DF; 
ainnjr=r-\-IE,  xx=r^IE,  d’où  x-f-j'=ar.  Éliminant 
jr  de  a^~xj',  on  a x’  — arx  = — a’;  r est  ici  arbitraire, 
et  l’on  a XTcxr±  \/(r* — a’).  On  devra  donc  prendre  le  point 
D,  tel  que  r soit  >n,  ou  CD  > AC  t le  cercle  décrit  du 
centre  D.avec  le  rayon  r donne  EIz=y'(r^-^a'‘);  donc  les 
points  et  F d’intersection  satisfont  à la  condition,  ainsi 
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que  E et  F' . Chaque  centre  D donne  ainsi  deux  solutions 
EF,  EE. 

V.  Par  le  point  A (fig.  ao4),  mener  une  corde  ABD  dont 

les  segmens  BA , AD  euent  entre  eux  un  rapport  donné  = — * 

Menons  le  diamètre  H AG;  soit  CH=sr,  CA  = b,  AD=x  : 
on  a HA  X ..^G=  B A X AD,  d’oùr*  — b'"  = x'X.BA;mùs, 


par  condition,  BA  — donc  ■^^  = r*  — 6’.  Faisons 
n n 


F—b’xsk',  nous  aurons  *t= 


/ /lit* 

w — , quantité  facile  à 


cons- 


truire. On  pourrait  lui  donner  la  forme  x=  — ^ (jnii),  et  il 


m 


faudrait  trouver  une  moyenne  et  une  4*  proportionnelle  ; mais 
on  doit  préférer  le  procédé  suivant  .'Remplaçons  le  rapport  de 


m 


— par  celui  des  deux  carrés  : sur  une  ligne  indéfinie  (fig.  199), 

p*is  Tl 

prenons  DF  et  FE , tels  qu’on  ait  — = = — ; décrivons  le 

Dr  m , 

demi-cercle  DAE,  puis  menons  v^Fperpend.  sur  et  les 


cordes  AD,  AE;  nous  aurons 


AE^  FE 


AD*  DF  m 


( n»  227 ) ; 


ainsi x = ; prenons  donc  AB~k  sur  AD,  prolongé 

yLU 


s’il  est  nécessaire;  BC  parallèle  à DE,  donnera  AC  = x 
(n®  216). 

VI.  Un  polygone  étant  donné,  en  construire  un  semblable, 
les  aires  étant  dans  le  rapport'  connu  dem  àu,  Nommons  A ^ 
l’un  des  côtés  du  polygone  donné , x son  homologue  inconnu  ; 
les  aires  étant  :i  m n d’une  part,  et  aussi  A*  ; x*de 

l’autre  ( n”  262);  on  a = — , d'où  x-=zAx/—.Oa  vient 
' " x*n  \ m 

de  construire  cette  expression  ( fig.  199)  ; ainsi  x est  une  lon- 
gueur connue.  Il  ne  reste  plus  qu’à  former,  sur  le  côté  x ho- 
mologuer A , une  figure  semblable  à la  proposée  (n®  242).  La 


$ 
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même  constructiou  s’applique  aussi  aox  cercles  (n°  263,  3°.)  ; 
m et  n sont  ici  des  lignes  ou  des  nombres  donnés. 

Pour  trouver  le  rapport  de  deux  figures  données  semblables, 

ABC , abc. ,.  (fig.  ii8),  on  prend  sur  les  côtés  d’un  angle 

droit  DAE  (fig.  199)  des  parties  ..dC  égales  à deux  lignes 
homologues  des  figures  proposées  : la  droite  DC  est  coupée  par 
sa  perpend.  AG  en  deux  segmens  BG,  CG,  qui  ont  le  même 
rapport  que  ces  figures. 

VII.  Cherchons  une  figure  X semblable  à une  autre  P et 
égale  à une  troisième  Q.  Pet  Q sont  donnés  : prenons  un  côté  A 

P A^ 

de  P,  et  soit  x son  homologue  inconnu,  on  a — = — -,  d’où 

^ «Z“ 

P 

^ , puisque  X=  Q.  Soient  M et  Di  les  côtés  de  deux 

carrés  équivalons  à P et  Ç (n®  ou  deux  carrés  A/“  et 

qui  aient  même  rapport  que  ceux-ci  (fig.  199);  il  en  résultera 
Aî  A 

— = ; ainsi  x est  4'  proportionnelle  k M,  N et  A. 

VIII.  Trouver  deux  lignes  xety,  qui  aient  même  rapport 
que  deux  parallélogrammes  donnés.  Les  bases  étant  B,  b,  les 

hauteurs^,  h,  on  doit  avoir - = Si  l’on  donne  r,  une 

jr  bh 

construction  facile  (n®  3a3)  fera  connaître  x.  Mais  si  ces  deux 
lignes  sont  inconnues,  l’une  est  arbitraire  ; et  l’on  peut  prendre 
BH 

y=b,  d’où  X — -j^\  X est  alors  une  4*  proportionnelle  à A, 

H et  B^  Ce  problème  revient  à construire  un  rectangle  hx,  dont 
on  a la  hauteurh,  et  dont  Taire  équivaut  à celle  d’un  rectangle 
donné  BH. 

IX.  Pour  construire  ^/n,  on  peut  prendre  une  moyenne  pro- 
portionnelle ( n®  226)  entre  n et  i . On  remarque  (n®’  238 , 23g) 
que  si  l’dn  décrit  le  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon,  en  y ins- 
crivant un  carré  et  un  triangle  équilatéral , leur  côtés  sont 

et  1/3.  Quant  à t/5,  ^6. . . . , la  construction  (n®  3x8)  s’ap- 
plique à cette  recherche  i car,  sur  l’angle  droit  CBA  (ûg.  194), 
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prenons  AB  ^ a,  CQ*t--  i,  on  aura  AC=s  De  même 

CD—  I,  donne  AD  ss  v/6,  etc. 


33o.  L’e'quation  du  second  degré  x^-f^px  = y suppose  une 
ligne  r prise  pour  une  unité  (ii®  Saa);  il  faudrait  donc  remplacer  ^ 
par  ÿr,  ou  plutôt  par  m%  en  faisant  m®  a=s  çr.  Les  racines  de 


to’  8ontx=  — V^(m*  + on  les  construit 


aisément  d*après  les  procédés  généraux  que  nous  avons  indi>- 
qués;  mais  il  esf  plus  élégant  d'opérer  comme  il  suit. 

I®.  Si  l’on  ax® — px=x  — m*,  comme  m®=x(jp  — x),  m 
est  moyen  proportionnel  entre  x et  p — x.  Si  donc  on  élève 
(fig.  200)  AD  = m perpend.  sur  AB=p,  puis  si  l’on  décrit  la 
demi-circonférence  AEB  sur  le  diamètre  AB,  DE'  parallèle 
k AB  donne  les  points  E,  , pour  lesquels  la  perpend.  EP 
KixxE  F est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmens  du  dia* 
mètre.  Les  deux  racines  sont  donc  x=  AP  et  xs=  AF. 

2®.  Si  l’on  a x* — px=m^,  comme  mest  moyenne  propor- 
tionnelle entre  X et  X — p,  avec  le  rajon  AD  = \p  (6g.  io3), 
on  décrira  le  cercle  A EF,  puis  prenant  sur  la  tangente  une 
longueur  AC—tn,  la  sécante  CEF  passant  par  le  centre , donne 
X—  CE  et  = — CF,  puisque  m*  = CE  X CF. 

3®.  Si  l’on  a x‘  ~^px~zïim},  on  fera  la  même  construction 
que  .dans  les  cas  précédons  ; seulement  les  racines  sont  chan- 
gées de  signe,  puisqu’il  suffit  de  changer  x en— x,  pour  re- 
tomber sur  les  équ.  déjà  traitées. 

X.  Soit  proposé,  par  ex.,  de  mener  par  le  point  la  corde 
BD  (6g.  âo4),  dont  la  longueur  soit  donnée  =:c.  Con^rvant 
la  notation  du  problème  V,  nous  avons  encore  r^  — F,  ou 
ê*=xX  B A,  par  condition;  BÂ=c — x;  donc  ^®  = (c — x)x; 

XI.  Couper  une  droite  en  mqjrenne  et  extrême  raison;  il  faut 
trouver  sur  la  ligne  AC=a{^  io3)  un  point  B tel  que  le 
segment  BC=x,  soit  moyen  proportionnel  entre  la  ligne  AC,  , 
et  le  petit  segment  AB  = a — x,  d’où  x’=o  (a  — x),  et 

X =— i a ± V^(  a®  4- i a®). 

Le  radical  est  l’hypoténuse  CD  du  triangle  rectangle  ADC, 
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dontle  côté  = ce  triangle  est  facile  & cons- 

truire : on  a donc  x= — î <*  + CD.  Du  centre  D,  avec  le  rayon 
AD,  décri vei  le  cercle  EAF\  CE  est  — x;  on  porte  C£  de  C 
en  B,  et  le  problème  est  résolu , comme  on  l’a  fait  p.  2^5. 
Quant  à la  a*  racine,  elle  ne  convient  pas  à la  question;  pour 
l’interpréter  ( n°  lO^),  il  faut  changer  x en  — x dans  l’équ.  ci- 
dessus  qui  devient  x*  = a (a  -f-  x)  ; et  donne  x = j « -+-  CD  =a 
CF:  on  portera  CF  de  C en  D,  et  ce  point  D donnera  DC 
moyen  proportionnel  en  DA  et  CA.  Les  deux  solutions  con- 
viendront à cette  question  : Trouver  sur  la  droite  indéjinie  AC 
un  point  B ou  D,  tel  que  sa  distance  au  point  C soit  mojrenne 
proportionnelle  entre  sa  distance  au  point  A et  la  longueur  AC. 

33 1 . Pour  construire  les  formules  de  deux  dimensions  , on 
les  réduit  à deux  facteurs  BH  (comme  n°  3a'j)  ; l’un  est  la 
base,  l’autre  la  hauteur  du  rectangle,  dont  l’aire  a pour  va- 
leur l’expression  proposée.  Ainsi,  pourx^  \/cd(a*  — b‘),  on 
fera  a'  — cd  — ll'\  B et  H seront  des  lignes  faciles  à 

trouver,  et  l’on  aura  x = BH,  rectangle  connu. 

Mais  si  l’on  veut  que  l’aire  cherchée  soit  un  parallélogramme 
ou  un  triangle,  etc.,  comme  la  base  et  la  hauteur  ne  suffîscnt 
plus  pour  déterminer  la  figure , le  problème  admet  une  infinité 
de  solutions,  et  n'est  déterminé  que  si  l’on  donne  une  autre 
condition , telle  qu’un  angle , on  le  rapport  des  côtés,  etc. 

Pour  former  un  triangle  équivalent  a un  cercle  dont  le  rayon 

e%tR=a 

auteur  sera  une  ligne  h égale  à la  demi-circonférence,  ou 

h — icR  ^ 

et  il  reste  ensuite  à tracer  un  triangle  dont  on  prend  un  angle 
à volonté. 


Ces  valeurs  se  construisent  par  la  fig.  igg. 


si 


on  prendra  le  diamètre  iR  ponr  base , et  la 


33a.  Toute  formule  à trois  dimensions  se  réduit  à un  pro- 
duit de  trois  facteurs , x = ABC,  qui  sont  les  dimensions  d’un 
parallélépipède  rectangle , dont  le  volume  est  x.  On  peut  aussi 
construire  cette  expression  par  nn  cube , ce  qui  constitue  la 
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Cubatureà^i  corps,  ou  par  des  tétraèdres,  des  cylindres,  etc. 

Sur  les  Signes  des  quantités  dans  V Algèbre  appliquée 
à la  Géométrie. 

333.  Lorsque  deux  figures  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre  que 
par  la  grandeur  de  leurs  parties,  qui  y sont  d’ailleurs  disposées 
dans  le  même  ordre , on  dit  que  ces  figures  sont  Directes. 
Si  les  quantités  a, ÿ,e,d....x,  qui  composent  la  i”^,  sont  liées 
par  une  équ.  X=o,  elle  a également  lieu  pour  la  2*.  Mais  si  les 
deux  figures  difièrent  en  outre  par  la  disposition  de  quelques- 
unes  de  leurs  parties,  de  sorte,  par  ex.,  qu’on  ait  x —a — b 
dans  la  i^'  et  x=6  — a dans  la  2',  on  dit  alors  qu’elles  sont 
Indirectes  C**).  L’équ.  X=o,  qui  a eu  lieu  pour  l’une,  peut 
avoir  besoin  de  quelques  modifications  pour  devenir  applicable 
à l’autre  ; c’est  ce  qu’il  s’agit  d’examiner. 

En  nommant  x le  segment  CD  (fig.  190  et  193  ) formé  par 
la  perpend.  BD  sur  la  base  AC  du  triangle  ABC,  et  a,  b,  c 
les  côtés  opposés  aux  angles  A,B,C,  on  a ( page  268) 

BD'^=c^ —AD*~a'  — i’,  c'' 7=  a' AD' — x’ (i). 

Mettant  pour  sa  valeur  — CD  = b — x(fig.  193),  ou 

on  AC+CD=b  + x{üg.  1^0),  on  a 

c’=a’  + = 2ÔX.  . . (2). 

Les  figures  193  et  190  sont  indirectes,  puisque  x=A — AD  dans 
l’une,  et  x=AD  — b dans  l’autre  : chacune  des  formulés  (2) 
n’estdirectementapplicable  qu’à  l’une  des  fig.  Maislaformule(i) 
appartenant  à l’une  et  à l’autre,  la  substitution  de  la  valeur  d% 
AD  y a.  seule  introduit  des  difierences  qui , ne  provenant  que 
du  signe  dex,  montrent  que  l’une  de  ces  équ.  (2)  doit  se  dé- 
duire de  l’autre  en  changeant  x en  — x. 

334.  En  général,  si,  entre  les  quantités  a,  b,c...  x qui 
composent  deux  figures  indirectes , on  a les  équ.  o pour 

(*)  Carnot,  qui  est  l’auteur  de  cette  théorie,  qu'il  a développée  dans  sa 

Géométrie  de  position , nomme  corrélatives  directes  les  figures  directes , et  cor- 
rélatives inverses  les  figures  indirectes.  Consultez  cet  excellent  ouvrage. 
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l’une,  et  X'  = o pour  l’autre,  il  faut  qu’il  y ait  au  moins  une 
)i{;ne,  telle  queu,  qui  soit  la  somme  dans  la  i”  Hg. , et  la  difie- 
rencc  dans  la  2*  de  deux  autres  & et  x ; de  sorte  quea  = 6 — x 
pour  l’une,  et  a = b-i-x  pour  l’autre.  Or,  on  peut  toujours 
eoncevoir  une  troisième  équ.  y = o,  vraie  pour  l’une  et  l’autre, 
et  telle  qu’on  en  déduise  X=o,  ou  ,Y'  = o,  suivant  qu’on  y 
mettra  b-i-x,oub  — x pour  a. 

Or,  ces  valeurs  de  a ne  différant  que  parle  signe  de  x,  Y et 
Y'  doivent  se  déduire  l’une  de  l’autre  en  changeant  x en  — x. 
S’il  y avait  plusieurs  quantités  indirectes,  il  faudrait  eu  dire 
autant  de  chacune  d’elles.  Indiquons  les  moyens  de  reconnaître 
ces  quantités.  Si  l’on  fait  varier  la  position  des  points  de  la  2*fig. 
pour  la  rendre  directe  avec  la  i'%  en  comparant  les  deux  va- 
leursx  = ô — a et  a — b,  on  voit  que  a a dû  devenir  > i,  de 
<C.b  qu’il  était;  et  comme  la  variation  s’est  faite  en  suivant 
la  loi  de  continuité,  il  faut  qu’on  ait  eu  a =b  : ainsi  x a dû 
devenir  nul. 

Par  ex,,  si  C (fig.  igS)  se  meut  vers  D et  dépasse  ce  point, 
afin  que  la  fig.  soit  rendue  directe  avec  190  CD,  ou  x,  a été  nul 
lorsque  Ca.  passé  sur  D. 


IC  K 

X peut  être=  ^ ^ pour  l’une  des  fig.,  et=  ^ pour 

l’autre  ; alors  x aurait  passé  par  l’infini.  C* est  donc  U propre  des 
quantités  indirectes  de  ne  pouvoir  être  rendues  directes  par  le 
mouvement  continu  des  parties  de  l’une ^sans  se  trouver  dans 
V intervalle  devenir  zéro  ou  infini. 

Lors  donc  qu’on  a une  équ.  X = o,  entre  les  lignes  a,  b,  c. . .x 
dune  figure,  pour  obtenir  celle  X'=o,  qui  convient  à une 
figure  indirecte,  il  faut  simplement  changer  le  signe  des  quan- 
tités indirectes  : on  reconnaît  celles- ci  ^n  faisant  mouvoir  les 
lignes  de  l’une  des  figures  pour  la  rendre  directe  avec  l’autre  ; 
on  distingue  alors  quelles  sont  celles  des  lignes  a,b,c. . . x qui 
passent  par  zéro  ou  part  infini}  ces  dernières  peuvent  seules 
être  indirectes.  - - 

Mais  ce  caractère  peut  s’ofb'ir  sans  que,  pour  cela  , les  lignes 
qui  le  présentent  soient  indirectes;  il  faut  en  outre  que  les  re- 
T.  I.  23 
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latioiis  qu’on  tire  des  deux  figures , à t’aide  des  théorèmes  con- 
nus , servent,  par  leur  comparaison , à distinguer  les  quantités 
indirectes,  pour  leur  attribuer  ensuite  des  signes  contraires. 
C’est  ainsi  qu’après  avoir  reconnu  que  CD  = x devient  zéro 
(fig.  193)»  quand  C coïncide  avec  D,  on  doit  ensuite  tirer  les 
valeurs  de  CZ>,  qui  sont  AC—jiDi&Q.  ï^),  et  AD— JC 
( fig.  190)  ; ce  qui  montre  que  x a un  signe  dififérent. 

335.  Appliquons  cette  théorie.Dans  le  triangle  .4 (fig. 201), 
menons,  par  un  point  donné  D,  une  droite  PF,  et  cherchons 
le  rapport  « des  deux  triangles  ABC,  AEF.  Faisons  BC==a, 
AC-=b  AB  = c-,  menons  DI  parallèle  à AC,  et  soient 

AI=d,  DJ=f,  AF=x.  Le  rapport  est  = -^^^^ 

(n®-a64).  Or,  les  triangles  semblables  AEF,  DIF  donnent  ' 

A 


AE:s: 


x-H<f 


d’où 


€tbc{x-\-d)=fx’‘. . . (A). 


Cette  équ.  suppose  que  le  point  D est  dans  l’angle  /.^Cjmais  si 
ce  point  est  en  Z>'  dans  l’intérieur  du  triangle , on  aura  une 
figure  indirectei  la  première.  Faisons  mouvoir  D vers  D',  DI 
deviendra  D' J',  sans  quq,«,  b,  c,  ni  /aient  passé  par  o ou  oo  : 

AI  devenant  Af,  a pu  séul  être  indirect , et  1 est  ep  effet,  puis- 
que AI  = IB-  AB  et  AF  — AB— F B.  Notre  équ.  n’est, 
donc  applicable  à ce  cas  qu’après  avoir  changé  d en  — d,  sa- 
voir tbc  (x  — d) 

• Et  si  D'  se  transporte  en  D",D'F  posera, par  zéro,  pour  etre 
DT  ; on  s’assure  ensmte  queD'F  est  indirecte,  et  que/doit 
être  changé  de  signe,  Undis  que  a,  b,  c,  d restent  comme  ils 
étaient  ; d’où  «ùc  (t^-»x)  =fx\  Ce  cas , comparé  au  1”,  a com- 
porté deux  indirectes  d et/:  FF  l’est  paraillcment  ; mais  cette  ^ 
ligne  n’éUnt  pas  exprimée  par  l’une  des  lettres  du  calcul,  il^ 
n’a  pas  été  nécessaire  d’y  avoir  égard. 

Enfin,  si  la  droite  DFdoitcouper  l’angle  F AE'  (fig.  20 1 bu), 
il  est  aisé  de  voir,  en  faisant  tourner  DF  pour  devenir  DE',  ^ 
4ue  AF  deviendra  AF  en  passant  par  zéro,  et  qu’il  faut  chan- 


i 


» 


Digitized  by  Google 


DES  SIGNES  EN  GÉOMÉTRIE.  355 

gei‘  X en  — ar  dansl’équ.  {,A),  ce  qui  la  change  en  la  précéileiUe. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  traiter  directement  chaque  cas  , et 
d’arriver  aux  cqu.  correspondantes:  la  théorie  que  nous  expo- 
sons  est  précisément  destinée  à éviter  de  recommencer  ainsi  les 
calculs,  et  à prouver  que  l’une  des  équ.  renferme  toutes  les 
autres,  et  qu’^n  peut  eif  déduire  celles-ci  par  de  simples  chan- 
gemens  de  signes.  Conformément  à l’esprit  de  l’Algèbre,  une 
même  équ.  renfermera  donc  tous  les  cas;  il  ne  faut  que  savoir 
interpréter  cette  langue  pour  en  conclure  toutes  les  circons- 
tances que  peut  offrir  la  question. 

336.  Comme  toute  équ.  doit  donner  la  valeur  de  l'une  des 
lettres  qui  y entrent,  il  se  peut  que  précisément  cette  lettre 
soit  celle  qui  a dû  subir  le  changement  de  signe  pour  pouvoir  , 
s’appliquer  à la  ligure  proposée  ; alors  on  en  tire  une  valeur 
négative,  telle  quea:  = — dont  il  est  aisé  de  comprendre  le 
sens.  En  effet,  pour  obtenir  l’équ.  X=o,  on  a dû  supposer  le 
problème  résolu,  et  construire  une  figure  d’après  l’état  hypo- 
thétique des  données  et  de  l’inconnue.  La  solution  négative 
qu’on  obtient  annonce  que  la  figure  supposée  ne  peut  s’accor- 
der avec  la  question , et  qu’en  formant  cette  figure,  et  la  pre- 
nant pour  base  des  raisonnemens,  on  a introduit  des  conditions 
contradictoires.  Si  l’on  change  x en— x,  l’équ.  JC z=o  n’ap- 
partiendra plus  qu’à  une  figure  indirecte  ; c’est  à celle-ci , et 
non  à la  figure  supposée,  que  convient  la  solution  x = ^.  On 
devra  donc  faire  mouvoir  les  points  de  celte  dernière,  jusqu’à 
ce  que  X'=o  convienne , en  faisant,  bien  entendu , passer  par 
O ou  00  quelques  lettres.  Alors  c’est  à la  figure  ainsi  modifiée 
que  convient  la  solution  x — k. 

Appliquons  ces  considérations  à divers  exemples.  * 

1.  Étant  donné  un  point  D (fig.  20i)  hors  du  triangle  ABC, 
mener  la  droite  D/<’ telle,  que  les  deux  triangles  AEF,  ABC 
soient  dans  un  rapport  donné  «.  D étant  supposé  dans  l’angle 
lAC,  on  a trouvé  l’équ.  {A),  page  354, 
solutions,  l’une  positive-,  qui  détrriiiine  le  point  F\  l’autre 
négative,  et  quise  rapporte  à la  fig  201  bïs,  oû  £> F' coupe  l’aii- 

23.  . 
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gle  VAE'-,  cela  suil  de  ce  qui  a été’  dil  pour  les  cas  où  x est  ^ 

changé  en  — ('’')■  ‘ •» 

Par  le  point  D,  mener  DF  qui  sépare,  dans  V angle  indéfini 
CAB,  un  triangle  AEF  égal  à un  carré  donné  q*.  Fermons , par 
une  droite  quelconque  BC,  le  triangle  ABC,  dont  nous  ferons 
l’aire  = r%  carré  connu  (n»  256)  ; on  suppose  r^ou  = q.  Par 
condition,  9 et  rsont  données.  Voilà  donc  notre  rapport  connu 

« et  nous  retombons  sur  le  i"  problème  {**). 

II.  Étant  donnée  une  corde  ^D(fig.  202),  du  point  O, ex- 
trémité du  diamètre  CB  qui  lui  est  perpend.,  mener  une 
droite  OE  telle,  que  la  partie  FE,  comprise  entre  la  corde  et 
l’arc,  soit  de  longueur  donnée  m.  Soient  AB  =n,  BO  = b , 
FEs=m  et  OF=x-,  nous  aurons  OFx.  FE  = AF>:  FD  ou 
mx-={a-\- BF)  {a  — BF)i  or,  BF‘  = x^  — b*  -,  donc 

ma:  = «*  + **  — 

x=—\  m±.  V/(a’  + *’-l-ï  "*’)• 

L’une  de  ces  solutions  est  positive;  elle  n’olFre  aucune  diffi- 
culté, else  construit  aisément:  pour  interpréter  l’autre,  chan- 
geant*en  — X,  nous  aurousmx  = x’ — a’  — = BF‘  — a’; 


(*)  Voici  divers  problèmes  de  même  nature.  Séparer  d’un  triante  donné 
abc  , U»  triangle  AEF , lui  toit  à ABC  dans  le  rapport  connu  de  m : n ; 

i«.  Par  une  ligne  menée  du  sommet  B,  ou  d’un  point  F de  la  base,  lîg.  t34 
{«nr.  n®  a56  et  page  3oi  ) ; 
a®.  Par  une  parallèle  à la  base  ( vo}'.  page  349  ) i 
3®.  Par  une  ligne  EF  perpendiculaire  à la  base  AC,  fig.  igS,  page  338. 

(**)  Si,  par  le  point  donné,  on  mène  une  droite  qui  coupe  un  polygone 
quelconque , et  en  sépare  une  portion  égale  à un  carré  P,  en  prolongeant  les 
deuxcôtésotscupésparcette  droite  jusqu’à  leur  rencontre,  l’aire  extérieure  an 
polygone , et  comprise  dans  cet  angle , étant  désignée  par  A , celle  qui  est  sé- 
parée de  ce  môme  angle  est  :•  -f  A.  Si  donc  on  veut  séparer  d’un  polygone 
donné  une  aireV  connue,  il  suffira  de  prolonger  deux  côtés  quelconques,  et 
de  sépdrer  de  l’angle  qu’ils  forment , l’aire  -i- A.  On  aura  soin  de  comparer 

ainsi  tous  les  côtés , deux  à deux , pour  obtenir  toutes  les  solutions , on  né- 
gligeant celles  où  la  sécante  se  trouve  ne  couper  l’un  des  côtés  qu’à  son  pro- 
longement. On  pourrait  encore,  au  lieu  de  donner  r,  prescrire  t/ue  la  partie 
séparée  du  polygone Jit  i son  aire  dans  le  rapport  donné  de  m à n. 

* 
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ce  qui  suppose  BF"^  a ou  BD.  Faisons  donc  tournée  OF jus- 
qu’en OF"  \ on  voit  qu 'alors  a,  b,  x sont  denneurés  directs; 
mais  lorsque  OF  passe  en  D,  FE  et  FD  sont  rendus  nuis;  de 
^\xxs  FD  = BD  — BF  et  FD=.BF  — BD  : donc  F'D  est 
indirect  à FD.  Il  en  est  de  même  de  FEf  = m\  car  on  a 


(n°  221  ) FE 


AF:<FD 
FO 


, où  FD  est  indirecte.  Donc  la  so- 


lution qui  convient  à F'O  se  trouve  en  changeant  ici  ni  eu — m, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  s:  en  — x. 

La  question  admet  donc  deux  solutions  à droite  de  OB  ( et 
par  conséquent  deux  à gauche)  ; l’une  est  donnée  par  la  raoine 
positive,  l’autre  par  la  racine  négative  (^.  Du  reste  il  pourrait 
arriver  que  la  question  proposée  n’admît  pas  les  solutions 
indirectes  ; c’est  ce  qui  a lieu  lorsque  le  problème  exige  que  FE  t 
soit  pris  dans  le  cercle,  et  non  au-dehors  : alors  les  solutions 
négatives  deviennent  insignifiantes;  on  en  a vu  des  exemples  ' 
n*  33o. 

III.  Quel  est  le  ^gment  sphérique. G>rfZ>/(fig.  167)  dont  le 
volume  est  égal  à celui  du  cône  CDIGl  On  a vu,  p.  333,  que  le 
secteur  DAG  = j «rVi,  en  faisant  la  flèche  AJ=h\  d’ailleurs 
le  cône  CDGI  = \ C/X  cercle  £>/=|  (r  — h)  a-A%  en  faisant 
la  demi-corde  Dl—k.  La  condition  imposée  revient  à dire 
, que  le  cône  est  la  moitié  du  secteur,  d’où  (r  — h)k’‘=r'h; 
mais  DJ  est  moyen  proportionnel  entre  les  segmens  du  dia- 
mètre, ou  k'r^h^ir — A);  ainsi  (ar — h)  (r — h)—r^,  ou 
A’  — 3rA O,  et  A=ir(3±  ces  deux  solutions, 

celle*  qui  répond  à -h  y/'Sest  insignifiante , puisqu’il  faut  visi- 
blement que  A soit  ^2r. 


337.  11  est  un  genre  de  problèmes  qui  se  rapportent  à cette 
théorie , et  qui  méritent  de  nous  arrêter. 


(*)  Cal  exemple  prouve  que  le  nombre  des  solutions  d’une  question  n’est 
pas  toigours  donné  par  le  degré  de  l'inconnue;  pour  n’en  omettre  aucune,  il 
faut  taire  varier  la  figure,  la  comparer  avec  toutes  ses  indirectes  , en  laissant 
toujours  les  données  fixes. 
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Supposons  qu’il  faille  déterminer,  d’après  des  conditions 
données , un  point  B (fig.  2o3)  sur  une  ligne  fixe  CB  ; on  prend 
un  point  arbitraire  A,  qu’on  noiuiiie  Origine,  et  l’on  cherche 
la  distance  AD  =x  entre  ces  deux  points.  Il  peut  arriver  alors 
que  l’équ.  JC  = o,  qui  renferme  les  conditions  du  problème, 
admette  une  solution  négative  jr  = — a;  il  s’agit  d’expliquer 
ce  résultat. 

On  a vu  que  répond  au  problème  proposé,  en  y sup- 
posant cependant  que  x devienne  indirecte  ; or,  si  le  point  B se 
meut  vers  C pour  se  placer  en  B',  AB  sera  nul  lorsque  B toin- 
betasur  A \ ensuite  deviendra  indirecte;  car  CB — CA, 

et  AB'xxCA — CB'.  Si  donc  rien  n’indique,  dan.s  le  pro- 
blème , que  le  point  cherclié  soit  situé  à droite  de  l’origine  A, 
il  est  clair  que  la  distance  x = <z,  portée  de  A en  B' , c.-à-d.  à 
gauche,  y satisfait.  On  voit  même  que  la  solution  négative 
X'= — « indique,  dans  JC=o,  une  absurdité,  qui  provient  de 
ce  que,  pour  obtenir  cette  équ.,  on  a supposé  le  point  cherché 
placé  eu  B,  à droite  de  l’origine  ; position  c^tradictoireàcelle 
que  la  question  comporte  , puisqu’on  a donné  à la  figure  hy> 
pothélique,  d’après  laquelle  on  a obtenu  l’équ.  JC=o,  une 
forme  indirecte  de  celle  qu’elle  devait  affecter  réellement.  Cette 
erreur  est  rectifiée  en  plaçant  B k gauche  de  A,  en  B'. 

338.  On  doit  conclure  de  là  que  toutes  les  fois  que  le  but  * 
d^un  problème  est  de  trouver,  sur  une  ligne  fixe,  la  distance 
A un  point  inconnu  à F origine,  il faut  supprimer  le  signe  des 
solutions  négatives  que  donne  le  calcul,  et  en  porteries  valeurs 
en  sens  opposé  à celui  oit  on  les  avait  placées  pour  obtenir 
l’équation. 

C’est  ce  qu’un  a pu  remarquer  dans  le  problème  (n*  Sag,!!), 
où  l’on  a porté  aussi  l’inconnue  G/(fig.  ig6)  de  G en  De 
même  pour  Iq  problème  III,  on  a pris  CZ>'  = CD  (fig.  197), 
et  D' a été  un  nouveau  point  de  contact  du  cercle  cherché  avec 
la  droite  DD',  etc. 

Résolvons  encore  ce  pi'oblème. 

Sur  une  ligue  AC{ûg.  ao3),  quel  est  le  point  B'  dont  les 


0 
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distances  aux  points  fixes  ^ et  C forment  un  produit  donné 


= m’?Soit  AC=.Oj  CB'=:x;  onaAB'=a — x,  d’où 
x(<i  — x)  = m%  et  a±.  \/(j 

Il  sera  facile  de  construire  cette  solution  qui  est  douille, 
(n”  33o).  Si  <1,  X devient  imaginaire  ; mais  il  ne  faut 

pas  en  conclure  qu’il  y ait  absurdité  dams  la  question  ; car  l’er- 
reur peut  provenir  de  ce  qu’on  a attribué  au  point  cherché  B'^ 
une  position  qui  ne  lui  convenait  pas.  Plaçons-le  donc  ei)  B, 
hors  de  l’espace  alors  CB  = x donne  AB  — x — a,  puis 

x{x  — a)'=xm',  x=z\a±^ 

11  en  résulte  que,  i°.  si  la  question  exige  que  le  point  de- 
mandé soit  situé  hors  de  AC,  elle  n’est  jamais  absurde , et  ses 
deux  solutions  sontl'une  en  B , l’autre  en  £;  celle-là  provient 
de  la  racine  positive,  et  celle-ci  de  la  négative,  ou  EC=AB. 

2*.  Si  la  question  exige  que  le  point  soit  situé  entre  A et  C, 
elle  est  absurde , à moins  que  m ne  soit  ■<  i AC,  c.-à-d.  que 
le  plus  grand  rectangle  qu’on  puisse  faire  avec  les  deux  parties 
de  AC  est  le  carré  de  sa  moitié  (n°  97,  III.  j.  On  remarquera 
surtout  que  l’absurdité  indiquée  par  le  symbole  imaginaire 
résulte  précisément  d’une  erreur  de  position  du  point  B,  ana- 
logue à celle  qui  conduit  ordinairement  aux  solutions  néga- 
tives; ce  qui  jette  un  grand  jour  sur  la  théorie  que  nous  avons 
développée. 

3".  Enfin, «i  la  question  laisse  la  liberté  de  placer  le  point 
cherché  entre  A et  C,  ou  en  dehors , elle  admet  2 ou  4 solutions, 
suivant  que-;  aest<I  ou  ^ m.  Dans  ce  dernier  cas,  le  nombre 
des  solutions  n’est  point  donné  par  le  secours  de  l’Algèbre  seule, 
< ou  plutôt  l’Algèbre  donne  en  effet  tout  ce  qu’elle  doit  donner, 
puisqu’elle  ne  rend  que  ce  qu’on  lui  a confié.  Le  problème  II, 
p.  356,  est  dans  le  luénie  cas. 

339.  Dans  tout  problème  de  Géométrie,  il  y a comme  on 
voit,  deux  choses  à remarquer. 

I®.  Toute  é(ju.  n'est  vraie  que  pour  la  Jig.  d’où  on  l’a  tirée, 
et  qui  doit  jr  demeurer  annexée  si  Von  veiÿ  l’appliquer  à une 
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autre  Jig.  indirecte  à la  i",  on  devra  y changer  les  signes  de 

certaines  lettres  désignant  les  données. 

2®.  Quand  1‘ inconnue  % est  négative,  Vequ,  dou  elle  est  dé'  . 
duite  est  défectueuse  en  tant  qu'on  l’applique  à la  fig.  directe / 
il  faut  jr  changer  la  distribution  des  parties,  pour  l’amener  à 
donner  une  valeur  de  x positive.  Par  ex.,  si  la  longueur  x est 
comptée  sur  une  ligne  fixe,  elle  devra  être  portée  en  sens  con- 
traire à celui  qu’on  a supposé. 

340.  Pour  déterminer  la  situation  d’un  point  M sur  un  plan 
(fig.  210),  on  a coutume  d’employer  le  procédé  suivant.  On 
trace  deux  droites  quelconques  Ax.,  Ajr,  et  parle  point  M 

on  mène  les  parallèles  MQ,  MP  à ces  lignes.  Soient 

MQ=x=zAP,  qu’on  nomme  V abscisse;  MP=jr=xA Q,  qui  est 
Vordonnée  du  point  M.  Si  ces  longueurs  sont  données,  le  lieu 
du  point  M sera  connu,  puisqu’en  prenant  AP  =x,  A Q —jr, 
chacune  des  ligues  PM , QM,  parallèles  à Ajr,  Ax,  devra  con- 
tenir ce  point  ; il  sera  donc  à leur  intersection.  Si  = o,  le 
point  est  situé  sur  Ax-,  il  est  sur  lorsque  x=  o ; enfin 
pour  le  point  A,  x cijr  sont  nuis;  Ax  et  Ajr  sont  appelés  les 
axes,  A est  Vorigine,  l’x  et  Vjr  sont  des  coordonnées  de  M, 

Il  est  vrai  que  rien  ne  disant  à priori,  si  le  point  est  placé 
dans  l’angle  jrAx,  plutôt  que  dans  ceux  jrAx',  J Ax,  ou 
jAAx',  la  longueur  X aurait  pu  être  portée  en  AP',  et  de  même 
J’en  AQ'\  de  sorte  que  les  quatre  points M" , N',  satis-  ; 
faisantaux  conditions  données,  il  y aurait  indécisipn  entre  eux  : 
mais  il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ci-dessns  , que,  1®.  si  le  point  est  ■ 
inconnu,  le  calcul  le  déterminera  en  donnant  ses  coordonnées 
X et  Y,  et  selon  les  signes,  on  assignera  sa  position.  Nous  sup- 
poserons dorénavant  que  les  x positives  sont  comptées  de  A 
vers  la  droite  ; et  les  y positives  de  A vers  la  partie  supé- 
rieure. Ainsi,  pour  les  points  situés  dans 

L’angle  vAx , tel  que  M , x et  y sont  positifs.  |.^ 

L’angle  y KxT , tel  que  H , x est  négatif  et  y positif. 

L’angle  y' Al , tel  que  M',  X est  positif  et  y négatif. 

L'angle  x'Ay',  tel  que  K',  x eiy  sont  négatifs. 

2®.  Si  le  point  est^onné,  l’équ.  tirée  de  sa  situation  supposée 
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n’aura  besoin  d’être  modifiée,  quant  à certains  signes,  qu’au- 
tant  qu’on  ferait  varier  la  position  de  ce  point;  et  pour  éviter 
la  nécessité  de  conserver  la  fig.  annexée  àl’équ.  qui  en  est  ré- 
sultée , on  suppose  ordinairement  au  point  quelconque  donné 
la  situation  il/ dans  l’angle  afin  que  cette  fig.  s’offre  d’elle- 

inénie:  on  distingue  aisément  ensuite,  quand  on  veut  appliquer 
la  formule  à un  ex.,  proposé , s’il  y a lieu  de  cLanger  les  signes 
des  coordonnées  x et^  de  quelque  point  donné. 

L’angle  Xy^  des  coordonnées  est  le  plus  souvent  droit  ; alors 
les  lignes  x et_^  étant  perpendiculaires  aux  axes,  sont  les  dis- 
tances du  point  M à ces  droites , ce  qui  simplifie  le  discours  et 
facilite  les  constructions. 

K.  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE. 


Des  Sinus  , Cosinus , Tangentes  , etc. 

r 

341 . Jusqu’ici  nous  avons  plutôt  évalué  les  inconnues  en  li- 
gnes qu’en  nombres  cependant  on  sent  que  l’exactitude  des 
solutions  graphiques  dépendant  de  la  perfection  des  instrumens 
et  de  l’adresse  avec  laquelle  on  les  emploie,  pour  obtenir  des 
approximations  aussi  grandes  qu’on  veut,  on  doit  préférer  l'u- 
sage des  nombres.  Comme  on  décompose  toutes  les  figures  rec- 
tilignes en  triangles , les  opérations  géodésiques  les  plus  com- 
pliquées se  réduisent,  en  dernière  analyse,  à des  résolutions  de 
triangles , c’est-à-dire  à la  recherche  de  la  valeur  numérique  des 
diverses  parties  qui  les  composent.  La  Trigonométrie  est  la 
doctrine  qui  enseigne  ces  sortes  de  calculs. 

Il  est  nécessaire  de  trouver  des  équ.  qui  lient  les  angles  d’un 
triangle  à ses  côtés,  afin  que  plusieurs  de  ces  parties  étant 
données,  on  puisse  trouver  les  autres.  L’introduction  des  an- 
gles dans  le  calcul  exige  quelques  précautions,  parce  qu’ils  ne 
peuvent  être  rapportés  à la  même  unité  que  les  lignes.  On  a re- 
marqué que  l’angle  ZJCy/(  fig.  206)  serait  déterminé,  si  la  po- 
sition d’un  point  quelconque  du  côté  Z»C  l’était  par  rapport 
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au  côté  ^C.  Décrivons  du  sommet  C,  avec  un  rayon  4uelcon- 
que  CK,  l’arc  AG;  l’abscisse  67et  l’ordonnée  /Arectanfjulaires 
déterminent  le  point  A,  et  par  conséquent  l’angle  G;  même 
une  de  ces  longueurs  suffit,  parce  que  le  rayon  est  connu. 

L’abscisse  (fig.  2o5)  CD  d'un  point  quelconque  B de  la  cir- 
conférence s’appelle  le  Cosinus  de  l’arc  AB\  l’ordonnée  BD  en 
e$tle5inury  on  définit  ainsi  ces  lignes  : le  sinus  <f  un  arc  est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l’une  -des  extrémités  de  l’arc  sur 
le  rayon  qui  passe  par  Vautre  extrémité;  le  cosinus  est  la  dis-  , . 
lance  du  pied  du  sinus  au  centre. 

34a.  Si  l’on  eût  élevé  HG  ( fig.  ao6  ) perpendiculaire  sur  CA, 
et  par  conséquent  tangente  en  G,  l’une  des  longueurs  GH  et 
CB  aurait  aussi  déterminé  l’angle  C et  l’arc  AG  : on  nomme 
HG  la  Tangente,  et  CH  la  Sécante  de  cet  arc  ; ce  ne  sont  plus , 
comme  en  Géométrie,  des  lignes  indéfinies.  La  tangente  KL  ^ 
d’un  are  AB  (fig.  2o5)  est  la  partie  qu’interceptent,  sur  la  e 
tangente  menée  à Vune  des  extrémités  de  cet  arc,  les  deux 
rqyons  qui  le  terminent;  la  sécante  CT  est  le  rayon  prolongé 
jusqu’à  la  tangente. 

Lorsque  l’arc  AA,  complément  de  AÔ , est  déterminé,  AB 
l’est  également;  on  peut  donc  fixer  la  grandeur  d’un  arc  AB  , 
eu  donnant  le  sinus  GA,  lataugente  AAf,  ou  la  sécante  Gd/du 
complément  BE  ; c’est  ce  qu’on  nomme  le  Cosinus,  la  Colan- 
gente  et  la  Cosécante  de  l’arc  AB,  ou  le  sinus,  la  tangente  et 
la  sécante  du  complément  de  cel  arc. 

343.  Le  rayon  étant  donné,  la  grandeur  d’un  angle  ou  d’un 
arc  dépend  de  celle  de  son  sinus,  ou  son  cosinus,  ou  sa  tan- 
gente , ou  sa  sécante , ou  sa  cotangente,  ou  sa  cosécante , qu’on 
désigne  par  Sin,  Cos,  Tang,  Séc,  Cot,  Coséc.  Nous  pourrons 
donc,  dans  les  calculs,  introduire  les  arcs  et  les  angles,  en 
nous  servant  de  la  même  unité  que  pour  les  lignes  droites,  but 
que  nous  nous  étions  proposé.  Mais,  avant  de  faire  usage  de  ces  . 
considérations,  comparons  ces  lignes  trigonomélriques  entre 
elles  , et  clierclions  les  équ.  qui  les  lient,  puisqu’il  est  évidcnlu 
qu’n/if  seule  étant  connue,  les  autres  en  dépendent. 
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Le  triangle  rectangle  flCD  (fig.  ao5)  donne  CD*-^BD'=s€B*: 
CD  est  le  cosinus',  DB  le  sinus  de  l’arc  AB— a,  CB  est  le 
rayon  R ; donc 

. sin’a4-cos’a  = /l’. . . . (i). 

Le  triangle  rectangle  donne  CT^  = CA^+  AT*. 


ou 


sec’  a = tang’  a -f-  iî’. . . . (2). 


Les  triangles  semblables  CBD^  CTA  donnent 
ÇD^CA  CD  _ CB 
BD~  AT^'’  CA~  CT' 


tang  a 


R sin  a 
cos  a 


se'c  a 


R* 

cos  a 


Cette  dernière  formule  prouve  que  le  rayon  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  cosinus  et  la  sécante  : du  reste,  les  équ.  (1), 
(2)  et  (3) , suffisant  pour  exprimer  que  les  triangles  CBD , CTA 
sont  rectangles  et  semblables , la  4*  est  une  conséquence  des 
trois  autres.  Ainsi,  on  ne  doit  pas  regarder  ces  quatre  rela- 
tions comme  distinctes;  elles  n’équivalent  qu’à  trois.  On  peut 
même  s’en  convaincre  directement  en  déduisant  l’une  quel- 
conque des  autres  par  l’élimination. 

344-  Ces  formules  doivent  aussi  avoir  lieu  entre  le  sinus,  le 
cosinus , la  tangente  et  la  sécante  de  l’arc  EB  complément  de 
AB.  On  peut  donc  y changer  le  sinus  en  cosinus,  la  tangente 
en  cotangente,  etc.;  mais  les  triangles  semblables  CBD  {on 
CBG),  et  CME,  donnent  directement  ces  nouvelles  relations; 
CG  GB  CG  CE  ,,  . 

CE~  EM'  CB~  CM'^*^^ 

cot  a = — — . . . . (5)  ; et  coséc  « = . . . (6). 

sin  a sin  a 

En  multipliant  les  formules  3 et  5,  ou  comparant  les  deux 

triangles  CTA  et  CME,  on  trouve  que  le  rayon  est  moyen 

proportionnel  entre  la  tangente  et  la  cotangente,  ou 

tang  a X col  a = /!’■.. . (7). 
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Enfin,  le  trian0le  rectangle  CME  donne 
CM'=^CE‘‘~\- EM',  ou  cose'c*a  = fl'+cot*  a. , . (8). 

345.  Ces  8 équ.,  qui  n’en  forment  qqe  5 distinctes,  servent 
à trouver  les  quantités  sin  a,  cos  a,  tango,  cota,  seca,  cose'c  a, 
lorsque  l’une  est  connue.  Il  suflit  d'un  calcul  simple  pour  éli- 
miner. Par  ex.,  (i)  donne  le  sinus  quand  le  cosinus  est  connu, 
et  réciproquement  ; car 

sin  a = ^/(/î*  — cos*a),  et  cos  a = ^ {R'  — sin*  a ) . 

De  même,  (2)  donne  la  tangente  quand  on  la  sécante,  etc. . . . 

346.  Parmi  ces  combinaisons,  nous  distinguerons  la  suivante 
il  cause  de  son  utilité.  Cherchons  le  cosinns  i'étant  donnée  la 

R* 

tangente.  De  (4),  on  tire  cos  ; et  comme  (2)  donne... 

'séc  a=  V^(/î*  tang*  a) , on  en  conclut 

cosa=  (9)l 

enfin , (3)  donnant  /{  sin  a = cos  a X tang  a,  on  a 

ü tanga  , , 

8ina=— — (to). 

V/ffl’  + Ung’a)  • 

On  appelle  le  x/niM—t>ewe  de  l’arc  d’où 
sin-verse  a— R — toi  a. 

347 • Par  sm  cos  a il  faut  entendre  le  sinus,  cosi- 

nus... d’un  arc  dont  la  longueur  est  a,  le  rayon  étant  fixé 
= /{ ; or,  celte  longueur  dépend  du  rapport  de  l’arc  a,  avec  le 
quadrans,  et  sa  détermination  semble  exiger  un  calcul  ; mais 
lorsqu’on  emploie  les  arcs  pour  mesurer  des  angles,  le  rayon 
est  tout-à-fait  arbitraire;  les  arcs  semblables  étant  proportion- 
nels aux  rayons  (n*  i8a,  3*.),  ce  n’est  plus  la  longueur  absolue  a 
de  l’arc  qui  entre  dans  les  calculs,  mais  son  rapport  avec  le  rayon. 
Les  sinus  croissent  aussi  proportionnellement  aux  rayons, 

B jé. 

l’angle  demeurant  le  même  ( fig.  206),  puisqu’on  a 
Le  rapport  du  sinus  au  rayon  s’appelle  le  Sinus  naluril;  il  a pour 
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valeur  le  sinus  de  l’6U'c  semblable  pris  clans  le  cercle  dont  le 

. sina  , , . 1 

layon  esti/n,  puisque  sin  a et sont  alors  equivalens. 


Concluons  de  là  que,  i*.  lorsque  le  rayon  sera  ainsi  arbi- 
traire, ce  qui  arrive  la  plupart  du  temps,  nous  ferons  /?r=  i, 
pour  simplifier  les  formules  ; d’où 

sin’ a >4- cos*  a = i,  tang’a-l-  i =séc’a,  tang  a.  cota=  i , 


sin  a 

tanea= , seca  = 

“ cos  a 


cos  a 


cot  a = 


cos  a 
sin  a’ 


etc. 


2*.  Mais  la  supposition  7!  = i rendant  les  calculs  propres 
aux  cas  seulement  où  le  rayon  est  arbitraire,  si  l’on  veut  réta- 
blir les  formules  dans  l’état  plus  général  où  le  rayon  H est  dé- 

, sina  cos  a 

termine , on  y remplacera  siii  a , cos  a. . . , par  - — , , 


ou  plutôt  on  distribuera  des  puissances  convenables  de  B,  de 
manière  à produire  l’iiompgénéité  ( n”  322  ). 

3*.  Lorsqu’on  connaîtra  la  valeur  numérique  sin  a du  sinus, 
d’un  arc  a,  pris  pour  un  rayon  H,  on  aura  celle  du  sinus  de  l’arc 
a'  semblable,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  H',  en  multipliant 
par  le  rapport  du  deuxième  rayon  R'  au  premier  A,  car 


sin  a 


sin  a , R 

— y ■ donne  sin  a =—  X sina. 
R R 


4®.  Dans  la  mesure  des  angles  j on  n’emploie  pas  la  lon- 
gueur absolue  des  arcs,  mais  leur  rapport  au  quadrans ; ainsi , 
par  sin  a,  on  entend  le  sinus  d’un  arc  dont  a est  le  nombre  de 
degrés.  {Voyez  n®  i83.  ) 

348.  L’arc  de  cercle  (de  rayon  R)  dont  la  longueur  est  a,  ayant 
pour  graduation  (a®),  exprimée  en  degrés  et  fractions  déci- 
males, ou(a')  en  minutes,  ou  (a*)  en  secondes,  cherchons  des 
relations  entre  ces  quantités.  Le  rayon  étant  1,  la  longueur  de 
la  demi-circonf.  est  (page2^8) 

ir=3,i4i59  26536,  0,49714  987^7» 

« est  la  longueur  de  180°  ou  de  10800  , ou  de  648000°  ; on  a 
180®  ; T îî  (a")î  a,  d’où  «-(a*)— 180. a;  deniemeir(a')=io8oo.a. 
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■■(a*)  =.648000.  O;  donc  en  divisant  par  x,  et  posant 
!*—  /“'=  3437', 746,  I*  = 206264', 8, 

on  a ^(o“)  ^ (<>  ) R{a)=/ta. 

Ces  iqu.  donnent  la  longueur  a.  d’un  arc  de  rayon  R,  dont 
on  connaît  la  graduation,  et  réciproquement. 

Si  l’on  fait  o=  R,  on  a(a*)=/<;/u  est  donc  le  nombre  de  de- 
grés  de  l'arc  égal  au  rayon  f fc,  p,"  sont  les  nombres  de  mi- 
nutes ou  de  secondes  de  cet  arc.  Courbons  le  rayon  sur  la  cir- 
conférence , il  y occupera  une  longueur  de  (a°)  degrés,  ou  de 
{d)  minutes,  ou  de  {a“)  secondes.  Prenons  ensuite  un  arc  d’un 
degré,  ou  (0'*)=  i,  le  rayon  R étant  i ; nous  avons 


^ arc  1®’ 


de  mêmeM'  = - 


I 

arc  I'  sin  I " arc  1"  sini' 
attendu  que  les  arcs  de  1'  et  de  1'  étant  très  petits,  on  peut, 
sans  erreur  sensible , les  remplacer  par  leurs  sinus  (n®  362). On 
conclut  de  là  que  lorsqu'il  entre , dans  une  expression  analy- 
I tique,  un  arc  de  cercle  déterminé  par  sa  longueur  a,  le  rayon 
étant  un,  pour  y introduire  à la  place  lenombre  de  secondes  (a') 
de  cet  arc,  il  suffit  de  remplacer  a par  (a*)  sin  i e/ par  (a')  sin  i ' 
si  Fon  veut  exprimer  V arc  en  minutes.  On  trouve 

Logf«  = 1,7581a  a63a4,  compl.  = â^a4i87  73676, 

liog  ft'  = 3,53627  388a8,  compl.  = 4i46372  6117a  = L sin  1', 

Logyu"  = 5,3i44>  5i33a,  compl.  = 6,68557  48668  =:  L sin  i", 

34g.  Jusqu'ici  notre  arc  AB  est  le  quadrans  (fig.  ao5  ) ; 
faisons  mouvoir  le  point  de  A vers  EHÂK. . . pour  lui  faire 
décrire  le  cercle  entier,  et  suivons  les  variations  qu’éprouvent 
le  sinus  et  le  cosinus.  En  A le  sinus  = o,  le  cosinus  = R.  A 
mesure  que  l’arc  AB  croit,  le  sinus  augmente,  le  cosinus  di- 
minue , jpsqu’en  £ ; le  quadrans  AE  a R pour  sinus  et  o pour 
cosinus. 

Passé  45  degrés  sexagésimaux,  un  arc,  tel  que  53°,  ayant  pour 
complément  37°,  le  sinus  de  l’un  est  le  cosinus  de  l’autre  : ayant 
donc  une  table  de  sinus  et  de  cosinus , étendue  jusqu’à  45®,  la 
colonne  des  cosinus  est  aussi  celle  des  sinus  des  arcs  coinplé- 
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menudres,  qui  sont^  même  soin  d'y  indiquer  ces 

coraplémens.  . , ■ 

^Au-delà  de  AE—^o°,  leeinus  décroît,  le  cosinus  augtnente:' 
on  voit  que , pour  A EH,  les  triangles  égaux  HIC=BDC  ont 
BTitaBD  ; ainsi , le  sinus  if  un  arc  est  le  même  que  celui  de 
son  supplément.  La  même  chose  a lieu  pour  le  cosinus,  car 
JC=CD;  seulement , lorsque  l’arc  est>  i»  le  cosinus  est  né» 
gatif(  n“  340).  Pour  la  demi-circonf.  AEA , le  sinus=o,  le 


cosinus  = — fl. 

Nous  voyons  doue  que  passé  90°,  les  siuus  et  cosinus  se  re- 
'produisent;  pour  137”  le  sinus  est  le  même  que  celui  de  43°, 
‘qui  en  est  le  supplément  : on  peut  même  préférer  le  cosinus  de 
4y*  qui  lui  équivaut  ; sin  1 37°=s:sin  43°=cos  fyf.  On  voit  qu’/7 
'suffit  doter  g aux  dixaines  et  de  changer  le  sinus  en  cosinus, 
lorsque  Parc  passe  90°.  Cette  remarque  est  surtout  utile  lorsque 
'l’arc  est  accompagné  de  minutes  et  de  secondes;  de  même 
' cos  137“  17' 3a*  = — sin  47°  17' 32". 

Quantaux  autres  lignes  trigonométriques,  on  pourrait  suivre 
de  ntpme  sur  la  figure  leurs  variations  et  leurs  signes;  mais  il  est 
préférable  de  recourir  aux  formules  3,  4t  5,  6,  puisque  l’on 
vient  de  reconnaître  lés  signes  du  sinus  et  du  cosinus.  On  verra 
donc  que 

sino=.  O,  cos  O = fl,  donnent  tang  0=0,  séco  = fl,  coto=oo, 
sin  i*  = fl,cosr«=o Ung  t»=  oo=sséc  i»,  cot  i^  = o. 

Dans  le  premier  quadrans  tang  a,  sec  a croissent  avec  a ; cota 
décroît  : sin  a est  positif  dans  le  second  quadrans , tang  a,  séc  a 
déci'oissent,  cota  croit  avec  l’arc  a;  tanga  et  cot  a sont  néga- 
tifs. On  voit,  comme  ci-dessus,  que  tang  137®=  — cot  47°, 
cot  i37°as — tang  47* 

Dans  les  deux  autres  quadrans,  le  sinus  et  lé  cosinus  repre- 
nant les  mêmes  valeurs,  on  voit  que  tout  arc  plus  grand  que 
le  quadrans,  a pour  sinus,  cosinus,  tangente, . . Ift  même  va- 
leur, en  ôtant  180°  autant  de  fois  qu’il  est  possible  y seulement 
il  faut  avoir  égard  aux  signes;  ceux  du  sinus  et  du  cosinus  sont 
connus  et  servent  à déterminer  les  autres.  Ainsi 
sin  257°  = —sin  77°,  tang643°s  tang  io3®=  — cot  i3®.  , 


y 


\ 
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Ces  diverses  propositions  s’expriment  ainsi  : pour  l’arc 

I quad.  -I-a. . . . le  sin  = eos  a , le  cos  = — sin  <i,  la  tang  = — eot  a, 
a quad.  +«••••  le  sin  = — sin  a,  le  cos  = — cos  a , la  Ung  = tang  a. 

3 quad.  +a le  sin  = — cos  a,  le  cos=  sin  a,  la  tang  = — cot  a. 

Si  l’arc  passe  4 quadrans,  ou  36o°,  il  faut  d'abord  eu  retrao- 
clier  toutes  les  circonférences.  On  voit  maintenant  pourquoi  les 
tables  desinu.s,  cos — , ne  s’ètendentpas  au-delà  du  quadrans, 
ni  mcine  du  deini-quadrans. 

350.  Lorsque  l’arc  est  déterminé,  son  sinus,  sa  tanf'ente,  son 
cosinus. . . le  sont;  mais  l’inverse  n’est  point  vrai; ainsi  le  si* 
nus  BD  ( Rq.  2o5  ) appartient  non- seulement  à l’arc  ^B,  mais 
aussi  à son  supplément  et  à ces  arcs  ^B  et  AH,  augmentés 
d’un  nombre  quelconque  de  circonférences.  Tous  ces  arcs  ne 
donnent  que  deux  angles  supplémens  l'un  de  l’autre.  On  fera 
le  même  raisonnement  pour  les  cos. . . On  doit  donc  s’atten- 
dre à trouver  deux  angles  pour  solutions , toutes  les  fois  que  le 
calcul  aura  déterminé  le  sin  ou  le  cos. . . ; il  reste  ensuite  à né- 
gliger s’il  y a lieu,  celle  qui  ne  convient  |'>as  au  problème. 

351.  Ën  regardant  l’arc  comme  étant  désigné  contraire 
à AB,  on  voit  que  (page  36o) 

»in( — fl)= — sin  a,  cos( — a)=cos  a,  tang( — n)= — tanga... 
Formules  générales. 

352.  La  résolution  des  triangles  est  renfermée  dans  un  nombre 
convenable  d’équ.  entre  les  côtés  et  les  angles. 

En  prolongeant  BD  ( fig.  2o5  ) , on  a BD  = ^ B F-,  ainsi  le  si. 
nus  d'un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  d' un  arc  double. 

Si  B F est  égal  au  rayon,  il  sera  le  côté  de  l’bexagone  régulier 
inscrit  (238)  F sera  le  sixième  de  la  circonf.,  et  B A sera 
le  tiers  de  AE.  Le  sinus  du  tiers  du  quadrans  est  donc  la  moitié 
du  rayon.  Les  formules  (i),  (3),  (5),  donnent 

sini*  = i/î,  cosi»=i/lV/3,  tang  coti»  = /?v/3, 

on  connaît  aussi  sin  puisque  cos  = sin  : d’où 
sin  §«=ifii/3,  cos  tang  = cot 
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35s.  Lorsque  1 arc  AB  (6g.  zo5)  est  de  45®,  ou  la' moitié  de 
AE,  le  triangle  CTA  est  isoscèle;  ainsi  on  di  AT~AC,  ou 
ia  tangente  de  45®  est  égale  au  rayon.  Donc 

tang  45®=  fl  = cot  45®,  cos  45®='flv/a=  sin  45®; 
tang  i35®=— /î  = cot  i35®,  sin  i.35®=i/îv  2 = — cos  i35®. 

354.  Soit  CAB  ( 6g.  206)  un  triangle  rectangle  en  A,û  d’un  ' 
angle  aigu  C,  avec  le  rayon  CK=i,on  décrit  l’arc  KG,  et  si 
l’on  mène  le  sinus  Kl  et  la  tangente  HG  , CJ  serin  le  cosinus 
de  C;  or  les  triangles  semblables  CK  J,  CHG,  CAB  donnent 

£^=^91  ££'—££  CG_CA  . 

CI  CA'  KJ—  AB^'-GH~Ab\ 
d’où  CA=CB>^cosC,  AB^CB^smC,  .• 
et  AB ^CAyetam^  C. 

Celle-ci  est  le  quotient  de  la  a*  divisée  par  la  i". 

Donc,  I”.  Un  côté  de  l’angle  droit  est  le  produit  de  t hypoté- 
nuse par  lé  cosinus  de  V angle  aigu  compris. . . . {A) 

2®.  Un  côté  de  l'angle  droit  est  le  produit  de  Vautre  côté  par 
la  tangente  de  l’angle  aigu  adjacent  à celui-ci (5). 

Nous  représenterons  les  angles  par  A,  B et  C,  et  les  côtés 
qui  leur  sont  respectivement  opposés  par  a,  b et  c.  Ainsi,  «étant 
l’hypoténuse , A = 90®,  on  a , ' 

• ^=ucos  Ç,  = cosZÎ  = « sin  C. . . J . . (y/), 
c = ôtangC 

3^.  Si  de  1 angle  5 (£g.  ig3)  du  triangle  quelconque  ABC 
on  abaisse  la  perpendiculaire  5/},  l’angle  5 sera  coupé  en  deux 
angles,  qui  seront  les  complémens  respectifs  de  A et  C.  Nos 
théorèmes  ci-dessus  donnent  BD=AB . sin  A,BD=BC.  sin  C- 
d’où,  c sin  y/ = « sin  C J donc 

sin  A .sin  B *sin  C 
a b ~ ■ • • 

puisqu  on  peut  abaisser  la  perpendiculaire  de  l’angle  C ou  A. 
Ainsi,  toMf  triangle  a les  sinus  de  ses  apgles  proporiionneU 
aux  côtés  opposés.  ‘ 

' T.  I.  * . , 
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,En  desifinant  par  a:  le  segment  DA  (aaa),  ona  a'z=b^-\-c^~^bx  < 
mais  le  niangle  reetaugle  BD  A donne  DA-=BAy<,  cos  A,  ou 
x — c cos  A ; donc 

a’=i*+c* — ibc  C06  A...  (£>). 

Si  la  perpendiculaire  BD  (fig.  190)  tombe  hors  du  triangle, 
il  faul+  a^xaulieude — "ibx.  Mais  comme  alors  l’angle  BCA 
est  obtus,  le  cosinus  devenant  négatif,  le  signe  de — ibc  cos  A 
redevient  positif,  et  se  rétablit  de  lui-même;  donc  notre  for- 
mule s’applique  à tous  les  cas  (33g). 

Les  équ.  A eX.  B servent  à résoudre  les  triangles  rectangles  ; 
CcXD  servent  pour  les  triangles  obliquangles  {Vojr.  n”  363). 

356.  Soient  deux  arcs  (fig.  7.o-^)  A Bz=»,  BD=&  ; cherchons 
les  sinus  et  cosinus  de  leur  somme  AD,  et  dé  leur  différence 
AK,  connaissant  les  sinus  et  cosinus  de  a et  Menons  la  corde 
Dk’&u  milieu  / de  laquelle  le  rayon  CB  est  perpendiculaire  ; 
puis  les  parallèles  El,  KHk  AC,  et  les  perpendiculaires  DP, 
IG  ei  KO  ; DP  est  le  sinus  de  AD:=(et-\-^)  ; KO  est  celui  de 
AK=M—Ci  les  cosinus  sont  CP  et  CO  -.  ces  quatre  quantités 

sont  les  inconnues  du  problème. 

On  voit  que  DE  = EH  -,  DE  et  IG  ont  donc  pour  somme 



et  pour  différence  IG  -r^DE  = HP.  ou  K 0=sin  (^-^). 
de  même  EJ  étant  la  moitié  de  HK , on  a 
PG=:G0=EI  , ainsi  CG  et  El  ont  pour 

CO=:cos(c« — /S), 

et  pour  différence.  CP=cos  (^+/3), 

donc  sin  (a±^)=/G±D£,  eoa{<t±$)=^CG^EI. 
line  reste  plus  pour  obtenir  JG, DE,  CG,  El  qu’à  appliquer 
l’équ.  A aux  triangles  rectangles  CIG , DEI,  où  1 angle 
EDI—».  Il  vient  /G=G/Xsinct,  DE  — DJ  cos  » , or, 
DJ  = üin  iS  et  C/=  cos  fi-,  ainsi , on  a 

/G=C/X8in«  = sin«  cos/3, 

DJS:=D/X  cos«= sin /3  cos«  ; 
on  a de  même  CG=C/Xcos«  = cos«cos^ , 

£;f=£>/X  sin«  = siiii»sin^; 
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d’où  $iu(«±:jS)  = sin  ccos/3±$in/3cos  « (£), 

cos(«d=^)=cos  « cos  jS  siu  « sin  /3 (F) . 

Ces  quatre  formules  sont  d’un  usagetrès  fréquent. Si  le  rayon, 
au  lieu  d’être  = i , était  R , on  metllait  simplement  R pour 
• diviseur  des  seconds  membres  (347, 

357.  Faisons  a = |3  dans  ces  formules;  en  prenant  le  signe 

supérieur,  on  trouve  . v T 

sin  (2«)=2sin  a.  cos  a. ...... . (#), 

cos  (2«)=cos‘« — sin’*  . . . (H) 

zsocos’flt — 1=1— 2sin*«, 

à cause  de  sin*«=i— cos’«.  Telles  sont  les>  valeurs  du  sinus  et 
du  cosinus  du  double  de  l’arc  et  C**). 

358.  Si  l’on  regarde  dans  ces  équations  sin  a et  cos  ce  comme 
inconnus,  et  sin  2st,  cos  24  comme  donnés,  il  faudra  éliminer 
entre  elles.  Mais  comme  le  calcul  serait  compliqué,  on  préfère 
employer,  au  lieu  de  la  i'*,  i=cos*«4'Sin*a;  alors  en  ajoutant 
/T,  ou  en  soustrayant,  ou  obtient  de  suite 

' 2cos’«=i4-cos  23t,  2sin’«— r — cos2«. 

Si  donc  on  change  ici  2ct  en  «,  ce  qui  est  permis,  on  a 


cos 




équ.  qui  donnent  les  sin.  et  cos.  de  la  moitié  d’un  arc.  La  for- 
mule de  la  page  364  devient  ainsi  propre  au  calcul  des  log. 
sin  verse  «=2sin’^«=i  — cos  a. 

35g.  Divisons  l’une  par  l’autre  les  formules  F et  F,  il  vient 


(*)  Pour  avoir  les  sinns  et  cosinus  de  3a,  on  &it  /8=i2a,  ce  qui  donne 
sin  3«=sin«  cos  2a-f.sinaa  cosa,  eos  3«  = etc.,'  mais  il  faut  mettre  pour 
sin  au  et  cos  aa  leurs  valeurs , et  il  vient 

sin  3a=  3 sin  cc  — 4 sin’  a , cos  3te=4  a — 3 cos  a. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  résolvant  ces  équ.  par  rapport  à sin  a et  cos  a,  on  au  ■ ■ 


rait  les  sinus  et  cosinus  du  tiers;  00  obtiendrait  de  même  ceux  de4  ct^a , etc- 
{Yof.  ci-après,  n®358.) 

, 24.. 
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''  sin  et  COS/3±  sin /9  COS  et 

cos(«±|S)  COS  et  COS  sia  « sin  0" 


Or,  si  l’on  divise  les  deux  termes  du  a*  membre  par  cos  <1  cos  fi,  ^ 

•i  Ibfe 


sin  A 

en  remarquant  que  taug  a ^ 9 


. tanga±tans;8 

tang  (<t±gs)  = 


1 q:  tang  et  tang  fi 


on  obtient  C**) 

■w, 


qni  donne  la  tangente  de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux 
arcs.  Si  « =fi , on  a celle  du  double, 

2tang  « , _ ^ 

tang  2k  = 2 ....  (£,). 

■ f ° I — tang'  et 

Kn  divisant  l’une  par  l’autre  les  équ.  (/),  il  vient 

, //i— cos«\  I — cos  et 

langîet=  1/ ( — ) = : (M). 

• “ V \l+COSet/  .Sin  et 

360.  Ajoutons  et  soustrayons  les  équ.  E;  il  vient  (**')  , 


(*)  On  a de  même  cot  {m±  fi)  — 


cot  et  cot  fizç-i 


cotfidzeot» 

Si  l’on  lait  «=45®,  comme  tang  45®  = i,  U vient 

tang (450-^) 

De  même  les  formules  £ et  Fdonnent 

sin(a+/f)  *cot/34-cota  _ tang  a -I- tang /3 . 

sin(«  — f)  cotj8 — cota  tang  a — tang /S  ’ 

sin  ( a ± fi)  _ cot  fi  ± cot  a tanga±tangjS 

eos(a^fi)  I H-cotacot/3  ■ ± tang  a tang  ^ ’ 

cos  ( a + /B ) eot/8  — tanga  i — tangatang^ 

cot/3+tanga 


(■) 

(a) 

(3) 

(4) 

(5) 


cos(a  — fi)  cot/3+tanga  i + tang  a tang  |S 

(**)  Le  mAme  calenl  sur  les  équ.  £ et  F,  combinées  deux  à deux,  donne 
diverses  autres  formules  qui  servent  à remplacer  des  sommes  et  différences 
de  sin  et  cos  par  des  produits  et  des  quotiens,  pour  pouvoir  faciliter  le 
calcul  logarithmique  (Voy.  Introd.  d’Euler  à VAnal.  des  in/.). 
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*in(«-f-/8)-l-sin(«— /S)=asin  <*.cos/3, 

8În(<»-|-/8) — sin(<i — /3)=2cos«.8În /3.  ^ 

Divisons  ces  fonnules  l’une  par  l’autre,-  et  faisons,  pour 
abréger,  et  • — ;S=Z?  ; d’où  l’on  tire  (p.  i5i) 

-=KC+5),  |S='(C— 5). 

sin  C-f-sin  ^ sin  » cos/3  tanga taiig^(C+ fi) 

tangi(C—  fi)* 


Donc 


sin  C — sin  fi  cos  • * sin  /8  tang  fi 

La  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à leur  différence  comme 
la  tangente  de  la  demi-somme  de  ces  arcs  est  à la  tangente  de 
leur  demi-différence.  , , ; • 

Ona  vu  (n®  355,  fig.  i8a),-^^î-^=î  d’où  l’on  tire  (n®  ^3,  2®.) 


sin  fi  b' 
sin  C-f  sin  fi 


c-\-b 


‘ . sin  C — sin  fi  * c — b ’ , 

d’une  autre  part  ^+fi-|-C=i8o®  donne-i(C’+fi)=9o"— 
puis  tang;(C-+-fi)=coti^  ; donc  enfin  ' 

c+ù  _o  coti.^ 


c—b  tang  5 (C — fi)  ’ ‘ ’ 


sinji±;8infi  = a8in^(,lrt:£).  co8 
coaA-t-eoBBzi^coi  -(A  + B).  oos  -(A — B); 


co8£  — cosyl=:aBiiii{it4-B].  8in  i (A  — B); 


(6) 

(7) 

(8) 


fal8ant  >1  = 90'’  dans  la  i'*,  et  B = 0 dans  les  deux  autres, 
i + sinBe=asin  ^4^04-^ B^  cos  (45.-;,)  = a sin’  ^45®+  i 

I — sin  B = a cos»  ^4^®  5 ® ^ (9) 


I +oosA=  a cos»  - A} 


I — cos  it  = asin*  i A.  (10^ 


Faisant  dans  (Jf),  a = go°  + a,  on  a tang  T 45°  + - = ' ~^ **°  **.  (n) 

^ 2 ff  C08  fit 

Multipliant  entre  elles  les  équ.  (6),  ou  (7)  et  (8),  et  réduisant 
sin»  A — sin»  B = eos»  B — cos»  A = sin  (A  + B ) x sin  (A  — B ), 
SOS»  A — sin»  B cos  (A  + B)  x sos  (A  — B),  (ij) 
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Formation  des  Tables  de  sinus,  cosinus.... 


9 


' 36i . Jusqn’ici  ces  formules  sont  stériles  pour  nous  ; et  afin 

de  les  faire  servir  à résoudre  des  triangles,  iV.faut  d’abord 
connaître  les  sinus  des  angles  donnés,  pour  en  introduire  les 
valeurs  dans  nos  équ.  ; ou  bien , si  elles  sont  destinées  à faire 
connaître  des  angles,  il  faut  assigner  l’arc,  le  sinus  étant  donné . 
Il  est  donc  nécessaire  de  former  une  table  de  sinus , cosinus. . 

, qui  donne  ces  lignes,  lorsqu’on  connaît  ces  arcs,  et  récipro- 
quement. 

Concevons  donc  qu’ayant  divisé  le  quadrans  en  degrés,  mi- 
nutes..., et  le  rayon  en  un  nombre  arbitraire  de  parties 
égales , on  soit  parvenu  à trouver  combien  chaque  sin.,  cos. . .. 
* contient  de  ces  parties  ou  unités,  et  qu’on  ait  inscrit  ces  nom- 
bres près  de  chaque  arc  ; on  aura  formé  une  table  contenant, 
dans  une  i'®  colonne,  les  graduations  des  arcs  ; dans  une  a*  les 
sinus , dans  une  3*  les  cos. . . Il  suit  des  équ.  i ; 3,  5 que  , 

* 

° 


Effectuant  direraea  dinsions,  on  obtient  • 

îi^4^‘i^L|  = UnBi{A+B);*i^^^=S==coti(A+B);  (i4) 

cos'ii  cos  £ 3 ' cos  B ““  cos  il  ^ 

"in'*-^?!!LË=,oti(A-B);  = tang  I (aIb);  (.5) 

COsB  — COSil  C0sA-f*C08.D  3 

î2li±5?^  = -.coti(A+B)xcot-(A-B).  (i6) 

coa  \ — coa  Bu  ^ 


I 4.  ain  B _ sin 
I -(-coa  A ' 


C08>  - A • 
U 


tangAdbtangB  = 


ainA  . 
co  s A 


_ ain  B 
" cosB 


’ I — cosB 

ain  A.  coa  B A:  Bin  B.  coa  A 


ain»  - B 

U 


cos  A.  coa  B 


„ sin(A±B} 

tangAA:tangB  = jjjif-^^,  si„A.sinB’ 

A:  cos  fA  3:  B)  , j -•  i.,„„  n 
langAA:cotB=  - cos  A'sTÏTB’ 
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quand  on  a les  sinus,  un  calcul  très  simple  donne  tes  cos. , 
tang....  ; ainsi , la  recherche  des  sinus  doit  d’abord  nousoccu- 
pei",  et  l’on  a vu  (3.49)  qu’il  n’est  ne'cessaire  d’en  pousser  le  \ 
calcul  que  jusqu’à  45®  j parce  qu’au-delà  de  cet  arc  les  va- 
leurs se  reproduisent.  Ainsi , il  s’agit  de  calculer  les  sinus  et 
cosinus  de  tous  les  arcs  <[  45“»  le  quadrans  ètanr  partagé  en 
degrés,  minutes. ... 

La  I " équ.  du  n®  36o,^t  celle  qu’on  obtient  de  même  en  ajou-  . 

tant  les  cqu.  F,  deviennent,  en  posant  ^=x, 

sin  {m  ■f"  •)  x=2cos x.sin  mx  — sin(/R  — i).ar, 
cos  (m-f-  i)x  = 2COS X . cos  mx  — cos  (m  — i ) x . 

• , 

Si  les  arcs  procèdent  dans  l’ordre  x,  2X,  3x....  ( ni — i)  a?, 
mx , (ni  -f- 1 ) X. . . , X est  fe  plus  petit  arc  de  la  table,  et  il  sui  t de 
nos  équ.  que  si  z et  sont  les  sin.  ou  cos.  de  deux  arcs  succes- 
sifs (m — i).xet/»x,  et/>=cosx,  lesin.  ou  cos.  de  l’arc  suivant 
(m-l-i)  X,  esi  = 2pjr  — z.  Donc,  chacun  des  termes  de  la  série 
des  sinus  et  de  celle  des  cosinus  dépend  des  deux  termes  qui  le . 
précèdent , et  s'obtient  en  multipliant  ceux-ci  par  2p  et  — i , 
et  ajoutant. 


36a.  Prenons  l’arc  AC=sCD=zAL  (fig.  laa),  et  menons  la 
corde  Ali  et  les  tangentes  LE,  CE  ; nous  avons  (170) 

cor Ae  AB  AD , LEC'^  LAC -, 

d’où  Al  ou  sin  AC<C^a\c  dC , EC  ou  tang  AC'^  arc  AC. 

* 


l/arc  <Cgo®  a sa  longueur  comprise  entre  celles  de  son  sin.  et 

de  sa  long.  : et  comme l'éq.  3,  page  363,  donne - 

dont  le  2'  membre  approche  sans  cesse  de  1 , à mesure  que  x 
décroît;  le  aussi  i pour  limite,  c.-à-d.  que  le  sinus,  l’arc 
et  la  tangente  tendent  sans  cesse  vers  l'égalité,  l’arc  restant 
intermédiaire. 

Ce  principe  sert  à calculer  le  sinus  du  plus  petit  arc  de  la  table 


f 
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J ' I sinj  ^ 

car  de  tang  - x ou  on  lire  sin  jx>-;x.cosi 

multipliant  par’a  cos^  x,  on  a 2sinjx.cos|x>  x cos’jx,  ou 
sinx>  x(i — sin’jx),  età  plus  forte  raison  sinx>x — ' x*, 
puisque  sin  jx  < jx  : on  voit  donc  qu'en  résultat  sLn  x est  in- 
termédiaire à X et  X — ^ x*,  savoir 

8inx3>x  — ~x^y  etfc^x. 

Qu'on  parte  de«-=3,i4>5926536et  log.  *=0,49714987  pour 
calculer  x,  qui  est  une  fraction  déterminée  de  lademi-cirç.*-, 
et  par  suite  x — comme  sin  x est  compris  entre  ces  deux 
limites,  les  décimales  communes  seront  une  valeur  approchée . 
de  shi  X,  le  rayon  étant  i ; et  si  x est  pris  assez  petit,  comme 
sin  X etx  difiérent  de  moins  en  moins  , l’approximation  pourra 
être  étendue  à tel  ordre  qu’on  voudra  ; sin  z=a.  D’ailleurs 
on  a 

♦ 

‘ cos  x^V'^i  — sin'x  = 1/  (i+a)(i  — <*)=/>; 

• 

donc  le  facteur  tip  est  connu;  et  partant,  de  sin  0=0,  sinx=ra,, 
d’une  part;  de  cosox  = i,  cosx=/>de  l’autre,. par  la  loi 
iipjr — Z,  on  calculera  de  proche  en  proche  les  sin  et  cos  des 
arcs  2X , 3x , 4'^  • ■ • 

Par  ex.,  si  x=3o',  le  180'  du  quadrans  est  x=o, 008726646, 
'x^=o,ooooooi66,x— ^x’=o,oo872648j  ainsi  sin  3o'=o,oo8726. 
Si  la  table  doit  procéder  de  minute  en  minute , avec  6 déci- 
males, tous  les  sinus  d’arcs  3o'  sont  censés  égaux  à l’arc  ; 

sin  i',  2',  3'...  sont.^,  de  0,008726.  D'où  l’on  voit 

qu’il  faudra  d’abord  faire  croître  les  arcs  de  3o'  en  3o',  sauf  à 
les  rapprocher  ensuite , ce  qui  .sera  très  facile  : on  trouve .... 
p=cos3o'=]/  1,008726x0,991274, 000,999962=1-0,000038. 
Le  facteur  2p  est  2 — byoooo76;  ainsi  il  est  aisé  de  calculer  les 
autres  nombres  de  la  table.  ' 

En  général,  pour  qu’on  soit  en  droit  de  prendre  x = sinx, 
îl  faut  que  jx'  n’ait  pas  de  chiffre  significatif  dans  les  décimale.s 
qu’on  doit  conserver.  En  veut— on  8,  par  ex.  ? il  faudra  que  les 
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8 I *'*  chiffres  de  soient  des  zéro  ; et  sans  calculer  on  voit  , 

qu’on  devra  descendre  à l’arc  de  lo'.  . *■ 

Du  reste , il  faut  prendre  plus  de  décimales  qu’on  n’en  veut 
conserver^  afin  d’éviter  que  les  erreurs  s’accumulent  et  que 
les  derniers  chiffres  soient  défectueux.  On  a soin  de  vérifier, 

' d’espace  eu  espace,  les  résultats  obtenus,  soit  par  les  formules 
des  sin  et  sin  2a,  soit  en  calculant  d’avance,  par  le 

même  procédé,  les  sinus  de  degré  en  degré,  ou  autrement.  Nous 
donnerons  des  moyens  plus  rapides  d’arriver  aux  valeurs  des 
sin,  cos. . . mais  celui-ci  suffit  à noire  objet. 

Au  lieu  de  composer  la  table  avec  les  valeurs  ainsi  obtenues, 
on  préfère,  pour  la  commodité  des  calculs,  y inscrire  leurs 
log.  Cotnme  lés  sinus  sont, plus  petits  que  le  rayon,  il  convient 
de  partager  le  rayon  en  assez  d’unités  pour  que  le  sinus  du  plus 
petit  arc  de  la  table  soit^i,  afin  d’éviter  les  log  négatifs  (n^gi). 
Dans  les  tables  de  Gallet,  les  ar^^s  procèdent  de  lo"  en  lo",  et 
le  rayon  a lo  pour  log  (ou  R ==  io  lùilliards ). 

Lorsqu'on  veut  procéder  au  calcul  d'une  formule  où  le  rayon 
est  pris3:  i , il  faut  donc  restituer  les  puissances  de  R,  que  la 
supposition  de  /{=  i a fait  disparaître  ( p.  364)  ; ensuite  on 
recourt  aux  tables  dans  lesquelles  log  R=  lo.  On  peut  aussi 
» laisser  R=i  dans  H formule,  et  retrancher  lo  de  tous  les  log. 

dessin,  cos , ce  qui  introduit  des  caractéristiques  négatives. 

Par  ex  ékple , log  sin  io®=  1,2.396....  au  lieu  de  9,2396....  ; 

log  tang  i®=  2,2419. ...  au  lieu  de  8,2419 Ces  parties  né- 

,gatives  ne  sont  pas  un  Inconvénient,  et  on  s’habitue  aisément 
à les  employer,  (f'oj-.p.  121.)- 

Résolution  des  Triangles. 

363.  I.  Triangles  rectangles.  Les  deux  équ.  A,  B,  résolvent 
tous  les  triangles  rectangles  , car  elles  comprennent  les  cûtés  b, 
c,  l’hypoténuse  a et  l’angle  C (fig.  206)  : de  ces  4 quantités, 
deux  étant  données,  on  peut  trouver  les  deux  autres,  tin  éli- 
minant C,  on  obtient  même  l’équ.  a' = ù* -f- f’,  si  souvent 
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employée.  Faùons  le  rayon  = R dans  les^équ.  //  ( on  a iog 
' 7î=io), 

Rb  =:  a cos  C. . . . (1), 

Rc  =b  tangC. . . . (2) , 

a*=  b'‘  +c* (3).  . • 

On  ne  peut  rencontrer  que  les  deux  cas  suivans  {*)  : 

« 

i”.  Elàht  donnés  un  angle  aigu  C et  un  côté , les  deux  autres 
angles  sont  connus,  puisque  = B=go'‘ — C;  les  deux 

côtés  inconnus  s’obtiennent  ainsi  : 

Connaissant  l’hypoténuse  a,  l’équ.  (1)  donne  le  côté  b. 

Si  l’on  connaît  le  côté  b,  (2)  donne  c,  (i)  l’hypoténuse <z. 
Soient,  par  ex.,  C = 33°3o',  b — ^5”,S^y  les  équ.  (i)  et  (2) 
prescrivent  le  calcul  suivant  r ^ 

Iog  6 = 1, 6583930 1, 6583930 

log  R — 10,0000000  logtangC=3  9,8207819 
— ^logcos  C = 9,9211066'  —log  il  =10,0000000 

loga=  1,7372864  Iog  c = 1,4791759  • 

Donc  a =54", 612  et  c=b3o", 142-  • 

Cette  opération  peut  servir  à trouver  la  hauteur  AB'z=.  c , 
d’un  édifice  (fig.  208),  dont  le  pied  A est  accessible. 

Le  calcul  se  vérifie  en  changeant  d’inconnues.  {Vojr.i^.ï^^). 
2“.  Étant  donnés  deux  côtés  : 

Si  l’on  connaît  b et  c,  l’équ.  (2)  donne  l’angle  C;  l’hypoté- 
nuse a résulte  ensuite  de  l’équ.  (i).  On  peut  aussi  tirer  a de 
l’équ.  (3)  ; mais  elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  logarithmique. 

Si  l’on  a l’hypoténuse  a et  le  côté  b,  l’équ.  (1  ) donne  l’angle 
C;  le  côté  c résulte  de  l’équ.  (3),  ou  de 

c=j.-(a’ — b')s=.]/{a-^b)  {a  — b). 


I*)  Pour  résoudre  un  triangle  proposé,  place:  au  sommet  les  leltre.s  B,  .1,  C, 
en  les  distribuant  aux  angles  qui  s'accordent  avec  les  lettres  dont  on  se  sert 
dans  le  texte  pour  désigner  les  parties  connues  ou  inconnues,  et  recourant  au 
cas  dont  il  est  question  ; a,b,  c , sont  les  côtés  respectivement  opposés  aux 
angles  A,  C,B;  et  si  le  triangle  est  rectangle,  A marque  r.ingle  droit.  L'equ. 
dont  il  s’agit  s’applique  ensuite,  directement. 
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II.  Triangles  obliquangles.  Il  y a 4 crs  à traiter. 

I Èianl  donnés  un  côté  a et  deux  angles  B,  C,  le  3'  angle  A 
est  connu , et  Bon  emploie  l’équ.  C,  n”  355. 


b 


a sin  B 
sin  A ‘ 


c 


a sin  C 
siu..<4 


Soient,  par  ex.,  a=a8",852,  A=3’]°^g',  C=  72*9';  d’où  . 
Ton  conclut  B = 70°22'  : on  a 

log  a=  1,4601759 1,4601759 

log  sin  B = 9,9739873  log  sin  C = 9,9785741 
— log  sin  A = 9,7842834 — 9,7842814 

' log  i = 1,6498808  loge  = 1,6544676  , 

Donc  À = 44" >656  et  c = 45“>i3o.  Ce  calcul  sert  à mesurer 
la  distance  ÂC  , de  G à un  point  A inaccessible , mais  vi- 
sible (fig.  208)  ; il  donne  aussi  la  hauteur  AB'  et  la  distance 
AC  d’un  édijlcedont  le  pied  est  inaccessible  et  invisible;  car, 
niesurant  une  base  horizontale  B Cet  les  angles  B'  CB,  B' B C, 
qu’elle  fait  avec  les  lignes  dirigées  vers  le  sommet  B',  on  con- 
naîtra 5'C  et  l’angle  qu’on  peut  mesurer  sans  voir  le 

pied  A,  attendu  que  la  droite  AC  est  horizontale.  On  obtien- 
dra donc  AB'  et  AC. 

Comme  il  faut  être  exercé  aux  applications  des  formules  de 
la  résolution  des  triangles , nous-  donnerons  ici  les  valeurs 
des  côtés  et  des  angles  de  triangles,  auxquels  on  pourra 
appliquer  ces  équations.  On  prend  pour  données  les  parties  élé-  ’ 
mentaires  qu’on  veut;  les  autres  seront  les  inconnues  que  le 
calcul  doit  faire  trouver.  En  variant  les  élcinens  donnés,  on  se 
proposera  divers  problèmes  qui  seront  résolus  par  les  formules 
qu’on  a exposées , et  ce  seront  autant  d’exercices  utile.4  de  ces 
sortes  de  calculs. 


Triangle  rectangle  d" épreuve. 


^ a — 56", 925  . i = 46"  ,540 

log  = i.7553o3o 1 .6583930 

A = go”  B = 53<>7'48",4 

log  sin  B = 9.9030900,  cos  B=g.  7781 5 13, 


c r=z  34",i54 

1.5334543 
C = 36°5a'ii",6 
tang  B=o.  1349389 
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Triangle  obliquangle  d épreuve. 


Côtés. 

a = 57", 770, 

* = 7*  .577. 
c = 87  ,811, 

Angles. 


A = 4°®56'oo",oo 
B = 54. 16.  8,48 
C = 84.47-S1.53 


Logsrithmes. 
log  = 1.7617034, 
log  = 1.8647735, 
log  = 1.9435489. 
Log  sin. 


log  r=  3.0357469 

log  (/>— a)  = 1.7069406 
log  (p—i)  a=  1.5683363 
log  ip—c  ) =•  1.3173947 
Log  cos.  Log.  tang. 
9.8783186  * 9.9381433 
9.7663981  0. i43o338 
8.9674806  11.0407368 


g. 8163609 
9.9094319 
9.9983073 

2*.  Étant  donnés  deux  côtés  c , et  un  angle  A opposé  à 

tundeux,  rëqu..(4)  donne  gin  Or,  la  valeur 

de  sin  C répond  à deux  angles  C supplémentaires , çt  l'on  a 
deux  solutions  ( les  triangles  ABC , fig.  193  et  190). 

Il  est  vrai  qu'une  seule  est  souvent  admissible,  ainsi  qu’Un 
l’a  VU  (n°  20';)  ; mais  de  lui-niéme , le  calcul  conduit  à recon- 
naître ce  cas,  sans  y avoir  égard  spécialement;  on  forme  la 
somme  A -\.C , pour  les  deux  valeurs  de  C que  donne  le 
calcul , dans  le  but  d’en  tirer  l'angle  supplémentaire  B.  Or, 

Si  A est  obtus,  on  ne  peut  adopter  la  valeur  de  ^^90”  , 
puisque  A -f-  C serait  180®.  Il  n'y  a donc  qu’une  solution  ; 
encore  faudrait-il  que  a fût  > c , puisque  si  l’on  avait  a<C,c , 
notre  équ.  donnerait  sin  A C^ûnC,  d’où  l’angle  aigu  supplé- 
ment de  moindre  que  l’dngle  aigu  C,  savoir,  i8o® — A<C,C, 
et  par  conséquent  A-^  C>  180®.  Ainsi  l’absurdité  serait  mise 
en  évidence. 

Si  A est  aigu,  et  qu’on  ait  a — ou  ^ c,  notre  équ.  donne 
sin  C=  ou  sin  A-,  ainsi  le  calcul  conduira  à une  valeur  de 
l’angle  aigu  C<CA,  donc  le  supplément  i8o® — C ne  saurait  con- 
venir ici  ,puisqu’en  a jou  tantyf , la  somme  est  1 8o®-f-.<rf — 1 80®. 

Ainsi  le  problème  a toujours  une  solution,  et  une  seule. 

EnBn,  si  A est  aigu,  et  que  a soit<c,  tirons  du  triangle 

rectangle  ABD  la  perpendiculaire  BD=p=  ; d’où 

sin  C = — , Or,  si  a<^p,  on  a sin  fl,  ce  qui  est  absurde  ; 
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si  assp,  on  a sin  C—R,  0=90“;  le  triangle  rectangle  BD  A 
convient  seul  ;'enfin,  quand  a^p,  onse  trouve  d&mle  seulcas 
qui  admette  les  deux  solutions. 

Tout  cela  s’accorde  avec  ce  qu’on  connaît  ( d?20’],  fig.  64). 
Voici  le  tableau  des  divers  cas  : 

Si  il=ou^90°,  une  senle  solation,  £ et  C sont  ai(^  , c; 
c sin  A,  problème  impossible  ; 


Si  A 
<go® 


I O =c  sin  A , un  seul  triangle  rectangle , £ et  A sont  aigus  ; 

1 a^c  sin  A et  ]>e , un  seul  triangle,  C est  aigu;  « ‘ 

avec  { a ^ e g jn  X et  < c , deux  solutions,  C a deux  valeurs  supplémentaires. 

3°.  Étant  donnés  deux  côtés  b e<  c,  et  V angle  compris  A ; en 
faisant  n = j (C — B),  la  formule  N (n®  36o)  devient 

' c — b..- 

tang  Ji  cot  i ^ . (5)  ; 

équ.  qui  faitconnaître  l’angle  n 90“;  or,  A-\-  B-y  C=  180®, 
donne  .5  ( C -f  B)=  90®  — \A,  valeur  connue  que  nous  repré- 
senterons par  m ; ainsi  nous  aurons 

i {C-\-B)  = m, \{C-^B)  = n . . . (6)  ; 

d’où  C~  m -y  n,  B — m — n.  Il  ne  restera  plus  qu’à  trouver 
le  côté  a par  le  procédé  ci-dessus , i®. 

C 

On  peut  en6ore  poser  tang  ip  = -^,  équat.  qui  donnera  l’arc 

auxiliaire  <p;  or,  parl’équ.  (a),  p.  372.  * 

, , tang  à — I c ~ b 

" ' I -f-  tang  tp  c y h 

Donc  l’éq.  N donne  _ ^ 

tang  \ {C — B)  = tang  (<^i  — 45“).coti 

tCe  mode  d»8olution  est  utile  lorsque  les  côtés  ô etc,  au  ^eu 
d’étre  connus  en  nombres , sont  des  expressions  monomes  com- 
, posées,  ou  données  par  les  log.  deô  etc. 

On  peut  déterminer  directement  ce  côté  a sans  chercher 
préalablement  les  angles,  et  le  faire  servir,  au  contraire,  à 
trouver  ceux-ci.  En  effet,  reprenons  la  formule  D,  ajoutons 
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et  soustraYOïis  26c,  puis  mettons  pour  1 — cos  A sa  Taleur 

2 sin*  ; >/(  n*  358,  I ) ; il  vient 

a*=(^— c)’+2ic(i— cos^)=(6— c)‘  1+  — 

, . 1.  1 ^ ■ 4^csin*-î^ 

Cela  posé,  on  cherchera  1 angle  <p  qui  a ■ pour  carre 

de  sa  tangente , ce  qui  est  toujours  possible , puisqu’il  y a des 
tangentes  de  toutes  les  grandeurs  : la  valeur  de  a deviendra 

c)  V/  (t  + tang*  p),  ou  (6 — c)  sec  p,  ou  enfin , en  rendant 

la  formule  propre  au  cas  où  le  rayon  est  R , 

v'(bc)...  (7). 

Le  calcul  logarithmique  pourra  aisément  s’appliquer  : on  aura 
d’abord  tang  p,  et  par  suite  cos  p , puisa.  Voici  un  ex.  auquel 
nous  appliquerons  ces  denx  procédés.  Soient  c = 87 ,8 1 2 mètres, 
*=71,577  mètres,  ^=40»  56;  d’où  c +b  = iSg.SSg  et 
c<—b-=  i6,235.  , 


Premier  procédé. 
cota  A ...  io,4a8o33i 

(c — 6)  ...  i,2Io45i3 

(c4->)  ..  .—2^2024585 
tangn...  0,4360269 
m = 6o“3a' 
n = i5.i6 

m + n = 81.48= 

m — n = 54.16= 


8=C 

zB 


Deuxième  procédé. 

c ...  1,9435539' 

b .T.  I ,8547735 
bc  ...  3,;98^74 

moitié  ...  1,8991637 

2 ...  o,3oio3oo 
■ 8in;A  ...  9,5436489 

(c — b)  . . . — i ,2io45a3 

tang*9...  10,5333903 
q>=  73->4o'43" 

R (c — b)  ...  ii,2io45a3 
00»  . . .—9.4487449 

a ...  1,7617074 


c ...  I ,9435539 
sinA...  9,8163609 
sin  C ..  .—9,9^089 

■ «...  1,7617055 

Donc  a = 57”, 770. 

S’il  arrive  que  b diflère  beaucoup  de  c , l'arc  p est  très  petit, 
et  cos  p presque  = i ; le  calcul  n'a  plus  alors  assex  de  préci- 
sion (*).  Mais  cos>^3ss2  cos^^A — i change  l’équ.  D en  * 

(*)  Il  ne  faut  jamais  employer  décos  ni  de  cot  d’arcs  très  petits , ou  voisins 
de  180“;  non  plus  que  de  sin  et  tang  d’arcs  voisins  do  90°  ou  270®  j parce 
qu’alors  ces  lignes  changent  très  peu  pour  de  petites  variations  de  l’arc.  C’est 
ce  qu’on  voit  d’après  les  tables  de  log.  Pour  que  le  calcul  fût  exact , il  faudrait 
donc  que  les  log  fussent  approchés  à un  plus  grand  nombre  de  décimales 
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a'=z{b  + cy—ibc  cos’i^  =(6-f-  ■ 

Cette  dernière  fraction  est  <[  i , puisque  sans  cela  a serait 
imaginaire;  on  peut  donc  en  supposer  la  racine  égale  au  sinus 
d’un  arc  savoir; 

a cos  -A' 


sin  ^ = 


6+c 


^{bc) , a=  (b  -f-  c)  cos  ç. 


4".  Étant  donnés  trois  côtés.  Pour  obtenir  l’un  des  angles , 
tel  que  A ^ \ï  faut  encore  recourir  à l’équ.  D, 

+ rt* 


cos  A =- 


tibc 


Or,  cette  expression  présente  le  même  inconvénient  que  dans 
le  cas  précédent , parce  qu’elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  loga- 
rithmique. Mais  si  l’on  met  pour  cos  cette  valeur  dans. . . . 
sin’5y^==i(i — cos  A),  on  trouve 

a'  — {b — c)* 


sin*^  A =- 


46c 


et  comme  lenumérat.  est  la  différence  de  deux  carrés(n°97,m.), 
il  vient , en  rétablissant  le  rayon  R , ‘ 

/(a^c—b)  (a-^b^—c)  „ 

• .y  ■ ••■  w- 

Cette  équation  remplit  déjà  le  but  proposé  ; mais  elle  devient 
encore  plus  simple  en  représentant  le  périmètre  du  triangle  par 
ap  = a -f-  6 -f-  c ; car  on  obtient  (p.  827) 

Eu  se  servant  de  l’équ.  =:  ^(i  *4-  cos  A ),  on  trouve  de 

meme 

On  emploie  celle  de  ces  deux  équ.  qu’on  veut,  à moins  que 
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~ A Ht  soit  très  petit  ou  voisin  de  go*.  ( Voyèz  la  note  précé- 
dente. ) 

i doit  être  go® , et  la  question  n’a  qu’une  solution 
(n®  35o).  V.  page  a5o. 

Soient,  par  ex. , c=  io3,35’j  mètres,  ù=  io6,836  mètres, 

et  fl=  i42j9B5  mètres  ; d'où  2/1=  353,178  mètres,  et 

J} — J=6g,753  mètres,  p — 0=73,232  mètres,  72 — a=33,6o4 


mètres.  Donc 

•p—h...  i,84)56ag 
p—c ...  1 ,864700g 

b — 2,0287176 

c —2,0143399 


P — O...  1,5263910 

p—c..i  1,8647009 

a — 2,  i552go6 

c —2,0143399 


1, 6652063  , T, 2214614 

moitié...  7,8326o3i  = sin  j A 7,6107307  =;sini  B 

i A = 42®5i'2o'',  A=83«43',  4 B=24<’5',  B=48®  10. 


On  trouvera  de  même  C=4®“  7 t calcul  se  vérifie  par  la 
condition  -f- 5 -f- C=  180°. 


III.  St  le  triangle  est  isoscèle.  étant  l’angle  du  sommet,  a 

la  base , on  fera  b = c dans  l’équ.  8 ou  g , et  l’on  aura 


sinjy^= 


aR  {p  — b)  R 
ib  b 


(10)  : 


équ.  qui  fait  connaître  l’une  des  trois  quantités  a , b el  A. 

Observe*  que  si  l’on  donne  un  des  angles,  on  connaît  les 
autres  par  l’équ.  Æ=C=go° — ■;  A,  [V oy.  n®  2o5,  6®.) 

Problèmes  de  9'rigonométrie. 

364.  ba  plupart  des  questions  d’arpentage  se  réduisent  à des 
résolutions  de  triangles.  Nous  offrirons  ici  quelques-uns  de  ces 
problèmes’  qui  sont  d’un  usage  fréquent. 

I.  Trouver  la  distance  AC  (fig.  20g) , en/re  deux  points  l un  . 
et  Vautre  inaccessibles.  On  trouvera  une  base  quelconque  BD, 
et  les  angles  ABC,  CBD,  ADC,  ADB,  que  font  avec  elle  les 
rayons  dirigés  de  ses  extrémités  fi  et  D \ersA  et  C : on  résou- 
dra les  triangles  ABD  et  CD  B (p.  37g,  i".)  ce  qui  donnera 


A 


9 
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ks  distances  AB,  BC,  du  point  B aux  points  inaccessibles  A et 
C;  et  comme  on  connaît,  dans  le  triangle  A CB,  deux  côte's 
AB,  B C,  et  l'angle  compris , on  aura  enfin  AC. 

II,  Réduire  un  angle , un  point  ou  une  distance  à l’horizon. 
Il  est  rare  que  les  signaux  soient  dans  un  plan  horizontal  ; 
alors  ce  ne  sont  pas  les  angles,  les  points  et  les  distances  ob- 
serve's,  qu’il  faut  porter  dans  leftâcé  du  plan , mais  bien  leurs 
Projections  horizontales  {n°  272).  Ainsi,  lorsque  le  signal,  vu 
de  B et  de  C(fig.  208)  est  le  sommet  B"  d’un  édifice  ou  d’une 
montagne  ; il  faut  substituer  A à B',  l’angle  CAB  à CIÏB, 
l’angle  ACB  à fi'  CB,  etc. 

Regardons  comme  connues,  par  l’observation  ou  parle  cal- 
cul, toutes  les  parties  du  triangle  B'  CB  -,  comme  CA  est  ho- 
.rizontal,  on  pourra  mesurer  l’angle  ACK  (même  lorsque  A ne 
sera  pas  visible)  ; puis  rc'solvant  le  triangle  rectangle  CAB' , on 
auraC/^,  et  la  hauteur  AB'.  Celle-ci,  et  l’hypoténuse  fi'fi, 
serviront  à trouver  AB  dans  le  triangle  rectangle  BAB' . Ainsi 
on  connaîtra  les  trois  côtés  du  triangle  horizontal  CB  A,  et  par 
suite  les  angles  qui  le  forment , et  la  position  du  point  A.  ' 

Soit  fi'C  (fig.  208)  une  longueur  mesurée  sur  un  terrain  en 
pente;  il  ne  faudra  porter  dans  le  plan  que  la  projection  AC 
sur  l’horizon  , ou  a cos  C.  Le  plps  souvent  C n’est  que  d’un 
petit  nombre  de  degrés , et  la  réduction  x-=i  a cos  C manque 
de  précision.  (/^.  la  note  du  bas  de  la  p.  382.)  On  préfère  cal- 
culer l’excès  de  a sur  x,  ou  e — a — a cos  C;  or  (n“  358) 

I — cos  6—2  sin’;  C,  donc  e=2«sin’i  6=^a6’’,  en  remplaçant 
le  sin  par  l’arc  qui  est  très  petit  : introduisant  son  nombre  6”  de 
minutes, ou  6=6' sin  i'(n®348),  on  trouve  e=!a6'’sin’i',  et 
la  longueur  a réduite  à l’horizon  est  — ^aC'^sin’ i'. 

Évaluer  une  hauteur  verticale' BD  = x { fig.  igo)?  Si  le 
piéd  Dde  cette  verticale  est  accessible;  on  mesurera  une  distance  ' ^ 
li^izontale  AD,  ainsi  que  l’angle  , et  le  triangle  reptangic 
ABD  donnera  x-=^AD  tang  A.  ' 

Silc  î>iedD  est  inaccessible,  on  mesurera  mie  distance  AC 

diluée  vers  D,  ainsi  que  les  angles  d el  C;  et  l’ou  aura 

T.  I.  ' 25 
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v=.AÜ  tang  A,  x^DC  tang  C,  tirant  les  valeurs  de  AD,  DC, 


cl  les  rclrancliaut  ou  a 

X 


AC=z- 


AC.  sin  A sin  6' 


tang  ^ tang  C’  sin(C’— 

,IV.  Un  triangle  kbC  209)  étant  donné,  trouver  le  lieu 
d'un  point  D,  en  connaissant  les  angles  ADC  = fi  et  ADB=y. 
Soient  a,  b,  c les  cûte's , A,  ü,  C les  angles  donnés  du  triangle 
ABC,  et.  les  angles  inconnus  ABDexzx,  ACD=;jr,  Les  triangles 
ACD  et  ABD  donnent  (équ.  C,  n°  355). 


c Sin  X 


sin 


sm  y 


csiu  fi 


Soit  déterminé  un  angle  ç , tel  que  sa  tangente  soit  = 'g'^y 


on  aura  tang  tp 


, d'où  l’on  tire  (n*  •-3), 


sin  y 
sinx' 

I -f"  tang  ç sin  x+sin  jr 


1 — tang  (p" 
ou  plutôt  (n“'359et36o)tang  (45“-f-?)- 


Faisons 


sin  X — sin^ 

tangK^^) 
tangi(x— J-)' 

pour  abréger  m = j nss)  (,x—jr)  ; m est  connu , puis- 

que est  (n®233)  36o*  moins  A-\‘CDB, 

. x^-jr=:36o°~XA-^fi-\-v)==2m.  1 

c sin  fi 
tang  tp  = — , 

O sin  V 


On  a donc 


X-.  m-pn , 


tang  n=tang  m.  cot  (45“-f-^),  j—m — n. 

La  i"  donne  f , la  3*  n;  d’où  l’on  tirex,  j'  et  la  position  du 
point  D.  On  pourra  même  calculer  AD , CD  et  BD.  Quand 
lang  n est  négatif,  n prend  un  signe  contraire  dans  les  valeurs 
de  xetj*.  Si  les  points  A,  B,  C,  D ne  sont  pas  dans  un  meme 
plan  horizontal,  il  faut  préalablement  les  y réduire  (*) 

^ - la  - - 

(*)  L’égu.  que  nous  venons  do  traiter  a la  forme  A sin  x—B  sin^ , et  on 
eonnatt  la  somme  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  re- 

vient, comme  on  voil^  à trouver  deux  arcs  i et  y , lorstjuon  cannait  leur  somme 
et  le  rapport  de  leur  sinus  j le  calcul  est  rendu  propre  aux  usages  logarithmi- 
qies.  Ainsi  on  sait  résoudre  l’équ.  A sin.r=iB  sinr=B  sin  (vm  — i-). 
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Nous  avons  résolu  ce  problème  graphiquement  (n°  212,  VI). 
V.  Trouver l' aire  i d’un  triangle  ABC(fig.  182),  connaissant 
i“.  Les  trois  côtés  {vojr.  p.  338); 

2®.  Deux  côtés  et  l’angle  compris  ; dans  le  triangle  BCD,  on 

a BD=a  sin  C;  ainsi,  i=\b'X.BD  devient  sin  C. 

..........  , b nin  j4 

3®.  Un  côté  b el  les  angles  : comme  ^ , en  mettant 

° sm  fi 


cette  valeur  dans  l’équ.  qui  précède,  il  vient; 


, sin  . sin  C 
sin  fi 


VI.  Trouver  l’aire  d’un  quadrilatère  ABCO  (fig.  209),  dont 
on  connaît  les  diagonales  AD  = D , BC=;D'  et  F angle  AOB  = 
quelles  forment  entre  elles.  Cherchons  séparément  l’aire  de 
. chacun  des  quatre  triangles;  d’après  l’équ.  (2®.),  nous  avons, 
en  ajoutant  et  désignant  par  a,  b,  c,  d,  les  segmens  AO,  OD, 
OB,  OC  des  diagonales,  a =‘5  {ac-\-ad-\-bd-\-bc)  sint.  Or, 
ce  quadrinome  revient  à {a-^-b)  .{a-\-d)  = D'X.D’ -,  donc 
zxx\DD'  sin  6. 

Concluons  de  U que  les  aires  de  deux  quadrilatères  sont 
équimlentes  lorsque  leurs  diagonales  sont  égales  et  se  coupent 
sous  le  même  angle.  ( Vojr.  p.  338.) 

Vil.  Soient  vé  le  côté  d’un  polygone  régulier  (fig.  112),  n le 
nombre  des  côtés , a.  le  nombre  de  degrés  de  l’angle  central 

AOB—t.AOG — ■■  ■ g;  le  triangle  AGO  donne 
n 

GOxsAG.t&ng  OAG=^A.eot  (^«); 
le  triangle  AOB  e%\.e=z  AG'^GO  : répété  n fois,  il  produit 
l’aire  du  polygone  régulierx=.-yiA'’ 
he  triangle  .<éOfi=:Rsin/fOGxfico8.^0G=îfi’sin2(u^OG), 
ou  AOBxx\R^&\xi  «.  Ën  retranchant  cette  aire  de  celle  du'sec- 

teur  AOBg  (**“  261),  il  reste,  « désignant  le  nombre  de* 

degrés  de  l’angle  AOB, 

aire  du  seg^men^=i/î'^^^— siu«^. 

25.'.  V 
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VIII.  Trouver  V aire  d’une  zone  sphérique  TiFlUG  {(iQ.  iG^)? 
Cette  aire=circ.  CDy^IK , Cn®  2g3);  or  R e'iant  le  rayon  CD, 
on  a 

I cire.  CZ)  = awfl,  i°.  CIzssRamm,  Z°.CK  = R%in*, 
a et  m étant  les  latitudes  des  points  D et  /•'exprimées  en  de- 
grés , savoir  «sn  OD,  a.'  = O F:  donc 

IK=CK — CI-^R  (sin  » — sin  «), 
et  d’après  les  équ.  (6)  page  3^3, 

aire  zone  sphér.-=^irR'am\{» — «)cosj(<t'+«). 

On  prend  a'  négatif  quand  le  point  F est  situé  de  l’autre  côté 
de  l’équateur  OC,  c.-à-d.  quand  l’équateur  est  compris  entre 
les  cercles  des  deux  bases. 

^ IX.  Soit  r le  rayon  OF  ffig.  68)  du  cercle  ioscrit  au  triangle 
ABC-,  dans  le  triangle  AOF,  l’angle  O AF  est  moitié  de 
CAB=A,  OF  = AF.taLD§^A,  ou  r=z{p — a)  tang  i.,^,^étant 
le  demi-périmètre  de  ABC  (n®  aïo,  I);  c’est  une  valeur  plus 
simple  que  celle  du  n®  3i8 , IV.  On  y a vu  que  l’aire  z derABC 
est pr-,  on  a donc  z=p  {p — a)  XAn^\A.  Ces  équ.  peuvent  servir 
à trouver  un  angle  et  un  côté  du  triangle,  connaissant  z ou 
r,  etc . . . *■  ‘ 

X.  Soit  la  corde  AD =k  (ûg.  1 68) , l’arc  qu’elle 

soutend , R le  rayon  SA , le  triangle  rectangle  S Ab'  donne 
Ab'=Ra\n\a,  d’où  i=2R  sin^a.  Cette  équ.  donne  la  gradua- 
tion & d'un  arc,  connaissant  sa  corde  k,  ou  réciproquement. 
Quant  à la  longueur  de  cet  arc,  voy.  n®  348. 

Voici  un  usage  important  de  cette  formule.  On  ne  peut  se 
servir  du  rapporteur  (p . 23g)  pour  former  un  angle  d’un  nombre 
de  degrés  donné , que  lorsqu’on  ne  veut  pas  une  grande  exac- 
' titude.  Prenez  un  rayon  arbitraire  SA,  dont  la  longueur  R soit 
mesurée  sur  une  échelle  de  parties  égales  très  serrées  (p.  265); 
notre  éq.  donne  les  parties  que  contient  la  corde  k.  Portant 
donc  sur  l’arc  ABD  une  ouverture  AD=-k , menant  SA  et 
5/>,  l’angle  ASD  sera  celui  qu’on  demande.  L’erreur  de  cette 
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construction  est  comprise  dans  la  seule  épaisseur  des  traits. 
Nous  avons  publié  ^ sous  le  titre  de  Goniomélrie , une  table 
très  exacte  des  longueurs  des  cordes. 

* • XI.  Pour  avoir  l'expression  du  vo/uwie  eTun /éfraèrfre  quel- 
conque^ soient^  l’angle  de  deux  faces,  C le  côté  qui  les  joint, 
II  et  h les  perpendiculaires  à cette  ligne  abaissées  des  angles 
opposés , hauteurs  de  ces  faces  triangulaires  ; h sin  ^ est  la  hau- 
teur du  tétraèdre,  \CH  est  la  base;  ainsi  le  volume  est 
= g CHh  sin  ip. 

XII.  Soit  un  quadrilatère  ABCD  (fig.  igi);  désignons  par 
a,  b,cetd  les  côtés,  et  par  {ab),  (bc) . . . , les  angles  formés  par- 
les côtés  a et  ô,  ô et  c. . . En proj étant Z?Cet5Csur  AB, 
on  a AEs=d  cos  {ad),  EF=c  cos  (oc),  FB  = b cos  {ab)\  et 
comme  AB  = a = AE  + EF  -{-  FB,  on  obtient 

a=b  cos  (ab)-^c  cos  (ac)-j-d cos  (ad); 
de  même  fc=-acos(nô)-t-cco8(ôc)-4-Éfco8(ôd), 
c=a  cos  (ac)-J- ô cos  (ôc)-|-<f  cos  (cd), 
d=a  cos  (ad)~i-b  cos  (ôd)-f-ccos  (cd), 

\ I 

en  remarquant  que  les  projections,  qui  sont  soustractives,  ont 
pour  facteurs  des  cosinus  négatifs.  ( Voy.  p.  358  et  367.) 

Multiplions  ces  équ.  respectives  par  a,  ô,  c,  d,  puis  du  i " 
produit,  retranchons  la  somme  des  trois  autres;  il  viendra 

a’=ô’-}-c’-f  d — 2[ôccos  (bc)-j-bdcos  (id)-j-cd cos(cd)[]; 
on  aurait  aussi 

— a[aô  cos  (ab)-^ad  cos  (ad)-j-bd cos  (bd)], 
et  ainsi  des  autres  côtés. 

Le  même  calcul  s’applique  au  pentagone , etc.  En  général,' 
^dans  tou  t polygone  plan , le  carré  d'un  côté  quelconque  est  égal 
à la  somme  des  carrés  des  autres  côtés , moins  deux  fois  les 
produits  deux  à deux  de- ceux-ci , par  le  cosinus  de  Farigle 

f • m S»,  ^ ^ 

qu  ils  comprennent. 

365.  Les  lignes  trigonométriques  servent  soUtrent  à faire  des 
transformations  c[ui  rendent  les  formules  propres  au»  log.  ou 
à résoudre  des  équ.  En  voici  q^uelques  exemples.  • 
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I.  Trouver  par  iog.  la  somme  de  plusieurs  quantités?  soit 
(a-t-à).  On  suppose  que  a et  A sont  des  expressions  algé- 
briques assez  compliquées  pour  que  l’emploi  des  log.  puisse 
avoir  de  l’avantage.  Posons 

tangz= — ....(t), 

fl 

et  éliminons  n;  il  vient  * 

mais  sin  donne  sin  45®.  = cos  45°.  =* } en 

multipliant  le  numérateur  par  ces  i”*  membres,  on  a 

Ab  l/a  . 

y~ — : (sm  x.cos  45®+cos  Z.  sin  45“) , 


sin  Z 


''  sm  Z 


Wi 


l’équ.  (0  lait  connaître  l’arc  z,  et  (a)  donne 

Pour  x=A  (n-fA-f-c),on  fait  ci-dessus  A=i,  et  on  a 
jr=a-\-lh,  d’où  xz=iAijr-\-c) , expression  qu’on  traite  par  la 
même  méthode. 

II.  Résoudre  par  log.  une  équ.  du  a®  degré  ? 

1*'  CAS.  Soit  x*’^px=q,  q étant  positif.  On  a 


Soit  posé 


^=—kp^v-,p' + ? = — ± +py 

l\/q 


tangp: 


...  ( I ) ; 


cette  équ.  fera  connaître  l’arc  ^ : éliminant p, 

‘ , /cosaiiN 

x=i Ii-^(i±sec^)  = — V^ÿf — : ). 

tang  P sm  ip  / 

Si  l’on  prend  le  signe—,  l’équ.  M.  p.  37a,  donne 

x = t/y.tangip (2). 
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Pour  le  signe  +,  comme  lang|^ 


sia  ^ 


1 +COS  ^ 

x=z—\/q  coti(p (3). 


, ona(») 


2'  CAS.  Soit  x’+/>^+7=so»?  étant  toujours  positif  ; posons 
sinip=  (4), 


ce  qui  suppose  que  p^i'i/q,  ou  condition  nécessaire 

pour  que  les  racines  soient  réelles  (n”  rSq).  £u  changeant  q en 
— q dans  la  i'*  valeur  de  x ci-dessus  et  éliiniiiant  p,  il  vient 

-=— ^j^('=tcos  (p)=— V/ÿ.  tangi  f . . . (5) 

lorsqu’on  prend  le  signe  — ; le  -f-  donne  (*). 

T=— v/?coti(p... . (6). 

Dans  ces  deux  cas,  lorsque est  négatif,  on  en  porte  la  valeur 
avec  son  signe  dans  les  expressions  (i)  ou  (4),  ce  qui  les  rend 
négatives,  puis  on  obéit  à la  règle  du  n°  349  ; ou  bien  on  prend 
positif  et  on  change  de  signe  les  deux  racines. 

III.  Résoudre  l’équ.  n sin  x>4-ccos  xxzbl 


Posons  lang  (i); 

n 

éliiuinaiit  c,  il  vient 

, , . , / sin  ® cos  X-}- siii  X cos  ® \ 

o=n  (tang  ^ cos  x + sin  x)  —n  ^ côT^ / ' 

d on  sin  (ç-|-x)  (2); 

n 

l’cqu.  (i)  fait  connaître  l’arc  (2)  donne  l’arc  cl  par 

suite  l’inconnue  x (*■•'). 


(*)  Chacune  des  équ.  (i)  et  (4)  donne  pour  ^ deux  valeurs  qui , introduites 
dans  Punc  des  deux  formules  a et  3,  ou  5 et  6,  sulfit  pour  donner  les  deux 
racines. 

(**)  Soit  proposé  cette  question  : construire  un  triangle  AUC  (lig.  ig3  } 
avec  les  cftios  donnes  ACrsb , AB  — c,  faisant  un  angle  inconnu  A = x,  qui 
soit  tel , que  le  segment  CD  soit  égal  à la  porpend.  FE  menée  du  point  donné 
F,  AF=.  n.  On  a FEznn  sin  x:=:CD , AD—c  cos  x,  et  l'équ.  AD  +DC  = h 
devient  celle  que  nous  venons  de  résoudre. 

. * ♦ 


Digitized  by  Google 


5q2  géométrie  analytique. 

IV.  Résoudre  (*)  l’équ.  sin  (x-f-A)  = m sin  (x  -f-  / ) ? 
Posons  s ..  ^ 

d’où  — Lr+K^'— 0]  _ „ _ tang^-ftangK^— 

sin  Lr— 7(i— I)]  Ung^-— tangK^— 0 ’ 

d’après  l’équ.  E.  On  en  tire 

I I yjj 

Celte  équ.  donner,  et  l’ou  trouve  ensuite  x.  Si  l’on  pose 
,,  ,i+m  i4-tang<A 

m=tang?,  d ou— î—  = ^ =tang  (45"—  (p) , 

ou  a tang^=iaug  (45"— <f) . tang^I— ^)- 

III.  ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DD  CERCLE. 


Équation  de  la  Ligne  droite.  * 

366.  On  nomme  équ.  d’une  ligne  BMZ  (fig.  an)  la  relation 
qui  a lieu  entre  les  coordonnées  x et  y de  chacun  de  ses  points  ^ 
en  sorte  que  si  l’on  conçoit  que  l’ordonnée  PM  se  meut  paral- 
lèlement en  glissant  le  long  de  Ax,  et  que  sa  longueur  varie  en 
même  temps  que  celle  de  l’abscisse , de  manière  que  cette  équ. 
entre  x et  ^ soit  toujours  satisfaite , l’extrémité  M de  l’or- 
donnée'décrira  la  courbe. 

On  peut  envisager  l’équ.  de  la  courbe  comme  renfermant 


f*)  Dans  le  triangle  ABC  (6g.  ao),  on  connaît  la  base  AB=c,  et  le  rap- 
port a\b  — m des  deux  antres  côtAs  AC,  BC;  on  demande  de  construire  ce 
triangle  sachant  que  si  des  angles  inconnus  A,  B , qn  retranche  les  angles 
donnes  CAB  = A , CBD  = 1,  il  on  résultera  un  triangle  isoscèle  ABB.  L’in- 
connue est  l’angle  x=iDAB  = BBA;  la  proportionnalité  des  sinus  des  ongles 
CAB  = x-J-A,  etCBA=x-f-I,  aux  côtés  opposés  i et  <2,  dont  le  rapport  est 
connu  ■=«»,  donne  l'équ.  ci-dessus,  d’où  il  s’agit  de  tirer  x.  ' 

» • 

I 


Digilized  by  Googie 


UGNE  DROITE. 


3g5  4 

deux  inconnues  x et^;  dont  l’une  est  arbitraire.  Qu’on  prenne 
pour  X une  valeur  quelconque  a ; s’il  en  re'sulte  pour^j'le  nom-  ^ 
bre  réel  b-,  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a eXb,  que  nous 
désignerons  par  le  point  (a,  b) , sera  un  de  ceux  de  la  courbe. 

De  même  si  x=a''  donne  etc.  Notre  équ.  indéterminée 

fera  ainsi  connaître  une  infinité  de  points  dont  le  système  est 
la  courbe  même  ; et  l’on  peut  employer  ce  procédé  pour  en 
trouver  divers  points,  s’assurer  de  la  figure  qu’elle  afi'ecte  et 
des  particularités  que  présente  son  cours.  C’est  ce  qu’on  verra 
souvent,  par  la  suite. 

Par  ex. , jr  -=z  b est  visiblement  l’équ.  d’une  droite  MN 
(fig.  210),  parallèle  à l’aXe  Ax , AQ  étant  = i;^=o  est 
l’équ.  de  l’axe  des  x.  De  même  x z=  a est  celle  de  PM,  pa- 
rallèle à l’axe  Aj,  AP  étant  = a ; et  x = o est  l’équ.  de  cet 
axe  meme. 


36y.  Cherchons  l’équ.*d’une  droite  quelconque. 

i®.Si  elle  passe  par  l’origine, telle  que.<4A\rig.  2i2);de quel- 
que point  D,  N...,  qu’on  abaisse  les  ordonnées  DC,  PN....  , 
DC  PN 

on  aura  toujours—^  = ~7n~‘  ’ • • ® rapport 

AI  O Ar 

constant  de  chaque  abscisse  à son  ordonnée , l’éqp.  de  la  droite 
AN  est  ■ 

Lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  dans  l’un  quel- 
conque de  ces  triangles,  on  a (n®354),  PN=^AP  tang  On 
voit  que  a désigne  la  tangente  de  U angle  que  la  droite  fait  avec 
l’axe  des  x.  Plus  l’angle  N AP  croît,  plus  a augmente;  si  la 
droite,  telle  que  AN',  fait  un  angle  obtus  avec  les  x positifs, 
a devient  négatif,  et  l’dqu.  prend  la  forme  = — ax;  id  a 
est  la  tangente  de  l’angle  N'AE.  On  voit  en  effet  qu’alors  les 
abscisses  positives  répondent  à des  ordonnées  négatives,  et  ré- 
ciproquement. 

Mais  si  l’angle n’est  pas  droit,  le  triangle  NAP  donne 
si(i  JV  A P Y 

— 7T^-=.-=a  ; donc  alors  a est  le  rapport  des  sinus  des  an- 
smANP  X 
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glcs  que  la  droite  fait  avec  les  x et  les  y : rapport  qui  doit  être 

affecté  du  signe  — , quand  la  droite  est  située  comme  AN*. 

a”  Si  la  droite , telle  que  BM,  ne  passe  pas  par  l’origine , en 
faisant  AB  = b •=  l'ordonnée  à l’origine,  et  menant  AN  pa- 
rallèle à BM,  l’ordonnée  PM,  ou^,  se  compose  de  MN  = b 
et  de  PN  = ax  ; donc  on  a 

jr—ax  + b; 

b serait  négatif,  si  la  droite  était  telle  que  ffM'. 

368.  Les  quantités  x e\.j,  qui  entrent  dans  l’équ.  d’une 
droite , sont  appelées  Variables-,  a et  6 sont  des  Constantes  f 
mais  on  sent  que  a et  6 pourraient  varier  eux-mêmes,  et  c’est 
ce  qui  arrive  lorsqu’on  fait  prendre  à la  droite  BM  une  autre 
{losition.  jr=zax-\-  b appartientà  toutes  les  droites,  qui  se  dis- 
tinguent entre  elles  par  les  valeurs  de  a et  b. 

L’équ.  la  plus  générale  du  i*'  degré,  + Bx  -f-  C — o, 

B C 

équivaut  à jr  = — x ^ , qu’on  peut  écrire -f  b. 

Prenons  AB— b (fig.  212),  et  menons  BM  de  sorte  que 

<(=tang  BEA,onz=z  selon  que  les  coordonnées  sont 

ou  ne  sont  pas  rectangles  ; la  ligne  BM  3iMra.jr-=ax^  b pour 
équ.  ; on  voit  donc  que  toute  équ.  dn,x*’  degré  appartient  à une 
droite  qu'on  sait  décrire.  ' ™ 

On  peut  aussi  la  tracer  en  déterminant  deux  de  ses  points. 
Puisqu’on  B l’abscisse  est  nulle,  en  faisant  x = o,  on  doit 
trouver  l’ordonnée  à l’origine;  de  même  y = o donne  le  point  E 
oli  la  ligne  coupe  Taxe  des  x.  Ceci  est  général , quelle  que  soit 
la  ligne,  droite  ou  courbe.  On  peut  donc  se  servir  de  ce  tbéo- 
retne  pour  tracer  facilement  la  droite.  x=o  donne^=ft=.^JÎ; 

de  même j-=o  donne  .r  = — AE.  Par  les  points  £ et  ' 

ainsi  déterminés , on  mènera  EB  qui  sera  la  ligne  cherchée. 

Cependant  si  la  ligne  passait  par  l’origine,  ou^=ax,  ce  pio-  « 
cédé  ne  donnerait  que  ce  seul  point;  mais  on  ferai ta:.~i=C’/y, 
et  on  en  conclurait  ^ = o = f’f?.  Il  sera  bon  de  s’exercer  à 


s . 
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dccrireles  droites  qui  répondent  à des  équ. données,  telles  que 

•1X+  x=  2,j^=  j-= — X — I , etc , afin  de 

reconnaître  la  disposition  d’une  droite , d’après  l’equ.  qui  lui 
appartient. 

36g.  Trouver  Véqu.  dune  droite  qui  passe  par  deux  points  • 
donnés.  Soient  (x',  le  i*' point,  et  lea*  point;l’e'qu. 

de  la  ligne  eatjz=:ax-\-b,  a et  b sont  inconnus  ; or,  puisque  la 
droite  passe  par  le  point  (x,  jr') , si  l’on  fait  x—x'  on  devra 
trouver  ys=  y-,  partant 

y xs.  ax  y b de vient^'=  asd b ; 

✓ 

retranchant,  pour  éliminer  6,  on  trouve 


y=a  (x— x')...  (1). 

C’est  l’équ.  qui  appartient  à toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  point  {x' ,y')y  et  qui  ne  sont  distingue'es  entre  elles  que 
par  la  valeur  de  a,  c.-à-d.  par  leur  direction. 

Mais  si  notre  droite  passe  aussi  par  le  point  (x",  j*')  ; on 
trouve  de  mêmej^" — y = a (x" — x'),  d’où  l’on  tire 

«t  J’— y=  5^' 


370.  Trouver  V angle  que  jormentdeux  droites  entre  elles  , 
cesdroites  étantdonnéespar  leurs équ.^=ax-f-^,  y^dx-^-b' . 
Soient  BC  la  1'*  (fig.  ai3),  « l’angle  B qu’elle  fait  avec  Ax-, 
DC  la  a* , d l’angle  qu’elle , ou  sa  parallèle  BE , fait  »yec  Ax , 
EBx  = ; ainsi  a—  tang  a,  a' =: tanga';  l’angle  cherché  est 

/^=a  — a'.  Or  on  a (35g) 


„ tanga — tanga  a— a 

tang  — 2 « — ,=  — ; f ...  (2) . 

“ i+tang  a tanga  i+aa 


Si  a=a',  les  deux  droites  Sont  parallèles,  puisque  =0  , ce 
‘ qui  est  d’ailleurs  visible.  Si  aa'-|-  1=0,  tang  V — ca,  ainsi 
l’angle  ^ est  droit:  donc  la  condition,  pour  que  deux  droites 
soient  parallèles  ou  perpendiculaires , est 


a=o'. . . (3),  ou  aa'-f- 1=0...  (40- 
37 1 . Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  soit  parallhle 
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OU  perpendiculaire  à une  autre  droite,  ou  qui  fasse  avec  elle 
un  angle  connu.  Soieut  = ATéqu.  de  la  droite  donnée, 
jrz=a'x+  b'  celle  de  la  droite  inconnue  ; il  faut  déterrainér 
a'et  6'. D’abord,  puisque  celle-ci  passe  par  le  point  donné(x',j^) 
on  a l’équ.  J" — y — a'  {x — a:')  ; il  reste  à trouver  à. 

1°.  Si  la  droite  est  parallèle  à.  la  i",  on  a a—a’-  l’équ.  (1) 
est  celle  qu’on  demande.  , 

2®.  Si  elle  doit  être  perpendiculaire , aa'-{- 1 = 0 ; d’où 

t 

' az=  — l,j—y=—l  (X— x')._. . .^  (5). 


3°.  Si  les  droites  font  entre  elles  un  angle  i^dont  la  tang.  soit 
donnée  = m,  on  fait  m=  tang  iP',  dans  l’équ.  (2),  et  l’on  a 

(*  — x')  ....  (6). 


a — m , a—m 


Par  ex. , si  m=i , on  a l’équ.  d’une  droite  inclinée  de  45®  sur 
la  proposé  e , 1 

(a+  OCJ'— y)=(«  — 0 (x—x). 


372.  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données. 
Soient  ^=ox-f-ù,  J' =fl'x -+-Ù'  leurs  équ.  L’x  peut  bien  être 
le  même  pour  ces  lignes  dans  toute  leur  étendue  ; mais  1^  dif- 
fère. Le  point  où  elles  se  coupent  est  le  seul  pour  lequel  x et 
jr  soient  les  mêmes.  Si  donc  on  élimine  ces  variables , on  aura 
les  coordonnées  du  point  de  rencontre  : ce  calcul  est  facile  ; il 
donne 

b' — b ab' — db 

✓ 

En  général,  si  l’on  élimine  x etj' entre  les  équ.  de  deux  lignes 
courbes,  on  obtiendra  les  coordonnées  de  leurs  points  d’inter>  ^ 
section  ; c’est  même  pour  cela  qu’en  faisant ^^=0 , ou  x=o , on 
.trouve  les  points  où  la  ligne  coupe  les  axes  dus  x ou  desj^,  car 
ces  équ.  sont  celles  de  ces  axes. 

373.  Trouver  la  distance  entre  deux  points  donnés.  Soient 
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menons  MR  parallèle  à Ax,  et  le  trian{'Ie  rectangle  NMR 
donnera  MN‘‘=  RN*  : or,  on  a 

NR=NQ—MP=y—y,  MR—AQ—AP=z x"—x'-,  ainsi 
la  distance  cherchée  MN=  J' est 


\/y-xy+{jr‘'-yy.. 


La  distance  AM  du  point  M à l'origine  est 

Si  les  deux  points  devaient  être  situés  sur  une  droite  BN 
donnée  par  son  éqvL.j--=ax+b,  x',^,  devraient  satis- 
faire à cette  équ.,  d'oùy=ax'-^-bfy=ax''-f-l>,  et  par  con- 
séquent i'  — (x* — x')  \/(l 


374*  Trouver  la  dislance  d’un  point  fi  une  ligne  donnée. 

Soient  J' =ox-f-é  l’équ.  de  la  droite  BC  ( fig.  2x5),  M ou 
M'(x',j^)lepoint.  Il  faut  1°.  abaisser  la  perpendiculaire 
sur  BC  ; a®,  chercher  le  point  N de  rencontre  de  ces  lignes  ; 

3®.  mesurer  la  distance  MN ou  M'N'=:  S'.  Pratiquons  ces  opé- 
rations en  analyse.  1®.  L’équ.  de  la  droite  indéfinie  MM'  qui 
passe  par  le  point  {x',y),  et  qui  est  perpendiculaire  à BC, 
est  ( 5 ) , n®  37 1 ; 2®.  on  éliminera  x et  j-  entre  les  équ . des 
deux  droites,  et  on  aura  les  coordonnées  du  point  d’inter- 
section ; 3®.  enfin , on  mettra  ces  valeurs  pour  x",  y,  dans  la  % 
formule  (7).*  , • ‘ ■ 

Mais  puisqu’on  cherche  x — x'  et  jr — y,  le  calcul  se  sim-  -,  ... 
plifie  en  préparant  ainsi  l’équ.^=ox-f-i>: 


jr~y=a{x—x')-{-b+ax’—y,jr—y= (x  — x');  d’où 


ay~ax'—b)  y—ax'—b  . 


donc  on  a 


y-ax'-b 
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pour  la  (iisUiice  chercLée.  ou  la  longueur  MN  ou  M'N  de  U 

perpendiculaire  (■*'). 

375.  En  général , les  problèmes  relatifs  à la  ligne  droite  sont 
de  deux  sortes  : 

1°.  Ou,  une  droite  étant  donnée,  on  cherche  celui  de  ses 
points  (a/,  jr')  qui  satisfait  à une  condition  exigée,  a et  6 sont 
connus  dansj^=  ax'-^b  ; de  plus,  la  condition  à laquelle  le 
point  doit  satisfaire  étant  traduite  algébriquement,  on  a une 
seconde  relation  entre  x'  y' . L’élimination  fait  donc  con- 

naître ces  coordonnées.  On  pourrait  avoir  plusieurs  droites  et 
plusieurs  conditions  données  j mais  les  choses  auraient  encore 
lieu  d’une  manière  analogue.  . 

2°.  Ou  l’on  cherclie  une  droite  qui  satisfasse,  par  sa  position, 
à de  certaines  conditions;  alors  a et  b sont  inconnus  dans 
yxxax^b,  et  le  problèuMlooDsiste  à les  déterminer.  Or,  les 
conditions  données,  traduites  en  analyse,  condukont  à des 
équ.  qui  feront  connaître  a et  A ; elles  ne  pourront  être  qu’au 
nombre  de  deux,  à moins  qu’riles  ne  comportent  elles-mêmes 
de  nouvelles  inconnues. 

376.  Voici  plusieun  ex&rq^leii  0Ù.‘>eea  priuiipsu^tpl^  np*> 
pliqués. 

I.  Pcaittger  en- égales  P angle  que  forment 
entre  elles  deux  droites  données  AB,  AC  (6g.  216).  Traçons 
deux  axes  rectangulaires  Ax , Ay^  par  le  point  A de  concours 
des  lignes;  leurs  équ.  sont  y = ax,  y=xbx,  a et  tétant 
donnés.  Soit  jr  = kx  celle  de  la  droite  cherchée  AD  ; il  s’agit 
de  trouver 


L’angle  DAB  a {M>Or  tangente 


^ (n®37ij*;celledel4ngle 


comporte  ±;  mais  il  faut  préférer  le  signe  quî  rend  ^positif 
^ n®  lo8).  Or,  l’ordonnée  du  point  K ou  If  do  BC,  qui  a jé  pour  abscisse 
.^ntx=<“’+*>  suivant  que  le  point  donné  sera  en  Jlf  ouen  JT  c.-à-d. , en- 
dessus  ou  en-dessous  de  la  ligne , on  aura ^ > ou  < ax'+b  : donc,  dans  le 
ax' -f- h— y- 


.3*  cas , on  prendra 


V'(r-t-a’) 
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donc 


a—k _ k—b 


d’où 


Â* 1 =0. 


.599 


On  tire  de  là  la  valeur  de  k,  et  on  la  substitue  dansj^'  = kx. 
Comme  il  y a deux  racines  rc'elles , k'  et  k“,  le  dernier  terme 
— I est  leur  produit,  ou  A'A*+i=o  ; ce  qui  appreqd  que  les 
deux  lignes  AD,  AE,  ainsi  obtenues,  sontàangledroit(n“37o). 

Si  les  axes  ne  passaient  pas  par  l’origine  , l'équ.  cliercliée 
serait  j—j'z=^k  (ar— a:'),  k ayant  la  valeur  ci-dessus , et  x' , y 
étant  les  coordonnées  du  point  de  concours. 

Quand  l’une  des  droites  vrfC  est  l’axe  des  x,  bs=o,  et  on  a 

simplement  A' — =1. 

II.  Etant  données  les  droites  AB,  Ax  ((ig.  217),  quel  est  le 
point  D {x  ,y)  tel,  que,  CD  étant  parallèle  à Ax,  on  ait 
ACz=.  CD?  Prenons, pour  origine,  Ax  pour  axe  des  x; 
soient  y//=7« , y=.ax  l’équ.  AeAB-,  enfin  menons  y/D,  et 
supi>osons  que  jr—  kx  en  soit  l’équ.  ; a est  donné,  et  il  faut 
trouver  m,  x'  et  y',  ou,  si  l’on  veut,  x'  et  k. 

On  a CD  = AE  — AI  = x'  — m,  et,  par  condition  , 
AC‘xxxn'‘-^y''‘-xx.{x' — m)*;  donc^'’=«r'* — imx'. 

Or,  le  point  C est  sur  et  D sur  AD;  donc  y'-=am  et 
y'=kx' . Éliminant  m et  y',  il  vient  = a,  équ.  qui 

prouve  (probl.  I ) que  AD  coupe  par  moitié  l’angle  BAE  : x' 
ne  restant  pas  dans  le  calcul , est  arbitraire;  ainsi , tous  les 
points  de  AD  satisfont  à la  question  , qui  a une  infinité  de 
solutions. 

III.  Trouver  les  équ.  des  perpendiculaires  AF,  CE,  BD 
(fig.  218)  menées  de  chaque  angle  du  triangle  ABC  sur  le  côté 
opposé,  la  base  AC=b  étant  prise  pour  axe  des  x et  l’origine 
est  en  A ; le  sommet  B {x',y')  détermine  le  triangle. 

y' 

La  droite  AB  a polir  équ.  j'rrar,  a étant  —,  , parce  qu’elle 


\ 
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passe  en  D.  Il  est  aise  d’avoir  de  inéiiie  celle  de  la  droite  BC, 

menée  par  B (x',y),  etC{b,  o);  ona  donc,  pour  les  équ.  de 


etBC, 


X 


De  plus  CE  passe  en  C (b,  o)  ; ^f’par  l’origine  ; leurs  équ. 
sont  donc  de  la  forme  jr=  A (x — b),  j=Bx  -,  la  condition 
d’être  perpendiculaires  aux  précédentes  donne  (n“  S^o) 


, sy 


donc  les  équ.  des  perpendiculaires  sont 


-r'  x'—b 

j = — y {x—b),  jr  = 


Pour  trouver  le  point  O où  elles  se  coupent,  il  faut  éliminer 
.ret^';  on  trouve x=x'~ l’abscisse  AD  du  sommet;  ainsi  ce 
point  O est  sur  l’ordonnée  Donc  fcf/je/pem/ic'ufmres  abais- 
sées des  trois  angles  d’un  triangle  sur  les*c6tés  opposés  se  cou- 
pent en  un  meme  point.  En  décrivant  sur  AC\sl  deini-circonf. 
AEFC,  et  par  les  points  F,  E d’intersection,  menan.t  AF  et 
CE  ; puis  enfin , par  le  point  O de  concours,  traçant  BD,  on 
aura  les  trois  perpendiculaires. 

IV.  Trouver  un  cercle  tangent  aux  trois  côtés  dun  triangle 
ABC  ( fig.  68).  Cherchons  d’abord  un  point  O («,  jS),  qui  soit  à 
égale  distance  de  et  AC  -,  en  conservant  la  notation  précé- 

y 

dente,  l’équ.  At  AC jre=z  x,  donc  les  longueurs  OE  , 
OF  des  perpendiculaires  sont  (u“  874) 


•y—px'  »y—fiA 


OF=Æ. 


On  a AC-=.b,  et  l’on  nietdi,  parce  que  le  point  inconnu 
O («t,  F)  peut  être  en-dessus  ou  en-dessous  Ae  AC,  « et  /3  sont 
déterminés  par  OE=OF,'  o\i»y=lî  {x'±b),  équ.  unique  ; ce 
qui  prouve  qu’il  y a une  infinité  de  points  O,  à égale  distance 
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de  AB  et  AC,  lesquels,  étant  sur  la  ligne  dont  l’équ.  est 
J,  — sont  situés  sur  deux  droites,  qui  passent  par 

le  sommet  A,  et  font,  avec  la  histAB,  des  angles  dont  les  tang. 
^ . Comme  le  produit  de  ces  tang.  se  réduit  à — i,  à 


sont 


x'±ic 


cause  de  x'*+y^  =c’,  ces  deux  droites  sont  perp.  entre  elles  j 
il  s’agit  de  trouver  la  position  dé  l’une,  AO  (fig.  68). 

Comme  tang  BAC=  , on  a cos^=  = 7 î 

(M,  n®35g,  etenmul- 


d’où  tang 


y 


c -f-  ar'  x'  -f-  c 
tipliant  haut  et  bas  par  c+x')  : donc  O AB  = { BAC-,  ce 
qu’on  sait  d’ailleurs  (n®  210,  I).  Si  l’on  mène  OA  et  sa  perp. , 
coupant  par  moihé  l’angle  BAC  et  son  supplément , le  centre 
cherché  sera  sur  ces  lignes.  En  traçant  CO,  qui  divise  par  moitié 
l’angle  C,  et  sa  perpend.,  puis  faisant  la  même  chose  pour  B , 
les  intersections  de  ces  six  droites , combinées  deux  à deux  , 
donneront  quatre  points  qui  seront  les  centres  des  cercles  tan- 
gens  cherchés  : l’un  est  inscrit  au  triangle,  les  trois  autres  sont 
tracés  extérieurement. 

Au  lieu  de  faire  les  trois  perpend.  OD,  OE,  O F égales 
entre  dles , on  pourrait  se  proposer  de  trouver  le  point  O 
par  Uiitondition  que  les  rapports  de  ces  longueurs  fussent 
donnés. 

V.  Par  Iç  point  M (Sg.  21g) , tracer  NQ,  qui  coupe  l’angle 
NBx,  et  forme  le  triangle  BNQ  dont  l’aire  soit  donnée^  Bx 
et  Bjr  étant  les  axes,  les  données  sont  tang  NBxssa  et  le 
point  M (m,  ; l’inconnue  est  BQ  = z.  L’équ.  de  NQ,  qui 

passe  en  Ç (2,  o),  est  j^A  (x — z);  cette  droite  passe  aussi 

en  M(«,  /3)  ; d’où  A = — - — . L’équ.  de  BN est^=o.r.  Éli- 

tC  Z 

minant  x’  pour  avoir  Vj-  du  point  commun  N il  vient 
{A  — a)  j-=  Aaz-,  d’où 

Aaz  Raz 

i A — a ^ fi  — o«  -f  az’ 

T.  I.  26 
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Or,  menons  parallèle  à BN,  el  fa*sons  AB~m.  L 4qu.  de 
AM,  qui  passe  en  M (*,  /3),  estj^ — fi=a{x—it)t  pour  le 
point  A,  J=o  : d’où  am~a»—^.  Introduisant  ci-dessus  am 

pour  fl«— R,  il  vient  y=  * 

Cela  posé,  quelle  que  soit  l’aire  donnée,  on  pourra  tou- 
jours la  transformer  en  un  rectangle , dont  la  hauteur  serait 
pU—%  et  dont  k serait  la  base.  On  devra  donc  avoir 
k^  = - zy,  ou  ■ikz-{-7.km=o  ; ce  qui  donne  deux  solu- 
tions faciles  à construire  ( n”  33o)  : la  seconde  a lieu  quand 
la  droite  ISQ  coupe  le  supplément  de  l’angle  NBQ.  ( Foyez 

n®  334-) 

On  pourra  s’exercer  sur  les  problèmes  suivans  : 

VI  Étantdoonéesles  équ.  dedenx  droite5^5,^Ç’(bg-  216); 
prendre  des  parties  égales  AB,  AC,  calculer  la  longueur  BD 
de  la  moitié  de  la  corde  BC,  et  en  conclure  l’angle  BAC,  La 
formule  doit  s’acporder  avec  (2),  n°  ,370 

VI I Dans  la  même  circonstance , chercher  l’équ.  de  la  corde 
BC,  et  celle  de  sa  perpend.  AD,  dont  la  direction  doit  s’ac. 
corder  avec  le  problème  I. 

VIII.  Les  perpend.  DO,  FO,  EO  (fig.  220),  élevées  sur  le 
milieu  des  eûtes  d’un  triangle  ABC,  concourent  en  un  meme 
point  O.  En  général,  si  D et  F sont  situés  d’une  «Spmro 

quelconque  sur  les  côtés  ABetBC,  mais  divisent  ces  côtes 
proportionnellement  (la droite  lîFest  parallèle  à ^C),  toutes 

les  perpend.  DV,  FO  se  coupent  en  des  points  O situes  sur  une 
même  droite  qui  passe  par  le  sommet  B. 

IX  Trouver  les  équ.  des  lignes  CD,  AF,  BE  (fig.  220), 
Menées  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  aux  angles  o^ 
posés  - prouver  qu’elles  concourent  en  memç  poîht  G,  qu 
est  aux  ? de  chacune , A partir  du  sommet  de  l angle. 

Plus  gifciéralement , si  sur  deux  côtés  , BC  d’un 
triangle,  011  prend  des  parties  quelconques  AD,  CF  propor- 
tionnelles à ces  côtes , les  droites  CD  et  AF  se  coupent  en  un 


% 

CERCLE,  4o5 

point  G,  situe  sur  la  ligne  menée  de  l’angle  i?aa  milieii  E, 
du  côté  opposé. 

Consultez  le  Recueil  des  propositions  de  M.  Puissant. 

Du  Cercle. 

377.  La  distance /î  d’un  point  à l’origine  C(fig.aai) 

est  les  axes  étant  à angle  droit  ; ainsi  l’équ.  du 

cercle  est 

(1), 

puisque , pour  tous  ces  points , la  distance  R est  constante. 

Le  même  raisonnement  (equ.  7 , p.  897)  prouve  que 

(^— )’+Cr— /S)*— (2), 

est  l’équ.  d’un  cercle  dont  le  centi-e  a pour  coordonnées  » et  0. 
Quand  l’origine  est  à l’extrémité  O du  diamètre  <e=jR, 
et  l’on  a (ar — /î)* ou  plutôt 

jr^=iRx — x\ 

Si  les  X et  ^ font  un  angle  y,  le  triangle  CPilf  a l’angle 
P = 180*  — y,  et  la  distance  constante  CM=R  de  tous  les 
points  du  cercle  au  centre  G,  p|is  pour  origine , est  donnée  par 
l’équ.  D (n“  355)  : l’équ.  est  donc 

ar*+ J"*-!-  zxy  cos  t.=R*.  , . (3). 

Il  est  bon  de  s’exercer  à reconnaître  la  figure  d’une  courbe 
et  scs  propriétés  d’après  son  équ.:  bien  que  ces  choses  soient 
connues  pour  le  cercle,  nous  allons  , profitant  d’un  exemple 
aussi  simple , montrer  le  parti  qu’on  peut  tirer  des  équations 
des  courbes  peutr  atteindre  à ce  but. 

378.  Comme  l/(^’ — à chaque  abscisse  {(ig.221) 

répondent  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  ; de 
sorte  que  la  courbe  est  coupée  par  Ox  en  deux  parties  qui 
coïncident  lorsqu’on  plie  la  figure  suivant  Ox.  La  même  chose* 
a lieu  pour  Djr.  En  faisant  a:  = o,  on  a j’  =±:  /î,  et  les  points 

et  D de  la  courbe;  plus  x croît,  plus  — x'‘),  ouj-, 

décroît  jusqu’à  x — R,  d’où^=  o ; ainsi , la  courbe  j MA 
, ' • 26..  t 
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s’abaisse  sur  l’axe  des  i qu’elle  rencontre  en  Elle  ne  s’étend 
pas  au-delà  de  A,  c&v  jr  devient  imaginaire.  De  ces  notions 
résulte  la  figure  de  la  courbe. 

Toute  droite  OM  menée  par  le  point  O (—R,  o)  a pouréqu. 
y = a{x+R)  ; de  même  pour  A «)  » = — R)  est 

Téqu.  de  MA.  Le  point  M de  rencontre  de  ces  Ugnes  a pour 
coordonnées 

V a'+  a „ 2oaR 

x=-r^R,jr  = ;p 

Pour  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonf. , il  faut  que  l’équ. 

fl»  soit  satisfaite  par  ces  valeurs.  Ainsi  aa'  (i  -f-aa')=o 
est  l‘équ.  de  condition  qui  exprime  que'  les  deux  cordes  se 
coupent  sur  la  circonf.  On  en  tire  a = o,  ou  a'  = o,  ou  enfin 
1 +oo'=  O : les  deux  i'”  expriment  que  , lorsqu’une  des 
cordes  est  couchée  sur  le  diamètre , la  condition  est  satis- 
faite, ce  qui  n’apprend  rien  : l’autre  i + aa  =o  indique 
que  l’une  des  cordes  ayant  une  direction  quelconque  , si 
l’autre  lui  est  perpend. , le  point  d’intersection  sera  sur  la 
circonférence. 

Comme 

et  que  ^R—x—AP f 

Pilf  est  moyen  proportionnel  entre  OP  et  AP. 

La  longueur  de  la  corde  AM  est  \/lr^+  {R  — r)']  ; ainsi 
AM'  = iR*—  aiï*  = (R— est  donc  moyen  pro- 

^ portionnel  entre  AP  et  lediamètre  AO.  ^ 

379.  Pour  obtenir  les  intersections  d’une  droite  MIS  et  d’uii 
cercle  NKI  (fig-aaa),  on  élimine  x et  y entre  les  équ.  j-=ax-f  i 
et  y=R\  de  ces  lignes  -,  il  vient 


' — “ I + a* 


a^±\/R‘--^ 


t 

■ = la  distance  de  la  droite  au  centre 


.en.faisantJ'=^^^^^.j 
du  cercle  dont  il  s’agit  (n»  374).  11  se  présente  trois  cas. 
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1°.  Si  le  radical  est  imaginaire,  la  droite  ne  ren- 

contre pas  la  circonférence. 

2°.  Si  le  radical  est  réel,  ou  le  cercle  est  coupé  en 

deux  points  ; et  comme  on  peut  prendre  l’axe  des  x parallèle 
à la  sécante  MN , ou  «=o,  on  trouve  * = zfc  \/{R'—b')  ; le 
signe  d:  prouve  que  le  rayon  perpend.  à une  corde  la  coupe  eu 
deux  parties  égales. 

3°.  Enfin,  si  le  radical  est  nul,  on  a i^R-,  la  droite  coupe 
la  circonf.  en  un  seul  point,  ou  plutôt  elle  est  tangente.  Soient 
x' , jr'  les  coordonnées  du  point  'F  de  contact , on  trouve 


, y = ax'+ô  ; 


d’où 


« = --  b -- 

y’  y y' 


Or  le  rayon  C7’(fig.  322)  mené  au  point  de  contact  F{x',y) 

y 

ayant  pouréqu.j"=ra'*,on  trouvea'=  y;  d’oùaa'  = — 1 : ce 


ce  qui  signifie  (n“  370}  que  ce  rayon  est  perpend.  à la  tangente  ; 
j=:a  x-\-b  devient 


jy'-t-xx'=R* (i); 

c’est  l’équation  de  la  tang.  au  cercle  en  un  point  quelconque 
(x',  y)  de  cette  courbe. 

Si  par  un  point  extérieur  M («,  /3),  on  veut  mener  une  tang. 
MT,  il  faut  trouver  les  coordonnées  x',y  du  point  T de  con- 
tact : elles  doivent  satisfaire  aux  équ.  du  cercle , et  «,  /S,  à celle 
de  la  tangente  ; donc 

x'^+y*=R^,fiy-\-ctx'=R\..  (2). 

L’élimination  conduit  à des  équ.  du  2‘  degré  enx'  et  y,  en 
sorte  qu’il  y a deux  points  de  contact  Tel  T' , et  par  consé- 
sequeiitdeux  tang.  MT,  MT'  menées  par  le  point  donné  df. 
Mais,  aulieud’efiecluer  ce  calcul,  observons  que  nos  deux  équ. 
n’ont  lieu  eascnible,  il  est  vrai,  que  pour  les  coordonnées 
constantes  x' , y'  du  point  de  contact  ; mais  que,  si  l’on  ne  prend 


/ 
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qae  la  seconde,  x’  et  deviennent  des  variables-,  d’ailleurs, 
^j-\-»x=R‘  estl’équ.  de  la  droile  ï’7‘'qui  passe  par  les  deux 
points  de  contact , puisque  leurs  coordonnées  x'  et  y y satis  - • • ^ 

fout.  11  est  aisé  de  tracer  celte  droite  ( n“  368),  et  d'en  tirer  les  i 

points  de  contact  et  les  tangentes.  * 

X—o  donne  l’abscisse  du  point  B,  où  la  corde  T'P  coupe  ' 

l’axe  desx,  CBz=. — ; coiuinc  celte  valeur  est  indépendante  de 

fi  ou  PM,  il  s’ensuit  que  si  le  point  M se  meut  le  long  de  PM, 

^ les  tang.  changent  de  situation  ; la  corde  TV  tourne  autour 
du  point  fixe  B.  {Vox-  4*3  et  464»  IV.) 

On  peut  aussi  présenter  le  calcul  de  manière  à retrouver  le 
procédé  géométrique  (n°  21-2,  II  ).  Pour  cela , retranchons  nos 
équ.  (2) , etTie  considérons  que  cette  seule  différence  : x'  etx' 
sont  des  variables,  et  les  coordonnées  du  point  T ou  'V  de 
contact  doivent  satisfaire  à l’éqii.^’—./*7'+*‘ — «x=o,  qu’on  • 

peut  écrire 

(J’— 

La  courbe  à laquelle  appartient  cette  équ.  passe  donc  parles 
deux  points  de  contact.  Or,  cette  courbe  est  un  cercle  dont  le 
centre  est  en  m {\m,\  fi),  et  le  rayon  = V^(î«’+îjS’).  Si  donc 
• on  prend  Cp=\CP,  pm—^PM,  m sera  le  centre , et  Cm  sera 
le  rayon  d’un  cercle  qui  passera  par  les  points  de  contact  cher- 
chés T et  7". 

38o.  Soient  deux  cercles  C et  C (fig.  Sy),  l’origine  en  C, 

CV =<z  sur  l’axe  des  x-,  leurs  éq  nations  sont  pour  C, 

et  (x — a)’+j-*=/{'*  pour  C.  En  éliminant  x etx,  on  a pour  les 
points  d’intersection 

a'+R'—R'^ ^ l/[4a*/î‘— («’ 4- /!’— /!'“)*] 

• aû  aa 

L'’abscisse  étant  simple  et  l’ordonnée  double,  la  ligne  CC,  qui 
joint  les  centres,  est  perpend.  sur  le  milieu  de  la  corde  MN. 

Il  est  aisé  de  tirer  de  ces  équ.  les  conditions  relatives  aux  cas 
où  les  cercles  se  coupent  ou  se  touchent  (n®  202)  : en  effet, ^le  . 

radical  traité  comme  p.  33y,  devient 

= (a+/î+/î')  (a+fl-/î')  (R+R'-a)  (R'+a^R). 
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r,  transfOrMàtioh  de  coordonnées.  4®7  , 

y AdtaeMOtis  /?  «Ji*  i=  ou  >>  fl'  ; les  deux  i"‘  (acteurs  se- 

rdnt  poiitiCs  ) et  il  reste  à analyser  les  cas  que  peuvent  offrir 
■ ' fl-4-fl'<“«  et  fl'+«— fli 

1®.  Si  les  signes  sont  les  mêmes,  ils  ne  peuvent  être  — , car 
on  ne  peut  avoir  ensemble  a>fl  •^R'  et  <fl — fl'  ‘ ainsi.,  dès 
que  le  radical  est  réel,  les  circonf.  sq  coupent  en  deux  points, 
et  l’on  a a c^fl  +fl',  et  > fl  — fl'. 

2®.  Si  l’un  de  nos' deux  facteurs  est  nul,  a = fl+fl',  ou 
a=fl — fl'  ; d’oùj'^o,  x—R,  les  cercles  n’ontdonc  qu’un  point 
commun  Sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  : c’est  le  cas  du 
contact*. 

3°.  Enfin,  si  les  signes  sont  contraires,  savoir  : 

a^  fi*4*fl'  et  fl— fl',  ou  a<^fl-^fl'  et  fl-f-fl'  ; 

comme  la  i”  de  ces  deux  conditions  comprend  la  2®,  il  s’ensuit 
que  les  cercles  n’ont  aucun  point  commun,  quand 

a^R-^R' , ou  < fl — fl'. 

38i.  Voici  quelques  autres  problèmes  à re'soudre, 

I.  Étant  donnés  une  droite  et  un  cercle , mener  une  tangente 
parallèle  à cette  droite. 

II.  Mener  une  tangente  à deux  cercles  donnés. 

III.  Tracer  une  circonf.  tangente  à un  cercle  gt  à deux  droites 
données  (le  centre  est  sur  la  ligne  qui  divise nngle  donné  en 
deux  parties  égales  ) . 

•V 

Transjormation  de  coordonnées. 

38a.  L’équ.  d’une  courbe  est  quelquefois  si  composée , qû’il 
est  difficile  d’en  déduire  les  propriétés  ; mais  il  se  peut  que 
cette  complication  tienne  aux  axes  coordonnés  auxquels  la 
courbe  est  rapportée.  Ou  a vu , par  ex. , que  le  cercle  a pour  # 
“A  équations 

(r  — — )’ =fl’,  r=^Rx—x',  x +jr‘t=R‘-, 
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celle-ci  n’est  plus  simple  que  parce  que  l’origine  est  au  centre. 
11  convient  donc  de  savoir  transformer  l’équ.  d’une  courbe,  de 
manière  à la  rappoDter  à d’autres  axes , afin  de  simplifier  les 
calculs. 

Les  axes  coordonnés  étant  Ax,  Ay  (fîg.  2x3),  sous  un  angle 
A quelconque , supposons  qu’on  veuille  prendre  d’autres  axes 
A'x',  K' parallèles  aux  Soient  AB  ^ a,  BA^z=b\e& 
coordonnées  de  lanouvelle  origine  ; APxxx,  PM—  jr,  celles 
d'un  point  M;  A'C=x',  CM-=y  les  nouvelles  coordonnées. 
On  a AP=BP+AB , PM=sMC-^ CP,  on  » 

x=x'ya,jrssy'-^b...{A). 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l’équ.  en  x et  y d’une^ourbe , la 
traduiront  en  x'  ety,  et  l’origine  sera  transportée  en  A’  (a,  b), 
a et  b doivent  d'ailleurs  avoir  des  signes  dépendans  de  la  posi- 
tion de  la  nouvelle  origine  A!  relativement  kA-,  en  sorte  que, 
si  elle  était  située  en  D,  a serait  positif  et  b négatif,  et  il  fau- 
drait faire  x = x'-f-a,  ety=y'  — i,elc. 

383.  Supposons  qne  les  axes  primitifs  Ax , Ây,  étant  recta 
gulaires  (fig.  2a4),  on  veuille,  sans  cbanget  l’origine  A , en 
prendre  d’autres,  tels  que  Ax',  ./(^^'.Désignons  par  (xx')  l'angle 
xAx'  que  forment  les  axes  des  x et  des  r'  ; de  même  par  (sy') 
l'angle  xAy' . Pour  un  point  quelconque  M,  AP=x,  PM=y. 
AL=zx',  ML-^r'  ; il  s’agit  d’exprimer  x ety,  en  x',  y'  et 
les  angles  donn*(xx'),  {xy'),  qui  déterminent  la  position  des 
nouveaux  axes.  On  ax=AK-^-LI,  ainsi  V abscisse  X est  la 
projection  sur  l’axe  des  \ delà  portion  de  polygone  ÂLM  ; de 
même  y LK 1 M . Or,  les  triangles  AKL  , LIM  don- 
nent (n“  354, 

- « 

AK  — x'  cos  (xx'),  /CL=  x'siu  (xx') , 

LJ  —y  cos  {xy'),  MJ =y  sin(xy). 

Donc  r = x cos  (xx')  -f-  y'  cos  (x^)  J 

r = x'  sin  (xx')  + y'  sin  (xy')j  ' “ 

Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  à angle  droit  (fig.  225), 


» 


r 
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(^y)=9o“ +(*«'):  d’où  ' 

x=t'  cos  {xx')—y  sin  (jca:^)  1 
jssx'  sin  {xx')yy  cos  {xx')  j ‘ 

C’est  ce  que  donnent  directement  des  triangles  AKL,  LIM  \ 

car  AK-=.x'  cos  (xx'),  KL=x'  sin  {xx'), 

LI-=y  sin  (xx') , IM-=y  cos  (xx') , 

et  de  plus  X = AK—  IL, y—  LK-{-IM. 

384-  Supposons  enfin  (fig.  224)  <jue  les  axes  Ax,  Ay  aient 
une  inclinaison  quelconque,  ainsi  que  Ax! , Ay'.  Pour  passer  des 
i"‘  aux  2”,  résolvons  les  triangles  obliquangles  , LMJ  \ 
il  vient  (n°  355), 


AK 

AL 


aimALK  ,,  , x'sin(x'j-) 

, a ou  Al^  = 


sin  AKL  ’ 


Sin  (xy)  sin(xj') 


- _ x'  sin  (x'y)-^y  sin  (yy')  ] 
sin  (xy) 
x'sin(xT)-l-y  sin  (xy')l 


d’où 


sin  (xy) 

\ 

y sin  (xy') 
sin  (xy  ’ 


(D). 


sin  (xy 

Quand  les  axes  primitifs  Ax , Ay  sont  obliques  , et  que  les 
transformés  Ax' , Ay'  sont  rectangles  (fig,  225),  il  suffit  de  jposer 
ici  (xy')=9o®,  ou  (x'y  complément  de  (yy')  ; d’où 

x'  sin  (x'y— y cos  (x'y)  1 


x=  • 


sin  (xy 
x'  sin  (xx')+y  cos  (xx')  1 


....  (E). 


sin  (xy) 

Nous  avons  supposé  partout  que  l’axe  des  x'  est  situé  en 
dessts  de  celui  des  x , etc. , cc  qui  pourrait  ne  pas  exister  dans 
un  cas  auquel  on  voudrait  appliquer  ces  formules;  il  faudrait 
alors  modifier  les  signes  des  sin.  et  cos.  d’apres  la  règle  des 
indirectes  (n°  33g),  en  comparant  la  disposition  des  axes,  dans 
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l’application  qu’on  veut  faire,  avec  celle  des  fig.  224  225. 

Par  ex. , si  l’axe  des  x est  au-dessous  de  Ax^  on  fera  sin  (tx') 
négatif,  cOs  (xx')  positif.  ('*') 

385.  Jusqu’ici  nous  n’avons  déterminé  la  position  d’un  point 
sur  un  plan  que  par  scs  distances  à deux  axes  ; mais  il  y a bien 
des  manières  différentes  de  la  fixer,  ce  qui  fournit  autant  de 
systèmes  coordonnés.  (Voy.  Géométrie  de  position,  par  Car- 
not, p.  423.) 

Arrêtons-nous  aux  coordonnées  polaires.  La  position  d'un 
point  A/ (fig.  227)  est  donnée  par  sa  distance  AM=zrh.\in 
point  fixe  A,  qu’on  nomme  pôle,  et  par  l’angle  MAP=i  que 
fait  cette  ligne  AM  Avec  une  ligne  fixe  donnée  Ax  ; AM  est  le 
Rajron  vecteur à\i  point  M. 

L’équ.  polaire,  d’une  courbe  MN  est  la  relation  entre  r et  ô, 
pour  chacun  de  ses  points.  Si  le  rayon  AM  ioxttne  autour  de.<^, 
et  que  sa  longueur  varie  à mesure  qu’il  tourne,  c.-à-d.  avec  ô, 
de  manière  que  l’équ.  entre  ret  6 soit  toujours  satisfaite,  l’ex- 
trémité M du  rayon  vecteur  décrira  la  courbe  MN. 

Le  triangle  rectangle  AMP,  où  AP=ax,  PMxxjr,  donne 

x=r  cos  t,  jrs±s-t‘  sin  fl,  x*-f-j-*=r*. 

. * Ainsi  pour*^8ser  d’un  système  de  coordonnées  x et^  aux 
4>olaires  r et  <,  il  faudra  d’abord  transformer  l’équ.  eu  coor- 
données rectangles  , si  elles  sont  obliques  ; prendre  pour  ori- 
gine le  point  A , qui  doit  être  le  pôle:  enfin  la  droite  Ax,  à 
partir  de  laquelle  on  compte  les  arcs  9,  devra  être  l’axe  des  x. 
Ensuite  on  mettra  r cos  S et  r sin  9 pour  x et^. 

Réciproquement,  si  l’on  a l’équ.  en  r et  en  ^ d’une  courbe, 
en  éliminant  ces  variables  à l’aide  des  relations  précédentes, 
on  la  traduira  en  coordonnées  rectangulaires  x etj-. 


(r)  Au  reste,  Il  est  toujours  plus  court  et  moins  sujet  à erreur  de'" tirer 
directement  les  formules  de  transformation  de  la  flgure  même  qu'on  considère, 
en  reproduisant  sur  cette  figure  les  opérations  ci-dessus , c.-à-d.  en  projetant 
les  longueurs  x'  et^  sur  chacun  de»  axes  x ctj'  qu'on  veut  transformer,  cos 
projections  étant  faites  dans  les  directions  de  ces  derniers  axes. 


ijy  G(  'ugle 


/ 


TfiANSFO«MA.TION  DE  COOKDOSNKES. 

Prenons  pour  ex.  l’équ.  (a)  (n®  377) , du  cercle  dont  le  centre 
C (6g.  aa6)  a pour  coordonnées  « eï  /8  ; elle  devient  par  nos 
valeurs  de  x et  : 

» 

r*— ar  («  cos 9+;8  ûn  »)  ■+•  7î®=ïo.  . .( i ) 

I®.  Pour  chaque  rayon  vecteur  r,  la  distance  de  l’origine 
à la  courbe  est  double,  AM  et  AN.  Les  valeurs  de  r sont 
imaginaires  pour  les  inclinaisons  â de  la  ligne  AM  qui  ne  ren- 
contrent pas  le  cercle.  » 

a®.  Le  produit  des  deux  racines  r",  r de  r est  ( n®  187 , 3®.) 

quantité  indépendante  de  t ; donc,  si  d’un  point  6xe  A,  on 
mène  des  droites  quelconques,  le  produit  AMxAN Aes  deux 
rayons  vecteurs  est  constant  pour  toutes  les  sécantes. 

Selon  que  le  point  A est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle , on 
retrouve  les  théorèmes  n®’  aaS  et  aa8. 

3®.  Le  coefficient  du  a'  terme  est  la  somme  des  deux  racines  > 
r*  et  r'  en  signes  contraires  ; faisons  ACs=m,  l’angle  CAM=ç  ; 
il  vient  e=(p-f-i,  tt=m  cos  i,  /3=m  sin  i,  et 

r'+/=2m  (cos  f cosl-l-sin  6 sin  cos  (ô—ï)=2m  cos  <p  : 

donc  AM  + AN  = 2m  cosç,  équ.  facileà  construire  lorsque 
connaissant  deux  des  quantités  r"  m et  on  demande 

la  3'. 

4®.  Pour  que  soit  tangente,  il  faut  que  les  racines  r"  et  K 
soient  égales,  et  l’équ.  (i)  un  carré  exact,  ou  (11®  i38) 

4 («  cos  sin  6)’ — 4 — B’Jsso , 

d’où  sin®  9 — a«eiS  sin  9 cos  t +/3®  cos®  6=(<»  sin  î — fi  cos  ty 

±R=m  (cos  i sin  9 — sin  icos5)=:msin  (3 — f)=m  sin^. 

Da  ns  le  triangle  rectangle  ATC  qui  a AC—m  pour  hypoténuse 
étranglé  çi,  /lest  donc  le  côté  T’Copposc  àcetangle  A (n“363)  j 
ce  qui  prouve  que  la  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au 
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rajron  mené  au  point  de  contact.  D’ailleurs  les  racines  r"  ei  r 

étant  égales , on  a 

(m — 7Î) 

ou  r*ss:AB'X.AI=AM'X.ANi  la  tangente  est  mojrenne propor- 
tionnelle entre  la  sécante  et  sa  partie  extérieure. 

5°.  La  différence  des  racines  de Véqu.  (i)  est  la  corde 

k =±2  — (•  s***  ®*~  /®  cos  m’  sin’ (t — i)3 

d<^c  msin  <p  ~±.  i/(/î* — j A*).  Lorsqu'on  veut  mener  par  un 
point  A une  corde  MN  quiait  une  longueur  donnée  , on  portera 
cette  corde  sur  un  arc  mn  (fig.  228)  pris  où  l’on  voudra  sur 
le  eercle,  et  la  perpendiculaire  Co  sera  la  valeur  de  m sinf  =Co  ; 
f est  l’angle  opposé  à Co  dans  le  triangle  rectangle  dont  l’hy- 
poténuse est  AC.  Donc  tracez  la  circonf.  qui  a Co  pour  rayon, 
et  du  point  A , menez  des  tangentes  à ce  cercle  , qui  détermi- 
neront le  triangle  CFA  pour  lequel  l’angle  A =zç  : ainsi  les 
tangentes  A3tf  à ce  cercle  seront  les  deux  solutions  du  pro- 
blème, qui  ne  seront  possibles  qu’autant  que  lé  point  A sera 
extérieur  à ce  cercle. 

6”.  Sans  rien  ôter  à la  généralité , on  peut  prendre  pour  axe 
des  X la  droite  AB  (fig.  226)  qui  joint  le  pôle  au  centre , ou 
/3=o  : or  si  le  pôle  est  un))oint  /sur  la  circonf. , /î=«etréqu. 
(1)  se  réduit  à r* — 2r  R cos  6 = 0,  d’où  rr=<iR  cos  S ; c’est 
la  longueur  k d’une  corde  inclinée  de  t sur  le  diamètre.  Ima- 
ginons (fig.  56;  un  2*  cercle  tangent  au  même  point  .d,  le  rayon 
étant  R' i sa  corde  sera  k'=.iR'  cos  9,  à’oô  k\k' R'.R'  i les 
cordes  menées  par  le  point  de  contact  A de  deux  circonférences 
tangentes,  intérieures  ou  extérieures , sont  donc  entre  elles 
comme  les  rajrons. 
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IV.  SECTIONS  CO.NIQUES. 


De  l’Ellipse. 

386.  Oh  donne  ce  nom  à une  courbe  ABO  (fig.  229) , telle 
que,  pour  chaque  point  M,  les  raj’ons  vecteurs  ou  distances 

* MF=.%,  MF  = Z à deux  points  fixes  donnés  F et  F',  qu’on 

nomme  Fq^^er^,  ont  une  somme  constante,  t-\-:^=AO=:ia. 
Pour  trouver  l’équ.  de  l’ellipse,  prenons  le  milieu  Cde  FF 
pour  origine  des  coordonnées,  AO  pour  axe  des  x,  la  perpend. 

' BC  pour  axe  des  jr  ; on  est  assuré  d’avance,  par  sa  génération, 
que  la  courbe  doit  être  symétrique,  par  rapport  à ces  axes,  et 
que  l’équ.  sera  fort  simple.  On  doit,  en  général,  préférer  le 
système  de  coordonnées,  qui  est  propre  à faciliter  les  calculs 
et  à donner  des  équ.  moins  composées. 

Soient  FC=c,  x et  x les  coordonnées  de  M-,  on  a dans  les 
■ triangles  FMP,  F MP,  z''=j'’+FP*,  z'’=ÿ'’+F'P*,  ou 

' C)®,  z'®=J-*4-(x-f-C)*,  z+z'=20. 

En  soustrayant  les  deux  i'“,  il  vient  * 

z'* Z®=(z'+2)  — Z)=2fl  (z' — Z)~^CX. 

Ainsi,  FMxxz-=z.a — — , F'il/=z'=a+ — . . . (i). 

a a 

Substituant  dans  la  valeur  de  Z*  ou  z'*  ci-dessus,  on  trouve 

* 

+3?®+C* (2). 

a 

Faisant  x=o,  il  vient  pour  l’ordonnée  BC  k l’origine. .. . 

= c*;  si  l’on  représente  cette  ordonnée  par  A,  on  a 

donc  a* — c®  ; éliminant  c®,  on  trouve  enfin  pour  Véqu.  de 

l’ellipse , 

ay-^-6®x®=a*A“. ...  (3). 

387.  Eu  résolvant,  on  a ^/a’ — x®. 

a 
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Puisque  chaque  abscisse  x donne  deux  ordonne'es  y c'gales 
et  de  signes  contraires,  l’ellipse  est  telle  que  ABOD  (fig.  a3o) 
symétrique  par  rapport  à l’axe  ; elle  l’est  aussi  relativement 

à BD,  puisque  + x et  — ordonnent  la  même  valeur  de^. 
Ainsi,  lorsqu’on  plie  la  figure  selon  AO  ou  BD,  les  parties  de 
la  courbe  se  superposent  et  coïncident. 

jr  est  imaginaire  quand  x>-  ±.a,  x l’est  pour ^ ± A ; 

doiK  la  courbe  est  fennec.  B C=b  est  la  plus  grande  ordonnée , , 

CO  = rt  la  plus  grande  abscisse;  AO  est  ce  qu’on  nomme  le 
grand  axe;  Bü  est  le  petit  axe  ; A et  O sont  les  sommets,  C 
le  centre.  Ainsi , l'ellipse  est  une  corde  fermée,  telle,  que  la 
somme  des  rajons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  à un  même  , 
point  quelconque  est  constamment  égale  au  grand  axe  ; cet  axe 
est  la  longueur  de  la  droite , qui  passant  par  les  foyers,  tra- 
verse la  tourbe  de  part  en  part;  les  extrémités  de  cette  ligne 
sont  les  sommets , le  milieu  est  le  centre. 

388.  Comparons  deux  ordonnées  J-, d’une  même  ellipse,  qui 
ont  X,  jr'pour  abscisses  (fig.  a3o);  les  équ.  — a:’), 

a}y'^r=b*  (a’ — x'*)  donnent  le  quotient 

J*  a” — X* (a  -f-  x)  (a — x) 

y'  — a*— x"*  ~(a+x*)“(a— l'j’ 

or,  CP~x,  AP—a-\-x,  POz=a — x : ainsi  les  carrés  des 
ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  distances  du 
pied  de  ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

Enchaugeantxenjretj-en  X,  l’équ.  (3)  se  cïiange  en 
by‘-\-a'‘x'=a'‘b^-,  ainsi  elle  conserve  k même  forme,  qu'on 
prenne  AO  ou  BD  pour  axe  des  x.  ^ 

38g.  Le  cercle  ANO  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  a 
(6g.  a3o>,  a pour  ëqu.  où  Y=PNi  com- 

parant cette  ordonnée  à PM  (n°  387),  on  a — = -.  Ainsi  le 

rapport  des  ordonnées  du  cercle  et  de  l’ellipse,  qui  répon- 
dent à une  même  abscisse,  est  constant  et  égal  à celui  des  axes  ; 
y est  donc  toujours  K ; le  cercle  renferme  l’ellipse.  Celui  * 
qu’on  décrit  arec  le  rayon  ffC  y est  an  contraire  renfermé. 
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CeUt!  propriété  fournU  une  construction  fort  simple  de 
l’ellipse.  Après  avoir  tracé  les  axes  donnes  ytfO,  BD,  et  les  cir- 
couf.  inscrite  et  circonscrite  (dont  les  rayons  sont  b et  o),  ori 
mène  un  rayon  quelconque  CN,  et  par  les  points  Q et  N,  où 
cette  droite  coupe  les  circonf. , on  trçce  les  parallèles  aux 
axes  , QM,  NP  ; leur  section  M est  un  point  de  l’ellipse , car 
on  a 


PM_  CQ  PM _^b 

PN~  CN’  Y ~â 


d’où  PM=j’. 


3go.  La  définition  de  l’ellipse  donne  un  autre  procède'  pour 
décrire  cette’courbe  (fig.  229).  Après  avoir  tracé  les  deux  axes 
j40,  BC,  du  point  comme  centre,  et  avec  le  rayon  CO,  dé- 
crivez un  aro  de  cercle  qui  coupera  AO  en  F et  F”;  ce  seront 
les  foyers,  à cause  de  l’équ.  é’=  a*  — c*  (n“  386).  Du  centre 
F et  avec  un  rayon  égal  à une  portion  quelconque  Ae  AO,  telle 
que  KO,  tracez  un  arc  vers  M ; puis  du  centre  F*,  avec  le  reste 
AK  du  grai|d  axe,  tracez  un  2®  arc , qui  coupera  le  1"  en  M ; 
ce  sera  un  point  de  la  courbe,  car  FM-\-F M—A  O : on  aura  de 
la  sorte  quatre  points  de  l’ellipse  avec  les  deux  mêmes  rayons, 
en  décrivant  des  arcs  des  deux  côtés  des  axes.  Le  même  procédé 
fera  connaître  autant  de  points  qu’on  voudra  de  la  courbe. 

Lorsque  l’ellipse  a de  grandes  dimensions,  on  fixe  aux 
foyers  F et  F les  deux  bouts  d’un  fil  long  de  AO , puis  on 
fait  glisser  sur  ce  fil,  toujours  tcodu,  un  stylet  M qui  trace  la 
courbe. 


3gi . A mesure  que  les  deux  foyers  s’éloignent  l’un  de  l’autre, 
ou  que  b diminue  par  rapporta  a,  l’ellipse  s’allonge  et  s’aplatit 
davantage  ; an  contraire , si  les  foyers  se  rapprochent , elle  s’ar- 
rondit; enfiu,  si  ces  points  ee  confondent,  ou  az=b,  on  a. . . . 

-j-  et  la  courbe  devient  circulaire.  On  peut  donc 

regarder  le  cercle  comme  une  ellipse  dont  les  axes  sont  égaux. 

Les  équ.  (t)  montrent  que  les  rayons  vecteurs  de  l'ellipse 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscisses  x.  La  distance  FC=c 
estee  qu’on  nomme  V Excentricité  ; z et  *'  deviennent  maximum 
ou  tnimmi/m  pour  x=*s±:<J,  savoir,  z=t«±c  : ainsi,  de  tous 
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les  points  de  l’ellipse,  O est  le  plus  voisin,  et  A le  plus  éloigne 
du  foyer  F.  L’extrémité  B du  petit  axe  est  à la  mojenne  dis- 
tance de  F,  carx  = o,  àomie'z=z  = a = BF.  / 

On  noinine  Paramètre  la  double  ordonnée  qui  passe  par  le 
foyer;  on  l’obtient  en  faisant  ar=c,  ou  -.b*,  dans 

l’équ.  (3);  et  on  trouve  4**  ^ 

paramètre  : c’est  une  troisième  proportionnelle  au  grand  et  au 
petit  axe. 

Pour  transporter  l’origine  au  somimjt  A,  il  faut  changer 
X en  X — a dans  1 équ.  (3),  et  l’on  trouve  à*y‘  — b*  (aax— x’) 
392,  Rapportons  l'ellipse  à des  coordonnées  polaires  (n®385), 
le  pôle  étant  à l’un  des  foyers  F-  changeons  x en  x'  -f  c 
dans  U valeur  (i)  de  FM,  et  ensuite  x'  eh  z cos  Ô,  t étant 
l’angle  MFO  ; il  vient 

à^—c'  _ a(i— e») 

a -1-  c cos  « 1 + e cos  <' 

On  désigné  par  e le  rapport  de  T excentricité  au  demi-grand 
axe,  c=ae-,  le  pôle  est  en  F,  et  les  arcs  t sont  comptés,  à par- 
tir du  sommet  voisin  O,  dans  le  sens  OMB.  Si  l’origine  est  à 
l’autre  foyer  F,  et  les  arcs  t comptés  dans  le  même  sens,  il 
faut  changer  ici  e en  — e. 

De  VHyperbole. 


3g3.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  la  différence  des 
rayons  vecteurs  FM—FM  (fig.  23i)  est  une  quantité  cons- 
tante AO=2a=z  — Z.  En  plaçant  l’origine  au  milieu  Cde 
FF , etc,..,  et  reproduisant  le  calcul  du  n»  386,  on  a de  même 
2'’  — Z*  =2û  ( z'  -f-  Z ) = 4cx  ; ainsi 


Fd/=z==^-o,  P'M  = z'=^^  + «...(4). 


Substituant,  etc. . . , puis  faisant  c*=a'  + b'‘,  il  vient 
ay*  — ô’x*  = — a*ô*. 
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rïii  trouvera,  comme  au  u”  387,  que  l’iiyperbole  est  symétri* 
que,  par  rapport  aux  axes  FF'  et  Cy,  car  on  a 


Plus  Æ croît  tant  positivement  que  négativement,  et  plus 
augmente;  mais  on  ne  peut  prendre  x est  nul  pour 

.r  r=  rtfl  ; donc  la  courbe  ne  s’étend  pas  entre  les  deux  sommets 
A et  O;  partant  de  ces  points,  elle  forme  deux  branches  oppo- 
sées par  leurs  convexités  et  indéfiniment  étendues,  ouvertes 
l’une  à*  droite,  l'autre  à gauclie.  Le  point  C est  le  centre, 
AO— la  le  premier  axe  ; l’ordonnée  à l’origine  est  imaginaire, 
ar=ro  *3i<mnej—±b\/ — i.  Si  l’on  rend  cette  quantité  réelle 
en  changeant  de  signe  sous  le  radical,  la  longueur  6 qu’on  ob- 
tient, ovlV ordonnée  centrale  rendue  réelle,  est  ce  qu’on  nomme 
le  demi  second  axe,  qui  n’est  plus,  comme  pour  l’ellipse,  une 
des  dimensions  de  la  courbe. 

3g{.  Les  ordonnées  jr  et  y (fig.  23a),  qui  répondent  aîix 
abscisses  x ctx',  donnent,  comme  n®  388, 

y x‘  — a’ {x-\-a)  {x — a) O P.  A P 

x'‘ — a'*  (or' — a)  OP'. AP''  ■ 

On  a encore  les  carrés  des  ortionnées  proportionnels  aux  pro- 
duits des  distances  de  leurs  pieds  aux  deux  sommets. 

Quand  a—b,  on  a -y-zxiX'  — ol‘  : l’hyperbole  est  dite  équi- 
lalére. 

En  changeant.r  en j",  ctj^en  x,  l’éq.  devienti’j^* — x*—a'b‘‘ . 
La  forme  est  la  même,  au  signe  près  du  ?.«  membre;  les  x sont 
comptées  sur  BD  et  les^  sur  CP  ; l’hyperbole  est  dite  rappgi  - 
lée  au  centre  et  au  2'  axe  (comme  üg.  257). 

Changeant  x eu  ar-f-a,  l’origine  vient  au  sommet  et  l’équ. 
de  l’hyperbole  est  a‘y‘=b'^  {iax-\-x^). 
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395. Si  l’on  décritune  ellipse  ABOD  (Gg.  23a)  sur  les  mêmes 
axes,  elle  sera  comprise  entre  les  deux  sommets  et  allongéé" 
dans  le  sens  des  x ou  des  suivant  que  a sera  > ou  ce  ' 
sera  un  cercle  sil’hyperbole  est  équilatère.  Ces  deux  courbes'ont 


T I. 


Diqilized  by  Google 


4lS  SECTIONS  CONIQUTs', 

des  pio|)iiete's  analogues,  dont  on  peut  voir  les  détails  dans 
la  Gcomclrie  de  position  Aü  Csxxnot  J p.  i43i  , . 

396.  La  détfnition  de  l’hyperbole  donne  un  procédé  pour  dé- 
crire cette  courbe.  Après  avoir  tracé  les  axes  F'F,  Cjr  (fig.  23i), 
et  marqué  les  foyers  F*,  F , on  décrira  vers  Æf  un  arc  de  cercle  du 
centre  F,  avec  un  rayon  quelconque  AG  ; puis  du  centre  F , 
avec  le  rayon  OG  on  décrira  un  2'  arc;  le  point  M de  section 
sera  sur  la  courbe,  puisqu’on  a F'M  — FM^AO.  On  aura  , 
avec  les  memes  rayons,  quatre  points  de  l’hyperbole,  puis 
autant  de  points  qu’on  voudra  en  changeant  de  rayons. 

. Les  équ.  (4)  montrent  que  les  rajrons  vecteurs  de  C hjrperbolc 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscisses. 

Le  paramètre,  ou  la  double  ordonnée  passant  par  les  foyers, 

conserve  la  même  valeur  que  pour  l’ellipse  = . 

i 

En  raisonnant  comme  n°  3g2,  on  obtient  pour  l’équ.  polaire 
dq l’hyperbole,  le  pôle  étant  en  F.(fig.  23i),  et  faisant  l'angle 
AFM—ieic  — ae,  * ^ 

c'  — a (c’ — 1) 

a-f-  c cos  l 1 0’ 

• • 

^397.  En  comparant  les  équ-  de  l’ellipse  et  de  riiypcibolc  , 

. on  observe  que  l’une  se  change  en  l’autre,  lorsqu’on  y rem- 
place ô par  — I.  Cet  artifice  de  calcul  servira  à traduire 
les  formules  obtepucs  pour  l’une  de  ces  courbes  en  celles  qui 
conviennent  à l’autre.  » 

, /?e  la  Parabole. 

398.  Étant  donnés  un  point  fixe  ou  foyer  F(fig.  234) 
droite  quelconque  QQ' , la  parabole  est  une  courbe  dont  chaque 
point  est  à la  même  distance  de  F que  de  QQ' , qu’on  nomme 
directrice.  Prenons  pour  axe  desx,  DF  perpend.  sur  QQ' , 
pour  origine  le  milieu  A de  FD=p,'  et  pour  axe  des  jr  la 
parallèle  AB  èi  QQ'  -,  A est  visiblement  on  point  de  la  courbe . • 
Ou  a AP=x,  PM=:jr,  QM^DP,  ou  * dans  le 


PAnA^LE.  4*9 

triangle  FMP,  FM‘r=.  donc  en  égalant 

les  valeurs  de  z,  etc.,*  on  —7.px,  pour  l’eju.  de  la  pa- 
rabole, courbe  qui  est  symétrique  par  rapport  à Taxe  des  * 
seulement.  ^ - 

Il  résulte  de  la  génération  de  cette  courbe,  que  l'ellipse 
dont  le  grand  axe  tfi^vient  injini  se  change  en  une  parabole. 

Deux  points  (x,  x'),  d’une  parabole  donnent 

« m 

y = a/jx,  y’^  z=px' , = 5. 

Les  carres  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  abscisses 
correspondantes.  * 

Si  la  constante  zp,  qu’on  nomme  paramétré,  est  inconnue, 
et  qu’on  ait  un  point  de  la  courbe,  on  voit  que  zp  est  3*  pro- 
portionnelle à l’abscisse  et  à l’ordonnée  de  ce  point. 

Pour  tracer  la  parabole  doBt  on  a le  paramètre  AB  = y> 
J^fig.  a33),  comiAc  y est  moyenne  proportionnelle  entre  AB 
et  X,  on  décrira  un  cercle  B CP  qui  passe  en  B,  et  dont  le  centre 
soit  en  un  point  quelconque  de  AO  -,  AC  sera  \'x  qui  répond 
à l’abscisse  AP  ; ainsi  les  parallèles  CM,  PM  aux  axes  coor- 
donnés, détermineront  un  point  M de  la  parabole.  On  en  ob- 
tiendra de  même  autant  d’autres  qu’on  voudra. 

Si  l’on  fait  x~\p-=AF  (fig.  a34),  on  a y=.±ip  ; ainsi 
1^  paramètre  zp  est  encore,  dans  la  parabole,  la  double  ordon- 
née passant  par  le  foyer. 

* 

399.  La  génération  de  la  courbe  donne  un  moyen  simple 
pour  la  tracer.  On  a vu  que  z — \p-\-x-,  ainsi  le  rayon  vec- 
teur est  encore  rationnel.  Prenez  sur  l’axe  x/x  (fig.  à 

partir  du  somniel?^.^^,  ^des'  distances  AD— AF  = \p,  F sera 
le  foyer,  la  perpend.  QQ'  à Ax  sera  la  directrice;  et  il  s’agit 
de  trouver  tous  les  points  M qui  sont  à égale  distance  de  l'un 
et  de  l’autre.  Menez  une  ordonnée  indéfinie  quelconque  MM', 
puis  du  foyer  F pour  centre,  avec  PD  pour  rayon,  tracez 
un  arc  qui  coupera  cette  droite  MM'  en  deux  points  M et  M'  •. 
ces  points  sont  sur  la  courbe. 

ay.  . . 
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Pour  avoir  l’e'q.  polaire  de  la  parabole,  prenons  le  foyer  F 
pour  pôle,  et  portons-y  l’origine,  en  faisant  x — x'  dans 

z = \p-^  a:;  enfin,  posons  FP,  ou ar' = — a cos<,  l’angle  â étant 

’AFM  compté  du  sommeV;  il  vient  x=a=  ^ -p^os  i" 

Des  Sections  d’un  cône  droit  par  un  plan. 

% 

4oo.  On  demande  l’équ.  de  la  courbe  AMO  (fig.  235),  in- 
tersection d’un  cône  droit  IDB  par  un  plan  quelconque  O A . 

Si  par  l’axe  BK  on  fait  passer  un  plan  BD  J perpend.  au 
plan  coupant  (il  le  sera  à la  base,  n“  2'j2),  l’intei-sectiôn  de  ces 
plans  sera  la  droite  AO,  projection  de  l'axe  du  cône  sur  le 
plan  coupant;  c’est  ce  qù’on  nomme  V Axe  de  la  section  co- 
nique. Par  un  point  quelconque  P de  cet  axe,  menons  un  plan 
parallèle  à la  base  DJ\  ses  intersections,  avec  le  cône  et  le  plan 
coupant,  seront  le  cercle  PMGfetla  droite  PM,  laquelfc  étant 
perpend.  ( n“  2y3)  sur  FG  et  AO,  est  une  ordonnée  commune, 
aux  deux  courbes. 

Cela  posé,  soient  AP~x,  PMtssj--,  cherchons  une  rela- 
tion entre  x,  jr,  et  les  données  du  problème,  qui  sont^l’angle 
BAO=m,  l’angle  DBI—^  et  AB  = c.  La  propriété  du  cercle 
donne FPXPG  ; trouvons  FP  et  PG. 

Dans  les  triangles  AFP , POG  et  ABO,  on  a {C,  n“  355) 
FP  sinO^  sin  («-|-/3)_PG  PG 

~ PO 


sin  » 
sin  F 
sin  O 


ou 


X ’ sin  G 
sin  (ct-f-jS) 


sin  F 
sin  tï 


d’où  AO  = - 


AO  — x' 
c sin  $ 


AB  c AO  ’ sin(«-f-iS)' 

Or'  dans  le  triangle  BHF,  l’angle  F est  qpmplément  de  ^ /S  ; 


donc 


FP  = 


X sin  ce 


PG  = 


sin  ( « 4-  (3  ) , 


(csin’iS  \ 

sin  («-t*  0) 


cosi/3’  ‘ cosi/3 

É 

et  l’on  a,  pour  l’équation  demandée, 

[ ex  sin  (S  — a:*  sin  ( • -I-  ) ] 


J' = 


cos’  ( |S 
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/ Pour  obtenir  toutes  les  sections  du  cône,  il  suffit  de  faire  prendre 
au  plaiv  coupant  toutes  les  positions  possibles,  c’est-à-dire  de  v 
faire  tourner  la  droite  O autour  du  point  A dans  le  plan  BID, 
et  de  changer  aussi  AB'=.c.  Il  se  pre'sente  trois  cas. 

I Lorsque  « -f*  /8  = 1 8o“,  le  plan  coupant  est  parallèle  à là 
génératrice  ^7  (6g.  a36);  et  la  courbe  s’étend  à l’indni;  en  fai- 
sant sin  («-f-  (S)  = o,  notre  équ.  devient  (à  cause  de  G,  n°  SS^) 

- ■ sin*  fi 

J'’=-s,Vg-  ca:=4cxsin*;  fi \B). 

c’est  celle  d’une  parabole  (*).  > \ 

2°.  Tant  que  i8o°,  le  plan  coupant  rencontre  toutes 

les  génératrices  d’une  inêine  côté  du  sommet  ; la  courbe  est  fer- 
•mée'^:  {A)  en  est  l’équation.  , 

3°.  En6n,  lorsque  « -f- fi  > i8o®,  le  plan  coupant  rencontre 
les  deux  nappes  de  la  surface  de  part  et  d’autre  du  sommet;  la 
courbe  a donc  deux  branches  étendues  àl’in6niÆ/'y7(V',  LO’  Q 
(6g.  235),  dont  la  courbure  est  opposée.  Or,'«-+-fi>  i8o* 
change  le  sinus  du  signé , et  l’on  a * , 


r 


sm  tt 


[ex  sin  fi-f-x*sin  (i-+-fi).  . .(C). 


cos*  4 fi 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  si  l’on  représente  par  aa  la  dis- 
tance AO  entre  les  sommets,  et  par  K un  coefficient  constant, 
on  a * . 

c sin  fi 


%a  — - 


^ ^ ,in  . .in 


sin  (a  + fi)’  “ cos* -‘fi 

. Les  équ.  et  C deviennent  J"*  = /f  (aaxrçrx*),  qui  sont  celles 

de  y ellipse  et  de  Yhjrperbole  rapportées  au  sommet  ( n®‘  Sqt 
et  394). 


(*)  On  aurait  pu  refaire  les  raisonnemens  précedens;  FP  (flg.  a36)  con- 
serve la  valeur  ci-<lesstis  , on  y faisant  sin  a,  — sin  fi  ; donc  FP  rr:  ^ de 

% cos i fi 

plus , AZ.  parallèle  à FG  donne  le  triangle  ABL , dans  lequel  on  a 
sin  fi  sin  â AL  PG 


sin  BAL  ’ 


cos  -j  fi  BL  c ’ 
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L’équ.  généiale*des  sections  coniques,  l’origine  élaiil  uu 
sommet,  est  donc = mx  + nx“.  Elle  appartient  ^ 

i®.  A la  parabole,  lorsque  n=zo,  {m=zo.p)\  * ’ 

b*  ih' 

' a“.  A l’ellipse  , quand  n ~ et  m = — : 

^ à'  a • 

vt.b^ 

3®.  Enfin  à l’hyperbole,  lorsque  n = — , m = — . 

401.  Il  n’y  a rien  à changer  à tout  ce  qui  vient  d’être  dit, 
lorsqu’on  fait  varier /3  et  c , c.-à-d.  les  dimensions  du  cône  et  la 
distance  AB.  On  ne  peut  faire  /8  = o,  ou  6 = 180“ ; car  il  n’y 
aurait  plus  de  cône  : c = o suppose  que  le  plan  coupant  • 

passe  par  le  sommet.  L’intersection  est  alors  un  point  lorsque 
«+A<^«8o°j  unedroite  quand  « -f-j8=i8o°  (le  plan  est  tangent 
au  cône);  enfin  deux  droites  quand  i8o“.  Le  calcul 

comprend  aussi  ces  trois  cas;  car  en  faisant  c = 0 dans  {A)^^ 
puis  sin  (at  + yS)  positif,  nul  et  négatif,  on  trouve 


. jr^-\-Kx^='o,  ^ = 0,  j^  — Kx^. 

La  1'*  équ.  ne  peut  êU'e  satisfaite  qu’autant  (n“  1 12)  quex  = o, 
etj‘=:o,  ainsi  elle  représente  un  point;  la  seconde  est  celle 
d’une  droite;  la  troisième,  enfin,  donne  jr  z=  dz  x \/  K qui  re- 
présente deux  droites. 

Donc , quels  que  soient  le  cône  et  la  position  du  plan  cou- 
pant, l’éqq.  (y^)  est  celle  des  six  sectionsH:oniques  ; c étant  = 0, 
on  a les  trois  sections  qui  passent  par  le  sommet;  et  lorsque  c 
m’est  point  nul,  cette  équ.  représente  une  ellipse,  unehyperhole 
ou  une  parabole,  suivant  que  le  coefficient  de  x’  est  négatif,  po- 
sitif ou  nul. 

4o3.  Étant  donnée  l’équ.  d’une  ellipse,  d’une  hyperbole,  ou 
d’une  parabole  rapportée  à son  sommet,  ainsi  qu’un xône  droit 
([uelconquc , il  est  facile  de  placer  cette  courbe  sur  le  cône, 
c.-à'd.  de  trouver  la  situation  du  plan  coupant  qui  la  reprodui- 
rait; car,  dans  les  deux  derniers  cas , on  connaît  a,  et  6,  et 
il  s’agit  de  trouver  c et  l’angle  »,  en  recourant  aux  équ.  D.  Or 

/ • . 
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la  i'^'  i'ail  coiinailre  c,  quand  on  a tire  et  de  la  2”“'  : celle-ci  de- 
vient par  les  eqù.  I et  G , p.  87 1,  ^ • ' 

' ... 

2 A cos’  - /3  2 sin’  ^ COS  /S  2 sm  a cos  « siii  /S 

= ( 1 — cos  2«)  cos  iS  -4-  sin  2«  sin  (S. 

Cette  équ.  de  la  (orme  b = n sia  2«-f-/cQS  2a,  a été'  résolue' 
pPSqi, 

Et  si  l’équ.  donnée  est  celle  d’une  parabole_y*=2y:jT,  l’équ.  /> 
donne ijp=o.c  sin’  ~6,  d’où  l’on  tire  c,  et  par  suite  la  position 

du  plan  coupant  (fig.  286). 

« 

. Méthode  des  Tangentes . 

4 * 

.403.  Si  par  deux  points  M et  Ç (ûg.  287)  d’une  courbe 
quelconque  BMQ,  on  mène  une  sécante  SMQ,  et  qu’on  fasse 
varier  la  position  de  Q sur  la  courbe,  A/ restant  fixe,  la  sécante 
qn  endra  diverses  inclinaisous.  Si  l’on  rapproche  Q de  A/ jusqu’à 
faire  co'incider  ces  deux  points,  la  sécante  5Q  d^endra  TM  : 
cette  droite  se  nomme  Tang^tte ; c’est  une  sécante  dont  on  a 
fait  coïncider  les  points  d' intersection. 

L’équ.  de  toute  droite  qui  passe  en  un  point  M {x' ,y')  est 

j—f=A{x  — x')...  (i). 

Pour  déterminer  la  tangente  TM  , il  suffit  d’assigner  à 
A = tang  7' la  valeur  qui  convient  à l’inclinaison  de  cette  droite; 
il  faut  pour  èela  exprimer  en  analyse  les  coiMitions  qui  lui 
servent  de  définition.  - • 

Désignons  parx'-f-  A etj^'-{-A-  les  coordonnées  du  2'  point 
d’iuLersectiùn  de  la  sécante  5Af,  ou  MRssh,  QR:=2k;  ra  tang.  * 

de  l’angle  QMR  est  j =:  tang  S.  En  changeant  x'  ctf  en 

etj-'-j-k  dans  l’équ.  de  la  courbe,  et  réduisant,  il  sera  facile 

d’en  tirer  - , qui  est  la  valeur  de  tang  5.  Or,  tang  T est  vis'»— 

biement  la  limite  de  tang  S*  lorsqu’on  fait  Viivier  le  point  Ç 
pour-  l’approcher  de  M , en  sorte  <pt^si  l'on  pose  tang  T ou 


Digilized  by  Google 


* 


4s4  SECTI0K5  COW/QUES.  • 

*ang  iS-f-*»,  et  pourra  décroître  iiidéfiniineiil.  Si  donc  la 
k- 

valeur  - de  tang  5 a la  formey^-f-^,  p étant  une  <|uantitc  in- 
variable, et  fi  une  expression  en  fi  et  X-  susceptible  de  devenir 
avec  ces  variables,  aussi  petite  qu’on  veut,  l’équ.  yi~p  -f- 
se  partagera  ( n®  1 13  ) en  deux  autres,  dont  l’une,  A=p,  dé- 
terminera A.  A est  donc  ce  que  devient lorsque  fi  est  nul,' 
c.-à-d.  que  A est  ce  que  devient  le  rapport  k : h,  quand  on  y 
pose  k et  11  nuis. 

Concluons  de  là  qa’i7 faudra  substituer  y'  -f-  k et  b pour 
x'  et  y'  dans  l’équ.  de  la  courbe,  et  en  tirer  le  rapport  k ; li,^«/« 
y faire  k et  h nuis;  on  obtiendra  ainsi  la  limite  de  ce  rapport, 
ou  A,  et  par  suite  l’équ.  (i)  de  la  tangente.  (Fqy.  p.  440). 

La  droite  indéfinie  MN,  perpeud.  à la  tang.  au  point  M de 
contact,  est  U Normale;  l’équ.  est  facile  à déduire  de  celle  de 
la  tang.,  puisque  ces  droites  passent  par  le  point  M (r',y),  et 
de  plus  sont  perpend.  L’éq.  de  la  normale  est  (n“  371) 

• "tX— y = — (2). 


Les  longueurs  ’J'P,  PN,  comprises  entre  les  pieds  T,  P et 
N de  la  tangente,  de  l’ordonnée  et  de  la  normale,  sont  la  sous- 
tangente  et  la  sous-normale.  En  faisant.j'  = o dans  nos  équ., 
on  obtient  pour  x les  abscisses  AT  et  AN  des  points  7’ct  N, 


.sousoffing.  7’P  ou  x'  —-x  . . . . *(3) . 

sous-norm.  PN  ou  x — x'  = Ay' . . . (4). 


U ^ihnrait  arriver  que  la  tangente  et  la  normale  n’eussent 
pas  la  même  disposition  que  dans  notre  figure,  et  que  la  sous- 
tangente  fût  x—x',  et  la  sous-normale  x'  — x -,  mais  alors  le 
signe  négatif  qui  affecterait  les  valeurs  (3)  et  (4)  ir.diquerait- 
cette  circonstance  (n“  339). 

Les  longueurs  MT  et  MN  .sont  appelées  aussi,  Tune  7an- 
gente , l’autre  Normale.  * , 

4o4-  Appli<[Uons  ces  tliéorèines  à la  parabole  (fig.  234),  dont 


^ TANGENTES.  ^ 4'^5 

l’équ.  est  — on  a jr''^-=iïpx' , (j-'4-*)“=a/>(x'4-A), 
qu’on  réduit  à * , 

r=  7.ph-,  d’où  I = fane  S = - 

> » "t- 

Faisant  nul,  on  a v^  = tang.  T=^,. 

Éqii.  de' la  tangente yj  = p {x  x'  ).  < 

2®.  Équ.  de  laTiorwiafe. . . — Sj—y)p+{x—x')y=o. 
. 3®.  Longueur  de  la  sous-tang.  TP  x=.  ix' . 

• 4°*  Lt>ngueur  de  la  jou.r-norm.  PN=.p. 

Donc  la  sous-tangente  est  double  de  V abscisse,  le  sommet 
est  au  milieu  de  TP,  le  pied  7*  de  la  tang.  est  à gauche  du 
sommet,  et  ta  sous-normale  est  constante  et  égale  au  demi- 
' paramètre,  double  de  la  distance  focale  AF.  * 

La  norra.il/A~  v/(PM*4.PA^‘)=^/y>4-/>’)=V/^âx'+/?). 

4o5.  Cherchons  l’angle  TMFz=  V ( fig.  a33  ) que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  la  tangente  : ce  rayon  passe  par  les  points 
il/(x',y)  et  F{\p,  o);  on  a donc  j-— y = ^’  (x  — x'); 


d’où 


^'=T-==^ 
.,  P — x\ 


D’après  la  valeur  de  A pour  la  tangente  TM,  on  a 
tang  P=  1 P_ 


-h  ^A' 


J 


'ipf  +3:[  y 

à cause  dey®  = 2yjx' , et  en  supprimant  le  facteur  commun 
\p-}-x'.  Ainsi  tang  7'  = ^=  tang  T,  le  triangle  TMF  est  '' 
isoscèle.  Tous  les  rayons  lumineux  et  sonores  SM,  qui  sont 
parallèles  à l’axe,  se  réfléchissent  à leur  rencontre  A/ avec  la 
courhe , et  vont  au  foyer  F.  De  plus-,  la  tangente  TM  coupe 
l’angle  QMF par  moitié,  et  est  perpend.  sur  le  milieu  de  QF  ■. 
enfin,  l'M=.F’J’-,  ce  qui  offre  un  nouveau  moyen  de  mener  la 
tang  TM. 

4o6.  Faisons  varier  le  point  de  contact  M (x',y),  et  pla- 
çons-le  successivement  en  tous  les  lieux  de  la  courbe,  puis 
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observons  les  liivcrsc?  posilions  (ju’affcete  la  laiijj.,  lescfuelles 

t^iKodeiU  de  son  équ.,  c.-à-d.  de  rinclinaison  laus  T=.^,,  et 
de  rordonnée  à l’origine,  Ai—^^=zyy.  Il  est  aisé  de  voir 


que,  i“.  au  sommet  A,  x'  cty  étant  nuis,  l’axe  des  y est 
tangent;  a**,  à mesure  que  le  point  de  contact  J/  s’éloigne, 
x'  ety  croissent,  ainsi  que  Ai,  qui  est  coustaininenl  la  dcmi- 
ordonnéey,  tandis  que  l’angle  T’dioninue. 

^ la  tangente  prend  toutes  les  inclinaisons  ; ainsi  il  y a toujours^ 
line  tangente  parallèle  à une  droite  donnée  : mais  , plus  l’angle 
7’rst  petit,  plus  le  contact  M et  le  pied  T s’éloignent  du  som- 
met. La  parallèle  à l’axe  répond  à une  distance  infinie.  Étant 


donc  donnée  une  direction,  ou  A,  on  tire  aisémenty=^  , ‘ 

♦ 

et  le  point  de  contact.  Par  exemple,  si  A est  i , ona  y'z=  p ; ' 
d’où  x'z=.  [p  ; le  foyer  F répond  au  point  G pour  lequel  la 
tang.  est  inclinée  de  4S°  sur  l’axe,  dans  toute  parabole. 

407.  L’équ.^'=/j  (a: +x')  peut  servir  à mener  une  tang. ,. 
sans  connaître  le  point  Af  de  contact  (x',  y'),  pourvu  qu’on 
donne  certaines  conditions.  Si  l’on  veut,  par  ex.,  qu’elle  passe 
par  un  point  domié  0),  notre  équ.  devienJ  ^T^  =p  («-f-x'); 
éliminant  avec  y '=  2px',  on  aura  deux  valeurs  de  .r'  ety, 
deux  points  M de  contact,  et  deux  tangentes. 

Mais  l’équ.  ^J—p  étant  satisfaite  par  les  coordonnées 

des  deux  pointsde  contact,  est  l’équ.  de  lacordequi  les  joint. 
_7^o donne  l’abscisse  x=—  a.  du  point  de  section  avec  l’axe, 
point  commun  à toutes  les  cordes  semblables,  quel  que  soit  /, 
pourvu  que  son  abscisse  a.  demeure  la  meme.  Ainsi  le  point  / 
décrivant  une  parallèle  aux  y,  les  deux  tangentes,  les  points  de 
contact,  les  cordes  qui  les  unissent,  varient;  le  point  seul 
de  section  de  ces  cordes  avec  l’axe  reste  le  même,  et  la  corde 
tourne  autour  de  ce  point,  qui  est  tantôt  à droite,  tantôt  à 
gauche  du  sommet , selon  que  l’abscisse  de  / est  à gauche  ou  à 
droite  du  sommet  A.  v 


\ 
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» 

' //W.etantla  tangente  cherchée,  qui  doit  être  perpead.  sia  le 
milieu  I est  ü la  meme  distance  de  F et  de  Ç ; le  cercle 

décrit  dâq;entre  I avec  le  rayon  f F fasse  par  le  point  Q de  la 
directrice,  lequel  devient  ainsi  connu.  QM  parallèle  aux  x 
donne  ensuite  M,  ou  bien  on  mène  IM  perpend.  sur  QF,  et 
l^tangente  est  tracée.  Il  ne  faut  pas  craindre  que  le  cercle  ne 
çou^  pas  la  directrice  dès  que  I est  extérieur  à la  courbe  ; car 
lé^.problème  est  alors  possible,  et  le  point  Q doit  exister  : on  a 
Tin  2'  point  ^ et  une  2*  tangente. 

4o8.  Appliquons  les  mêmes  principes  à V Ellipse.  Chaugeons 
x‘  et  jr  en  x'-\-  h,  et  jr'  -F  k dans  l’équ.  de  cette  courbe  j il 
rient 

«y A <1*  (y+ky-i-i>‘{x'+hy=a’^b’‘  -, 

d’où  A(ay +/•)«’ -f-A (ax'+À) ^»“=o,  ^ = --.  * 

* 

C’est  la  valeur  de  tang  S,  lorsqu’on  veutl’équ.  delà  sécante 
en  deux  points  donnés.  Pour  la  tang, , on  fera  h et  k nuis,  et 

on  trouve  — Il  ne  reste  qu’à  substituer  dans  les 

a’j 

équations  du  n®  4o3;  on  a (6g.  238) 

i“.  Équ.  de  langenle , dyjr' b'^xx' z=a^b^  \ 

' 2®.  Equ.  de  la  normale,  j — (x — x')  ; 

3".  Pour  la  sous-iangente , TP=  — ; 


4°.  Pour  la  sous-normale,  PN~ 


b_^ 


1°.  La  valeur  de  A ne  change  pas,  lorsque  x'  et^'  prennent 
des  signes  contraires  ; ainsi  les  tangentes  en  M et  M'  sont  pa- 
rallèles (6g.  23g). 

2°.  En  faisant ^^=0  dans  l’équation  de  la  tangente  , on  a 
CT:x:x=  — ; n'^x'  donne  CT  ^ a : CT  est  iudépendant  de 


Tjiîizf  byCoogU 


4^8  SECTIONS  CONIQUES. 

b ; ainsi  toutes  les  ellipses  décrites  avec  le  même  axe  AO^  ont 
un  même  pied  T’pour  la  tang  TM,  TQ. . . , l’abscisse  CP 
demeurant  la  meme.  Ainsi,  décrivons  un  cercle  AQO  sur  le 
diamètre  AO,  prolongeons  rordonnée  PM  tn  Q,  menons  la 
tang  TQ,  et  nous  aurons  le  point  T.  C’est  un  moyen  facile  de 
tracer  la  tangente  à l’ellipse. 


3®.  ^ = o dans  l’équ.  de  la  norin.  donne  xz=.CN-= 


a“ — 6* 


(fig.  a38);  ainsi  iVet  A/sont  situés  du  même  côté  de 
409.  Par  les  points  O A (±a,  o)  menez  les  droites  quel- 
conques ON,  AN  (fig.  239)  ; leurs  équ.  sont 
r=«(x— a),  jr=a.'  (2:4a). 

Le  point  N de  rencontre  a pour  coordonnées  , 


7.a»a. 


Ce  point  N n’est  déterminé  qu’autanl  qu’on  fixe  les  tang,  •,«'  ' . 
des  directions  de  AN  et  ON  -,  mais  si  elles  sont  arbitraires, 
on  peut  en  disposer  de  manière  que  l’intersection  N soit  sur 
l’ellipse  : 011  dit  alors  que  ces  lignes  sont  des  cordes  supplé- 
mentaires. Dans  ce  cas,  nos  valeurs  de  x etjr  doivent  satisfaire 
à l’équ.  a'jr'-^-b'x'— a'b*,  ce  qui  donne  4 

ou  ma  -\-b')  =0  . On  exprime  donc  que  les  cordes  se  cou-  k 
pent  sur  l’ellipse,  en  faisant  a.  ou  m'  nul  (ce  qui  n’apprend 

, b’  ■ 

rien),  ou  mm  ~ — — . Ce  .signe — provient  de  ce  que  et  et  a! 

sont  de  signes  contraires  ; car,  si  N AO  est  aigu,  NOx  doitètre 
obtus.  Traçons  un  cercle  sur  le  grand  axe;  l’angle  AN'O 
étant  droit , ANO  est  obtus.  Les  cordes  supplémentaires  du 
petit  axe  forment  entre  elles  un  angle  aigu  ; ce  qu’on  démontre 
de  même. 

On  prouve  ces  propriétés  par  l’analyse,  ainsi  qu’il  suit.  L’an- 
gle 6 = N des  deux  cordes  supplémentaires  est  donné  par 

I otm'  m{a' — b ) ’ ». 


tang  b : 
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Cil  éliminant  «'.Si  a—b,  laug  6 est  00,  ou  9 = 90";  le  cercle  a 
seul  des  cordes  supplémentaires  rectangles,  et  toutes  le  sont. 
Quand  a'^b,  « et  tang  8 ont  même  signe  : donc  les  angles 
âNO,  NOx  sont  obtus  ensemble.  Si  a et  6 croissent  propor- 
tionnellement , l’angle  i ne  varie  pas  : ainsi , les  directions 
ON,  j4N  sont  constantes,  ou  les  ellipses  dotu  les  axes  sont 
dans  le  même  rapport  ont  les  cordes  supplémentaires  parai-  , 
lèles, 

SI  i est  donné,  « résulte  del’équ.  du  a' degré. 

a'^eê — (a' — b'')  « tang  6-f-8’=:o. 

Il  J a donc  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires  qui 
forment  entre  elles  un  angle  donné  I -,  et  ces  cordes  sont  aisées 
à construire  : les  deux  valeurs  de  « ont  même  signe,  .1  cause 
du  dermer  terme  -f"  I-'®*  grandeurs  de  6 sont  égales,  quand 

on  a (a’ — b‘)*  tang’  = d’où  tang  6 = - ; puis 

»z=~.  Cette  solution  tsépare  les  racines  réelles  des  imagi- 
naires (n“  i3g,  2“.);  ainsi  les  cordes  supplémentaires  qui 
concourent  à V extrémité  B du  petit  axe  se  coupent  sous  le 
plus  grand  angle  obtus.  Si  AN  est  couché  sur  AO,  l’autre 
corde  est'’à  angle  droit;  AN  tournant  autour  de  A,  l’angle  N 
devient  obtus,  et  s’accroît  jusqu’à  ce  que  les  cordes  passent 
^en  B.  Passé  ce  terme,  AN  continuant  de  tourner,  l’angle  N 
diminue  et  reprend  les  mêmes  grandeurs.  , 

Pour  obtenir  graphiquement  les  cordes  supplémentaires  qui 
font  un  angle  donné,  il  faut  tracer  sur  AO  un  segment  'de 
cercle  capable  de  cet  angle  ; l’ellipse  est  coupée  en  deux  points 
qui  donnent  les  solutions  cherchées.  * 

4io.  Toute  ligne  CM  menée  par  le  centre  C (fig.  289),  a 
pour  équ.  y — A'x  ; si  de  plus  on  veut  qu’elle  passe  par  le 
point  M {x' , y'),  il  faut  que  y — A'x'  -,  pour  la  tangente 


A’*'  • A’ 

enM,*^=— — , ; d’où  - = ««'.  Si 

têy  ■ . a’  . 


donc 


on 
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mène  une  corde  AN , parallèle  à la  ligne  CM , qui  va  du 
centre  au  point  de  tangence,  on  a A—tiy  d’où  A—a.  ; et  la 
tangente  TM  est  parallèle  à la  corde  supplémentaire  NO,  ce 
qui  fournit  encore  un  moyen  très  simple  de  mener  uue  tan- 
gente à l’ellipse.. 

4 1 1 . Faisons  "décrire  la  courbe  au  point  de  contact  M{x',j-'), 
et  suivons  la  tang.  dans  toutes  les  positions  qu’elle  affecte. 
En  O,  x = a,  j'  — o ; l’équ.  de  IM  devient  x=a  : ainsi  la 
taug.  est  parall.  aux  A mesure  que  le  point  de  contact  s’é- 


lève sur  la  courbe,  x'  décroît  etj'’  croît  ; donc  A = — . 

décroît,  et  C'/’=p  croît;  ainsi  le  point  7’s’éloignesanscesse, 

et  l’angle  MTC  diminue,  jusqu’à  ce  qu’en  B la  tangente  de-  . 
vienne  parallèle  au  grand  axe.  La  symétrie  de  la  couj^be  dis- 
pense de  poursuivre  plus  loin  cet  examen  : donc,  il  n’j-a  point 
d’ inclinaison  donnée  qui  ne  puisse  convenir  à l'une  des  tan- 
gentes de  l'ellipse. 

On  obtient  le  point  de  l’ellipse  où  une  droite  doit  la  toucher' 
son  inclinaison  étant  donnée,  eti  cherchant  x'  eljr’,  lorsque  A , 
est  connu;  on  a pour  cela  leséqu. 


Aa''jr-\-b^x'=:o. 


On  peut  également  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes 
relatifs  à la  tangente,,  et  qu’on  traiterait  par  une  analyse  sem- 
blable. 

Cherchons  les  segmens  OU,  AK  (fig.  238)  formés  par  une 
tangente  quelconque  A^Hsur  les  tangentes  menées  aux  sommets. 
Onaa’^j^+ù*xx'=a’i';  faisant  x—±.a,  les  sont  nos  deux  * 
segmens,  savoir,  , 


OH=b\ 


AK=zb\ 


o-f-ar' 

~ôF'' 


Le  produitde  ces  deux  quantités  sc  réduit  à A*;  donc  le  pro- 
duit des  segmens  OH,  AK,  formés  par  une  tangente  quel- 
conque KlI,  est  constamment  égal  au  carré  du  demi-petit-axe, 
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quelle  que  soit  la  direction  de  cette  tangente  A'W.  Nous  ver- 
rous (p.  4^4)  *1“®  lignes  i4K  et  OH  peuvent  être  deux 
tangentes 'parallèles  quelconques , pourvu  qu’au  lieu  de  b'  on 
prenne  le  carré  de  la  longueur  Çy,  qui  leur  est  parallèle. 


4ia.  Clierchons  l’inclinaison  dès  rayons  vecteurs  surlatang. 
(fig.  238).  Soient  CF=tt,  les  angles  FMT-=.V,  F' MT=zV . 
Toute  droitequi  passe  eu  F (st,  o) , a pour  é<\n.jr==A'  {x — a)  ; 

f 
Y 

, pour  le  rayon  vecteur  FjI/,  qui  passe  par  le 


> 

d’où 


point  douné  M {x\jr');  niais  pour  l’inclinaison  delà  tangente, 

, b'x'  , A.  1 -rr  ^ b^ 

ày''  *’  \+AA'.  a.y'' 

En  cliângcant  « en  — a,  on  a pour  lang'/^'  une  valeur  égale 
avec  un  signe  contraire  ; on  en  conclut  que  les  angles  V et  /^' 
sont  supplémens  l’un  de  l’auja’e  (n*  34g).  L’angle  FM'F  est 
aigu  et  supplément  de  l’angjjwbtus  F'  MT,  ou  plutôt  les  angles 
aigus  F'  Ml  et  FMT,  sont  égaux. 

Ainsi,  les  rayons  vecteurs  de  V ellipse,  menés  au  point  de 
contact,  sont  également  inclinés  sur  la  tangente  et  sur  la  nor- 
male. Donc,  tous  les  rayons  lumineux  ou  sonores  F'  M,  qui 
partent  du  foyer  F',  doivent,  h leur  rencontre  en  M avec  l’el- 
lipse, se  réfléchir  à l’autre  foyer  F.  En  prolongeant  F'  M,  la 
tang  TM  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  FMG , et  la  nor- 
male l’angle  F' MF. 

. ■*  * 

4i3.  On  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  mener  une 
tang.  ou  une  normale  en  un  point  donné  M de  l’ellipse  (fig.  238)  ; 
car,  prenant  sur  le  prolongement  de  F' Æf , MGe=FM,  TM 
sera  pe#pcnd.  sur  le  milieu  de  FG. 

Pour  mener  la  tangente  TM  par  un  point  extérieur  donné  /, 
cherchons  le  point  M de  contact.  Supposons  Ig  problème  ré- 
solu^ alors  /étant  à égal»  distance  de  F et  de  G,  le  cercle  FG, 
qui  passe  en  F,  et  dont  / est  le  centre,  passe  aussi  en  G mais 
F'G=F’3f-j- A/F=</0;donc  le  point  G est  aussi  sur  le  cercle 
décrit  du  centre  F'  avec  le  rayon  AO . • 

Une  fois  ces  deux  cercles  tracés,  le  point  G est  connu  ; on 
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mène  F G j' et  l’on  a le  point  M de  contact.  Il  est  d’ailleurs 
certain  que  les  deux  cercles  doivent  se  couper,  puisque,  sans 
cela,  le  point  G n’existerait  pas,  et  le  problème  serait  absurde; 
ce  qui  ne  peut  être,  tant  que  le  point  I est  extérieur  à l’ellipse: 
on  a même  deux  points  G,  et  partant  deux  tangentes. 

On  peut  encore  traiter  le  problème  comti  e n“*  879,  3®. , et 
407  ; les  coordonnées  a , $ du  point  donné  extérieur  (fi  g.  280) 
devant  satisfaireaux  équ.  de  la  tang  MK  et  de  l’ellipse,  on  a^ 

f 

' »-'fiy+b^ax=a'‘b\  ^ 

l’élimination  donnerait  pour  x'  et  y'  des  valeurs  du  2*  degré. 
Ainsi,  par  le  point  K,  on  peut  mener  deux  tangentes  MK,  NK . 
a^^jr+b'ux—a'‘b* est  l’équ.  delà  droite  /WiVquijoint  les  points 
tie  contact,  puisqu’elle  est  satisfaite  par  x=x'  etj-=:j-'.  Il  est 
donc  facile  de  tracer  cette  droite  et  d’en  conclure  ces  points  , 
et  enfin  les  tang.  ; la  figure  280  né^siippose  pas  les  coordonnées 
rectangulaires. 

Commey  = 0 donne  ttx'=:à‘,  équ.  indépendante  de  b et  j8, 
CE  est  constant,  quelque  part  qu’on  prenne  le  point  A', 
pourvu  que  CA-=x<t  et  le  grand  axe  2<z  resteQt  les  mêmes. 
Donc,  si  K se  meut  sur  BB'  parallèle  aux  j',  les  tangentes  et 
les  cordes  varient-,  mais  le  point  E reste  fixe,  même  quand 
le  2*  axe  7.b  change;  en  sorte  que  E a la  même  position  que 
pour  le  cercle  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  a.  Le  point 
E,  dont  l’abscisse  est  x = aA;  x«-esf  situé  au  dedans  ou*  au 
dehors  de  l’ellipse  , suivant  que  a est  ou  <(  a ‘c.-à-d. 
suivant  que  la  droite  55'  est  en  dehors  de  la  courbe,  ou  la 
coupe.  • 

4i4-  Venons-en  maintenant  à"  l’y/ier^iofe  .•  on  pourrait  ici 
refaire  tous  les  calculs  qu’oii  vient  d’appliquer  à l’ellipse  ; mais 
il  suffit  de  changer  dans  ceux-ci  b en  b\/ — i (n“  397).  On  trouve 
alors  les  résultats  suivans.  » 


1®.  Pour  l’inclinaison  et  l'équ.  de  la  tangente. 
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La  tangente  TM  (Ûg.  a3 1 ) fait  avec  Taxe  des  x un  angle  aigu  : 
elle  est  parallèle  à celle  qu’on  mènerait  au  point  M'. 

On  aura  de  meme  l’équ.  de  la  normale.  *■ 

2'.  CTz=-,  , les  points  M et  T"  tombent  du  même  Vôté 

de  1 axe  Cj-  ; comme  x est  > a,  T est  compris  entre  C et  le 
sommets.  ' . 

Sous-tang  = 


X 

. 

, • Sous-norniale=:  . 

a» 

3“.  Pour  lesdeux  c^les  supplémentaires  0/Vet^A’(fig.  240), 
on  a eta  a=  — ; les  deux  angles  formés  avec  l’axe  des  x sont  en- 
semble aigus  ou  obtus.  L’equ.  de  ^A’estj^a  (x-u)j  pa.ssant 
par  le  point  N (r' , y);  on  a pour  la  corde  uiN,  «=  ^ - donc 

tt  ety  sont  de  même  signe,  puisque  x'  >0.  Ainsi  les  angles 
des  cordes  supplémentaires  avec  l’axe  des  x sont  aigus  quand  • 
AT  est  placé  comme  dans  la  figure.  Ils  sont  obtus  pour  la  bran- 
che supérieure  à gaucliè , etc. . . Pour  la  ligne  et  la  tang  TM 

en  ilf,  on  a AA'=—-,  on  conclut  donc  que  procédé  (n®4io)'‘ 

pour  mener  une  (angenteà  l’ellipse,  est  appl^able  ici.  On nrène 
au  point  M de  contact  la  ligne  CM,  puis  la  corde  ON  parallèle  ' 
à CM , et  s*a  corde  supplémentaire  NA-,  celle-ci  est  parallèle  à 
la  tangente  TM.  ‘ , . 

On  trouve,  comme  (n^^og)  pour  l’angle  is=ONA  des  cordeS  ^ 

suppl.,  tang«=ÎJ^’;  or  (n»4i5)«>|,  ou  nV>i*;ainsi 

tang  ê est  positif  et  l angle  fl  est  aigu.  Si  les  axes  varient  dans 
le  même  rapport,  « demeure  constant.^  * ’ 

Quand  6 est  connu  et  qu’on  chèrehe^,  il  faut  résoudre  l’équ.' 
du  2'  degré  — # (a’y  tangjr=i’‘,  dont  les  racines  ne  ' 
sont  jamais  imaginaires  et  ont  des  signes  diflérens.  I/anp!e  ü 
T.  1.  ‘ ' 28  ■ 
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n’a  pas  ici  de  limites  comme  dans  le  cas  de  l’ellipse.  On  peut 
construire  les  deux  solutions  en  décrivant  sur  AO\xn  segment 
capable  de  l’anÿe  donné  que  doivent  faire  les  eordes  supplé- 
mentaires, et  menant  des  droites  de  chaque  point  de  section 
aux  deux  sommets.  Plus  a décroît,  c.-à-d.  plus  AN  s’abaisso 
sur  Ax,  plus  S diminue,  eu  passant  par  toutes  les  grandeurs 
de  qo“  jusqu’à  zéro. 

4".  Les  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  et  la  tan- 
gente conservent  la  même  valeur  ; leurs  inclinaisons  sur 

la  tangente  sont  donc  les  mêmes , ainsi  que  sur  la  norrnhle  ; 
TM  divise  F'  MF  ( iig.  aSi  ) en  deux  parties  égales  ; on  cons- 
truit donc  la  tangente  par  le  même  procédé  que  pour  l’eb- 

lipse  (n“  4>*)- 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe  en  M,  onprend  MG~MFy 
"et  l’on  abaisse  Ü/J'perpend.  sur  le  milieu  de  FG. 

Si  le  point  donné  est  en  I hors  de  la  courbe,  dn  centre  / 
on  décrit  le  cercle  FG  ; puis  du  centre  avec  lin  rayon 
F" Gz=F' M—FM^AO on  trace  un  2'  cercle,-  coupe  le 
1*'  en  deux  pbinls  ; G étant  connu,  F'G  prolongé  en  Mdonne 
le  point  de  ct^y^act  M.  Du  reste,, les  conséquences  du  n”  4i3 
ont  egalement  lieu  ici. 

4i5.  Faisons  parcourir  au  point  de  contact  M (Gg.  a4i)  les 
divers  points  de  la  courbe.  En  A {xxsa,y=o),  l’équ.  de  la 
tati^.  devient  xxsa  ; ainsi  DD'  tangente  au  sommet  est  parallèle 
aux  J".  A mesure  que  le  point  df  s’élève  sur  la  courbe,  pour 
connaître  les  positions  successives  de  la  tangente,  il  faut  en 
déterminer  le  pied  T et  les  diverses  inclinaisons;  mais  on  ne 
' iV 

peut  déduire  ces  ângUs  de  la  valeur  A = , parce  que  x' 

et  J'' croissent  enseinl^le.  Pour  lever  cette  difficulté,  mettons 
pour  ay  sa  valeur  — a’),  et  divisons  haut  etbasp^r 

bx'  ; il  vient  " * y ' 


A=x 


CT= 


a} 


♦ V» 


” Dlgit'a  r/üj’/’gle 
î*. . » l'iL 
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Or,  plus  x'  croît  et  plus  A et  CT  décroissent;  en  sorte  que, 
d’une  part,  le  pied  T de  la  tangente  approche  sans  cesse  du 
centre  C sans  y atteindre,  et  de  l’autre,  l’angle  T diminue  en 
même  temps.  Mais  cette  diminution  de  T n’a  pas  lieu  indéfi- 
niment ; car  le  radical  approche  de  plus  en  plus  de  un  et  ne 
peut  dépasser  ce  terme,  qu’il  n’atteint  même  qu’à  x'z=  00  ; 

alors  A—  ±;  - et  CT=o.  Du  reste,  il  est  inutile  de  continuer  . 


le  mouvement  du  point  M sur  les  autres  parties  de  la  courbe, 
à cause  de  la  symétrie. 

Pour  construire  ces  expressions,  portons  au  sommet.^  les 
ordonnées  AD=AD'^=b , traçons  CD  et  CD'  -,  ces  droites  ont 

pour équ.  elles  sont  les  limites  de  toutes  les  tan- 

**  ® . 

gentes,  et  ne  rencontrent  la  courbe  qu’à  l’infini  ; cette  courbe 
est  entièrement  renfermée  dans  l’angle  QCQ'  et  son  opposé.* 
La  tangente  fait  avec  le  1"  axe  un  angle  compris  entre DC’yrf 
et  un  droit  ; on  ne  peut  donc  mener  une  tangente  parallèle  à 
une  droite  donnée  CI,  passant  en  C,  qu’autant  que  C/ est 
dans  l’angle  QCH. 


416.  Quand  deux  courbes  s’étendent  à l’infini , on  dit  que 
l’une  est  asymptote  de  l’autre  , si  elle  s’en  apjiroche  de  plus 
en  plus,  et  si  l'on  peut  s'éloigner  assez  pour  que  leur  distança 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée.  L’equ.  de  l’hyper- 
bole est 


. b . ; ,b  / a*  a*  \ 

r=±i-K  X*— a’=ih-  xl  i~ — — — ....  ), 

' a''  a V,  2X’  y ’ 


en  développant  a’)  (p.  199)  : le  i"  terme  excepté,  x 

n’entre  qu’au  dénominateur  ; ainsi  tous  ces  termes  décroissent 

indéCniment  quand  x augmente.  L’équ.  K=±  - x appar- 
tient donc  à deux  droites’  CÇ,  CÇfi  (fig.  24  0»  dont  l’ordonnée' 
donne  la  différence  MÇ)  aussi  petite  qu’on  veut.  Ces 
droites  , que  nous  savons  cire  les  limites  des  tangentes  , sont 
doncaussiles  asymptotes  dcriiyperbofc. 


28.. 
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' Si  riiylxiibole  est  équilalèie,  a=.b , les  asymptotes  sont  à 
angle  droit. 

On  trouvera  que  la  propriété  démontrée  à la  fin  du  n'’  4i  ' 
subsiste  aussi  pour  l’hyperbole. 

417.  Éliminons  J"  entre  l’équation  île  l’hyperbole  et  celle 
d’une  droite  quelconque,  pour  avoir  les  points  de 
section  : nous  trouvons 


{a'k'—b')  ar’+aa’A/r-f-n'’  =0. 

Cette  équ.  du  2*  degré  se  réduit  au  i"  quand  a'k‘‘z=b'^  ou 
k-=.:iz- , d’où  x=z — parallèle  aux  asymptotes  ne 

coupe  donc  la  courbe  qu’en  un  point.  (Le  3'  point  de  section 
est  à l’infini.)  Pour  l’asymptote  même,  /=o,  et  les  deux  sec- 
tions sont  à l’infini.  En  général,  on  a 

a‘kl±.ab  a'k'^) 


cl  comme  le  radical  est  le  meme  pour  a:  cl  j".  Foul- 

que la  droite  coupe  l’hyperbole , x et^  doivent  cire  réels  ; dis-  ^ 
linguons  trois  cas,  selon  que 

<ou>  l^+b\\ 

Dans  le  i"  cas,  la  droite  n’a  qu’un  point  commun  avecriiyr 
pcrbole  ; l’cqu.  du  2'  degré  devenant  un  carré,  la  droite  louche  ■' 
la  courbe.  ( Foy.  n”  424-  ) On  peut  tirer  de  là  un  moyen  de 
mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  / (x',y)  (fig.  23i)  ; 
car  j—j'=k  (x — x')  devant  aussi  cire  l’équ.  de  la  droite,  on. 
voit  que  l—y'—kx’,  qui , avec  l’cqu.  a k‘‘=t‘-i-b',  détermine 
k et  /. 

Dans  le  2'  cas,  il  y a deux  points  de  section.  Posons  , 

, , akl±ba  • 

a'k’=  l’‘-\-b^ — «■’  -,  d ou  x = — a . 


F 


et  si  la  droite  passe  au  centre,  l=o,  ' 

. ab  _^kab  , 

x=±:--,  — ,X-=  <-. 


V- 


■ DjgfazW  I 

' ^ J 
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Toute  dioilc  MM'  «jui  passe  par  ic  ccutie  C,  et  est  dans  » 
l’angle  asymptotique,  coupe  la  courbe  en  deux  points  opposés 
M et  M",  dont  les  abscisses  sont  égales  en  si;;ncs  contraires  ; il 
eu  est  de  nicine  des  ordomiées,  et  de  CM  et  CM'. 

Dans  le  3*  cas,  la  droite  ne  coupe  pas  la  courbe.  Si  /=o,  on 
a ak^b,  la  droite  passe  par  le  centre  cl  est  dans  l’angle  QCH 
( fig.  24i)>  parallèle  à deux  tangentes;  tandis  qu’au 

contraire  toute  ligne  qui  est  dans  l’angle  QCQ'  coupe  la 
courbe  et  n’a  aucune  tangente  parallèle. 

4 1 8.  Rapportons  l'hyperbole  aux  asymptotes  Cb',  Cb  (fig.  242) 
pour  axes  des  x'  cl  y ; menons  MP  parallèle  i Cb  ; CP=x\ 

’ * b , 

PM=y . L’angle  xCb=m  a pour  tangente  - ( n°  4*5)  ; d’où 

(n®  346),  eu  faisant  pour  abréger, 

* 2/n=l/(a’+è*), 

O €t  ^ b ' b 

cos  é %m  ' 

les  formules  générales  {B,  n®  383)  deviennent 

vnxssa  (y+x') , zmjr=b{j’—x').* 

Au  sommet  j4  , oixj^o,  on  a x'=y,  CD— DA-,  CB  AD  est 
donc  un  losange,  ce  qui  suit  aussi  de  ce  que  l’ang.  DAG=DCA- 
Substituons  ces  valeurs  d’x  et  jr  dans  6’x*  =:  — il  • 

vient  x'y3=m^  pour  l’équ.  demandée.  En  faisant  x'r=y^',  on  a 
CD=m=.\  ^{y-\-b  )j  Si  l’on  compte  les  x et  positifs,  selon 
Cb  et  CW,  l’équ.  estoy'=: — m*. 

On  nomme  ni’  la  puissance  de  T hyperbole.  ; si  la  courbe  est 
équilatère,  CB  AD  est  un  carré=m*  = i a*.  * 

De  xyi=m'‘  on  tire  que ^ décroît  quand  x augmente,  et  ré-  . 
ciproquement  ; ce  qui  prouve  que  les  axes  sont  en  clfet  des., 
asymptotes. 

Nous  avons  trouvé  que  a=2m  cos  «,  b=2m  sin  e«;  ce  sont 
les  axes  de  l’hyperbole  qui  sont  ainsi  connus,  lorsqu’elle  est  rap> 
portée  à sc»  asymptotes.  Les  diagonales  C/4 , DB , du  losange 
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CDAÜ,  résolvent  d’ailleurs  le  problème;  car  am  sin  = 
DL—CDs\n  »=m  sin  a,  donnent  BD==b. 

419.  Multiplions  l’équ.  XT^/w’parsin  a«;  il  vient' 

xy  sin  bCb'—am^  sin  « cos  a;  * 

le  1“  membre  (p.  887 , V)  exprime  faire  du  parallélogramme 
CPMQ,  qui  est  par  conséquent  constante , quelque  part  qu’on 
prenne  le  point  VI  sur  la  courbe  ; d’ailleurs  le  2*  membre=i  ai  j 
ainsi,  faire  CVbïÇl  est  la  moitié  du  rectangle  des  demi-~axes  f ce 
qui  suit  aussi  de  ce  que  CA— a,  BD—belCBAD—CQMP. 

. ^20.  Une  semblable  transformation  pourrait  donner  Véqu. 
de  la  tang.  TM  au  point  M (x',  y),  rapportée  aux  asÿmpto-  . 
tes;  mais  on  la  trouve  directement  par  ce  calcul.  Cette  équ.  ' * 
est  (n“  367),  * 

jr—y=^  (x— x'), 

• . , sin  STW  , ’ . / n » » < 

étant — : — • changeons , comme  n®  4^3,  x et^en 
8111  /oC 

X -fiety+A,  dans  l’équ.  xy'=m*,  ■ 


(x'4-A)  y' d’où  ^ 


y+k 


X 


Telle  est  la  valeur  de  A pour  la  sécante  M~N ; la  limite  se 

y* 

rapporte  à la  tangente;  d’où  ; doncenün,  l’équ. 

cherchée  est  . .. 


Faisant  y = 0,  on  trouve  x= — j sx'ix' , abscisse  CT  lia 

J 


pied  T de  la  tangente , et  qui  est  double  de  CP  ; prenant 
*^  donc  TP  XX  CP,  menant  Tl/,  on  a la  tangente.  Comme 
triangle  SMQ  —MTP,  le  point  M de  contact  est  au  milieu 
de  ST. 

Puisque  CTxxxx'  et  CSx=.iy,  l’aire  CST=ix'y  sin  2» 
(p.  387),  ou  =ai;  /WreCST  est  donc  constante  quelque  soit 


. *■ 
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le  point  M ; elle  égale  le  rectangle  des  demi-axes  } les  quatre 
triangles  TMP,  CMP,  CMQ,  SMÇ,  sonte'quivalens. 

421.  L’equ.  d’une  sécante  W»'  est  j'=A.'x+£.;j‘=o  donne 
le  point  b'  de  section  par  l’asymptote,  Cb'= — L'.K.  ÉlAnl-  ? 
liant  X e\.  jr  avec  xjrz=zm',  on  a les  points  N,N*  de  section  avec 
la  courbe  ; d’où  Kx*-\-  Lxx=m'.  Or,  (n“  137,  3“.) — L : A est 
la  soininc  des  racines  = Co'+ «iV  =5  C6',  ou  = Ca'-f" 
vdonc  aN=a'b',  et  les  triangles  Nab,  N' a' b'  sont  égaux;  d’où 
bN=b'N'.^  Toute  sécante  a des  portions  égales  comprises  entre 
Vhjrperbole  et  V asymptote. 

Ou  tire  de  là  un  procédé  facile  pour  décrire  la  courbe,  lors- 
qu’on a un  de,  ses  points  IV  et  ses  asymptotes.  Par  ce  poin^ 
menez  une  droite  quelconque  bb',  prenez  b'N’ssbN , N'  sera 
uni.* point  de  la  courbe.  En  répe;tant  cette  construction,  ou 
obtient  autant  de  points  qu’on  veut. 

Les  abscisses  aN,  Ca',  de  N et  N',  étant  x',  x”,  eu  résol-  , 
vaut  les  triangles  abTf,  bN' O,  on  trouve 

♦ 

, sina  « sin  a 

I\b=x  . -T—,  , 1\  b = Nb  =x\^—r  ; 

sin  b sin  6 


multipliant  ces  équ.  il  vient 


sin*  a 


bNxNb'szsdx".'-^-^  = T? 


sin* 


m' 

K 


sin’  a 


sin 


b' 


à cause  du  dernier  terme  de  l’équ.  /fx’4-lix=m’.  Or,  ce  pro- 
duit est  indépendant  de  L,  et  toute  parallèle  àfpotre  sécante 
l’eût  pareillement  donné.  Donc,  deux  sécantes  ont  même  valeur 
/jour/e/iroduitbNxb'N,  que  le  carré  de  la  demi-tangente  SM, 
lorsque  ces  troiS  droites  sont  parallèles. 

422.  Le  procédé  du  n°  ^oZ,  pour  trouver  A dans  l’équ.  (i), 
s’applique  à toute  équ. , quel  que  soit  l’angle  des  coordonnées  ; 
en  suivant  attentivement  ce  qu'on  ^ prescrit  : on  voit  qu’il  faut 
cbanger  x en  x'-J-û,  etj^  eu,y'-}-A,  dans  la  proposée,  ce  ^i 
donne  deux  sortes  de  termes  ; t°.  ceux  qui  n’ont  ni  h,  ni  k,  «t 
qui,  restant  quand  ces  arcroisseincns  sont  nuis,  recomposent 
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l’équ.  de  la  courbe,  et  s’entre-détruisent;  2®.  des  termes  dont  h 
ou  k sont  facteurs,  qui  sont  destinés  à donner  leur  rapport  A, 
auquel  on  substitue  en  y faisant  h cl  k nuis. 

Mais  il  est  clair  que  les  termes  qui  disparaissent  de  ce  raj>- 
port  sont  ceux  où  /tetX-  entraient  ù une  dimension  supérieure 
à la  i”.  Donc,  si,  supprimant  les  raisonnemens , on  s’en  tient 
au  matériel  du  calcul,  ou  voit  qu’il  faut  i®.  changerx  en  x+li; 
y en  y+k , et  développer,  en  ne  conservant  que  les  termes  de  ■ 
dimension  en  h et  en  k;  faire  k=Ab  et  diviser  tout  par 
le  facteur  communh  ; ^“.enfntircr  la  valeur  de  A.  Quand  nous 
serons  plus  avancés  ( n®  5o4),  nous  reconnaitrous  que  A est 
égal  à moins  la  dérivée  de  Véqu.  proposée  par  rapport  à x, 
divisée  par  la  dérivée  par  rapport  à y.  Substituant  dans  les 
équ.  du  II®  4°3,  on  a celles  de  la  tangente  et  de  la  normale. 

Ainsi,  pour  , on  trouve  d’abord 

^jk-\-Q.xk -f  7.yh=.-ik -j-  h , 

2yA-i-a,rA-f-ny=2  A-f- 1 ; 


puis 

d’où 


y+x—i 


d’où 


i 


«• 


Par  ex.,  le  point  (i,  1)  est  sur  la  courbe,  puisque  ces  coor- 
tlonnées,  mises  pour  x et  j',  satisfont  à la  proposée;  on  Uouve 

A= — j , et  l’équ  de  la  tang. , en  ce  point  de  la  courbe,  est 

% 

^•—1=—’-  (X— 1)  , ou  2J--f  x=3. 

Prenons  eurore  l’équ.  y'‘=mx-f-nx'‘,  qui  appartient  nos 
trois  courbes,  suivant  les  valeurs  qu'ont  m et  n (n®  400)  ; on 
trouve 

2jk=:mh+-2nhx , 2Ay=m-^-2nx , 


4^3.  Quand  la  tangente  est  parallèle  aux  .x,  il  est  clair  que 
dès  que  la  branche  de  courbe  est  entièrement  au-dessous  ou 
au-dessus  de  la  tangente,  Vj  du  point  de  contact  est  > ou 
•<  que  les  y voisines.  Ainsi  l’équ.  A=o  doit  donner  1’^'  qui 
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est  un  maximum  ou  un  minimum  y et  on  la  trouve  en  éliini- 
iiaiit  X ci  y entre  A=o  et  la  proposée.  A—co  donne  les  tan- 
('cntes  parallèles  aux  jr,  c.-à-d,  les  limites  de  la  courbe  dans 
T le  sens  des  x.  • . ' 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  j-* — xjr-f-ix’ — x-^-^sso,  pour  la- 

quIUçon  trouve  A-xJ^ — £ztli.j  posantj^— ra:+i=o,  et  élimi- 

liant  avec  la  proposée,  on  obtient  x = 3 et  i,  et  et  o, 

coordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  .t; 
• a est  la  plus  grande  ordonnée,  o la  plus  petite  ; la  courbe  ne 
*passe  pas  au-dessous  de  l’axe  des  x,  qu’elle  touche  au  point 
(i,  o).  3^ — xr=o  donne a:^art:\/2,  coordonnées 

des  limites  latérales  (n®4^4>  ®S-  261).  ^ 

. 4^4-  données  l’équ.  d’une  courbe  du  a'  degré,  et  celle 

j‘=3«z-f-|3  d’une  droits,  pour  trouver  les  points  de  section,  U 
n»ut  éliiQiner  jr,  ce  qui  cOnduil'a  à une  équ.  du  a*  degré  en  x, 
de  la  forme  ax’-f-ix-f-caso. 'Les  abscisses  des  deux  points 

— /lac) 

^ ■ ? et  suivant  que  ces 


d’intersection  sont  x i 


2U 


racines  sont  réelles  ou  imaginaires  ^ la  droite  coupe ‘ou  ne 
coupe  pas  la  courbe.  Si  6’ — 4®e=o,  les  racines  sont  égales , et 
î la  droite  est  tangente}  cw  si  « et  i3  ^taient  arbitraires,  en  les 
faisant  varier , la  droite  changerait  déposition,  et  les  deiix 
)H>ints  d’intersection  seraient  d’autant  plus  rapprochés  que 
* b' — ^ac  serait  plus  petit;  ces  points  coïncident  quand 
b*—^ac=xo,  équ.  qui  exprime  une  relation  entra  « et;S  quand 
la  droite  est  tangente.  L’une  de  ces  constantes  reste  arbitraire , 
et  on  peut  la  déterminer  par  diverses  conditions,  ce  qui  donne 
lieu  à un  grand  nombre  de  problèmes.  L'abscisse  du  point  de 
b * 

contact  est  X — — — . Quand  cela  arrive,  <»  ct/S  étant  donnés,  on 

trouve  que  réqu..cn  x est  un  carré  exact;  on  reconnaît  donc 
que  la  droite  est  tangente , et  on  a le  point  de  contact  Ex.  : 
3j‘=4't^+2  , j’'—2.xj  -\~ix^-\-^x — 5j  -f-4=o  ; 
liminalion  de  ^ donne  x’  — -f-  i = o = ( x — 1 ) ’ 
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ainsi  la  droite  touche  la  courbe  au  point  pour  lequel  o:=  i , 


Lorsque  faisant  j'=o,  dans  une  équ. ,011  trouTe(x-—x')’=o, 
on  doit  en  conclure  que  la  courbe  touche  l’axe  des  a;  au  point 
(x',o).  Voy.  (fig.  261  et  oSi , n“  44^  et  454-)  • ♦ . 

' Du  Centre  et  des  Diamètres.  ^ •* 


*• 


4*5.  Le  Centre  d’une  courbe  est  un  point  C (fig.  243  et  245)» 
qui  jouit  de  la  propriété  de  couper  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes  , telles,  que  MM’ , menées  par  ce  point.  Mettons  , 
l’origine  en  C\  menons  PM,  parallèles  à l’axe  Cjr  -,  les 
triangles  CPM,  CP'M'  sont  égaux  à cause , de  CM—CM'-, 
d’où  CP— CP',  PM=P'M'  .'Donc,  lorsque  ^l’origine  est  au 
centre  de  la  courbe,  les  ordonnées  et  les  abscisses  sont  deux 
à deux  égales  et  de  signes  contraires.  Là  réciproque  a visible- 
ment lieu.  * - "r  ■ 

L’angle  j'Or  des  coordonnées  est  ici  quelconque^ 

Donc  pour  qu’une  courber^  le  centre  à t origine,  41  est  né- 
cessaire  et  il  sujffit  que.  son  éqk.  ne  soit point  altérée  lorsqu’on  jr 
change  x en—n  , et  y «i— y. 

Appliquons  cépîtécepte  à l’équ.  générale  du  2*  degré 

Aj*.\-Dxjr.{.Cx’^-\~Djr-\-Ex-{-F=o. . . (i). 

11  est  manifeste  (fxafin  que  la  courbe  ait  F origine  pour  cen- 
trCf  il  faut  que  son  équ.  ne  contienne  pas  les  termes  t)y  et  Ex  ; 
elle  sera  de  la  forme  j1j*-^Bxj'-^Cx'‘+F=o.  C’est  pour  cela 
que,  par  anticipation,  nous  avons  donné  le  nom  de  centre  au 
milieu  de  l’axe  de  l’ellipse  et  de  l’byperbole  ; et  il  devient 
prouvé  que  toute  corde  qui  passe  p>ar  ce  point  y est  coupée  en 
deux  parties  égales.  , 

Mais  une  courbe  pourrait  avoir  un  centre  qui  ne  fût  pas  situé 
à l’origine;  alors  il  faudrait  qu’on  pût  l’y  transporter;  on 
changerait  x en  x'+a , en  y , et  l'<»a  déterminerait  les 
coordonnées  arbitraires  a'èt  b de  la  nouvelle  origine,  de  ma- 
nière à chasser  les  termes  de  l'‘■*dcgrdJn.x'  et  y.  Faisons  ce 
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• calcul  pour  l’c'qu.  (i)  : nous  égalerons  ccs  termes  à zérOj  et  U 
viendra  •• 

. ^AE—BD  , ^CD—BE 

j.,  X • et  la  transformée  est  Ay’‘-\-Bx'jr'-\-Cx*’^Q'=o,  Q désignant 
*le  terme  tout  constant.  La  courbe  du  2* degré  adoncim  centre 
toutes  les  fois  que  ce  calcul  est  possible,  et  e/le  n'en  a quùn 
feul;  mais  elle  n’en  a point  dans  le  cas  contraire,  qui  a lieu 
’ lorsque  fl' — ^AC-=o-,  les  équ.  (2)  sont  alors  contradictoires 
(n°  ii4,  2°.).  Cependant,  si  l'un  des  numérateurs  de  a ou  6 
était  en  même  temps=o , l’autre  le  serait  aussi  : il  y aurait  une 
infinité  de  centres,  et  les  équ.  (2)  rentreraient  l’une  dans 
l'autre (n“  Il 4,  3“.)  * 

En  général,  si  a et  ÿ représentent  des  coordonnées  varia- 
blés,  les  équ.  (2)  appartiennent  à deux  droites,  dont  l’inter- 
section  donne  le  centre  ; elles  sont  parallèles  lorsqu’il  n’y  a 
point  de  centre,  et  elles  coïncident  lorsqu’il  y en  a une  infinité} 
les  cenlres  sont  tous  les  points  de  cette  droite.  Ces  cas  parti- 
culiers s’éclairciront  bientôt  (n“458). 

. Donc /n  parabole  n’a  point  de  centre,  puisque  B*—^AC 

f devient  6 — 4X0=0  * l’équ.  y=  “ipx. 

' 42®-  On  dit  qu’une  ligne  est  Diamètre  d’une  courbe /ontÿu’eZ/e 

coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  menées 
dans  une  direction  déterminée. 

' Lorsque  deux  droites  sont  réciproquement  des  diamètres 

\ l^une  par  rapport  à l’autre , on  les  nomme  Diamètres  conjugués. 
Les  axes  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  sont,  par  ex. , des  dia- 
mètres conjugués. 

Cherchons  t équation  d’ undiamètre  quelconque  d’une  courbe 
du  Second  degré.  Soit  j"=ao:+i  l’équ.  d’une  droite;' en  élimi- 
nant del’équ.  (1),  on  aura  une  équ.  du  2*  degré,  que  nous 
représenterons  par  o:*+A’x4-Z=o,  dont  les  racines,  de  la  forme 
.T= — î A + l/n,  sont  les  abscisses  des  points  de  section  de  la 
droite  et  de  la  courbe.  Le  terme  — ;A^  est  visiblement  l’abscisse 
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x'  du  milieu  de  la  corde  : en  faisant  le  calcul  imliqiic , ou  arrive  * 
à l’e'qu.  propre.!  donner X:;  celte  équ.  est 

<ï  e'iant  constant,  si  ô varie,  on  obtient  les  abscisses  x'  dii’  * • ' 
milieu  d’unesuitc  de  cordes  parallèles  : mais  si  l’on  élimine  ù,  ’ 
en  faisant  l>=y — ax',  on  aura  une  équ.  en  x'  el^  propre  à • î 
toutes  ces  cordes  ; ce  sera  donc  l’équ.  de  la  li{;ue  qui  les  coupe*  -v 
’ toutes  par  moitié  ; ainsi  l'équ.  générale  d’un  diamèlre,  ordon- 
née par  rapport  à a est 

a {Bx’+2jy-^D)y2Cx'-{-Dy+E=o  ...  (3) 

il  s’ensuit  que  i®.  les  diamètres  des  courbes  du  2*  degré , ou  les  . 
lignes  qui  coupent  par  moitié  tout  système  de  cordes  paral- 
lèles, sont  des  droites,  puisque  l’équ.  est  du  i*'  degré  ; pour 
,une  direction  donnée  a des  cordes,  cette  équ.  est  facile  à 
construire. 

2“.  Chaque  direction  des  cordes  a son  diamètre  particulier.  • *î 
3“.  Tout  diamètre  passe  parle  centre,  puisque  les  coordon- 
nées x',  y de  ce  centre  (équ.  2)  satisfont  à notre  équ., (3).  • 
Cependant  si  le  centre  n’existe  pas  (la  parabole),  alors 
éliminant  C,  l’équ.  devient 

, D , aD-^E  ' . 

^ 2 A ^ 2Aayli’ 


Le  coefficient  de  x étant  indépendant  de  a,  tous  les  diamètrc.s. 
de  la  parabole  sont  parallèles  entre  eux-,  la  direction  en  est 
connue.  Comme  l’axe  est  l’un  de  ces  diamètres,  et  qu’il  c.sl 
perpendiculaire  aux  cordes,  la  condition  (4)p-  305,  se  trouve 

ici  exprimée  par — =0*  d’où  a~  Cette  valeur  de  a 

substituée  dans  le  dernier  terme  de  l’équ.  fait  connaître  livpo- 
siiion  absolue  de  l’axe,  les  coordonnées  étant  rectangles. 

Le  même  calcul  pour  l’équ.  générale  (3)  donne  la  condition 
20  (C — ^)=  B qui  détermine  a dans  celte  équ. , lors- 
qu’elle appartient  aux  axes  de  l’ellipse  et  de  l’iiyperbole. 


* 
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^1'].  Pour  que  Taxe  dos  a:  soit  diamètre ^ les  cordes  étant 
\>arallèles  à l’axe  des  j',  il  faut  que  chaque  abscisse  donne  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pourj';  ainsi,  eu  résolvant 
par  rapport  Aj^les  équ.  du  2' degré,  qui  jouissent  de  celte 
propriété,  il  faut  qu’on  ail  K coutenant  x.  En 

faisant  le  calcul  sur  l’équ.  (1),  il  est  visible  que  cette  con- 
dition n’a  lieu  qu’autant  que  cette  équ.  est  privée  des  termes 
Bxj  et  Dy. 

De  même,  pour  que  l’axe  desj"  soit  diamètre  par  rapport  ü 
celui  desaf,  il  faut  que  l’équ.  de  la  courbe  ne  contienne  ni  Dxy, 
ni  Ex.  Donc,  pourque  les  deux  axes  des  xet^' soient  diamètres 
conjugués,  il  faut  que  l’équ.  soit  privée  à Ja  fois  des  termes 
lixy,  Djr  et  Ex,  c.-à-<l.  qu’elle  a^t  forme 

Ay-\-Bx^  . . . (4)  • • ' '■ 

Ainsi,  l’origine  est  au  centre  ; l’elf^se  et  Vhjrpcrbole  peuvent 
avdir  des  diamètres  conjugués , mais  la  parabole  rien  a point. 
.Tout  cela  est  indépendant  de  l’angle  des  coordonnées.  Donc 
i*.  Soit  B B'  (fig.  243  et  245)  un  diamètre  de  l’ellipse  où  de 
l’hyperbole;  on  a vu  (n®’  4°^  et  4*4)  les  tangentes 
IG  et  HK  en  B et  B’  sont  parallèles;  de  plus,  elles  le 
sont  aussi  au  diamètre  conjugué  Cjr,  puisque  les  cordes  qui 
lui  sont  parallèles  sont  coupées  au  milieu  par  BB',  et  qu’à 
mesure  que  ces  cordes  s’approchent  de  B on  B' , les  deux  ex- 
trémités se  rapprochent;  enfin,  les  deux  points  de  section  sc 
réunissent  en  B,  et  la  double  ordonnée  devient  nulle.  Ainsi, 
pour  que  la  courbe  soit  rapportée  à ses  diamètres  conjugués, 
taxe  Cy  des  ordonnées  doit  être  parallèle  à la  tangente 
menée  au  point  B ou  B',  ou  l'axe  Cx  des  abscisses  rencontre  la 
courbe. 

2®.  Toute  ligue  CB,  menée  par  le  centre  C,  est  un.  dia- 
mètre dont  le  conjugué  est  parallèle  à la  tangente  en  Z?  ; ' 
cela  résulte  de  ce  que  l’équ.  de  la  courbe  rapportée  à ce 
système  d’axes,  a alors  nécessairement  la  forme  (4)-  Ainsi, 
dans  l’ellipse  et  l'hjperb^c , il  j a une  infinité  de  diamètres 
conjugués. 
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3”.  Quand  ÂO  (fig.  23g,  24»)  *"  l’ellipse  ou 

de  riiyperbolc,  il  y a toujours  deux  cordes  supplémentaires, 
OU,  y/iV  parallèles  aux  diamètres  conjugués;  et  la  relation 
a’m»±:l>*=-o,  donnée  (a'*  4<>9,  4'4)  pow*"  l’inclinaison  de  ces 
cordes  sur  l’axe  AO,  convient  aussi  à celle  de  ces  diamètres. 

Ils  conservent  des  directions  parallèles  dans  toutes  les  ellipses 
ou  hyperboles  dont  les  axes  aelb  ont  même  rapport. 

4®.  Le  problème  qui  consiste  à trouver  des  diamètres  con- 
jugués qui  /ont  un  angle  donné  6 a été  résolu  pour  les  cordes'  - 
supplémentaires  (n“  4og)  ; fl  a une  limite.  Cet  augle  ne  peut 
être  droit  que  pour  les  axes;  dans  le  cercle,  tons  les  diamètres 
conjugués  sont  recUngulaircs.  Le  problème  proposé  revient 
à former  le  triangle  .counaissaut  la  base  AO  et  l’angle 

opposé  N=b  ; on  décrira  donc  sur  AO  un  segment  de  cercle 
capable  de  l’angle  i,  et  Igi  deux  points  de  section  aveç  la 
courbe  donneront  lespositiwis  du  sommet  IS . [V oy . n°43  • j4”"> 
et  433.)  . 

5*.  Si  le  diamètre  conjugué  Cy  rencontre  aussi  la  courbe, 
ce  qui  a lieu  pour  l’ellipse  (ûg.  243),  on  verra  de  même  que  /A 
et  GH,  tangentes  en  D et  f/, sont  parallèlesau  i"  diamètre  Bli' . 

Le  parallélogramme  GIKU  est  appelé  Circonscrit  à la  courbe. 
Mais  Cr  (fig.  245)  ne  rencontre  pas  l’hyperbole,  puisque  cette 
droite  est  tracée  hors  de  l’angle  des  asymptotes  (n®4t7>  3”  cas). 

Le  1*'  diamètre  coupe  donc  la  courbe  , mais  le  2'  ne  la  ren- 
contre pas. 

428.  Soient  Cx  et  Cy  (ûg.  243)  les  diamètres  conjugués 
d’une  ellipse  ; on  nomme  DD'  et  DD'  leurs  Longueurs,  l'ai- 
sons  CD=a'  et  CD  = lf'.  Or  ^=0  donne  x=o';  x=o 
donne  J'=b' ; ces  conditions  étant  introduites  dans  l’équ.  (4), 


qui  est  celle  de  l’ellipse  rapportée  à scs  diamètres  conjugués. 


on  a 


= Ab'‘=Q  -,  d’où  D 

ce  qui  change  cette  équ.  en 

ay‘+b''x-‘=a'’^*.. 


•(5) 
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429.  Soient  pareilleinent  Ck  et  Çy  (fig.  24^) 
mètres  conjugués  de  l’hyperbole;  CB=a'  donne  Ba^=Q^ 
car  J — O répond  à x = a'.  De  plus  Cy  ne  coupant  pas  la 
courbe,  si  l’on  connaissait  l’équ.  rapportée  aux  diamètres  6'x, 
Cy^  et  qu’on  voulût  trouver  le  point  on  Cy  rencontre  la 
courbe , x = o donnerait  une  valeur  imaginaire  pour  y ; 
mais  ( par  les  mêmes  motifs  qu’au  u’  398  ) , changeons 
le  signe  sous  le  radical , cette  valeur  deviendra  réelle  ; repré- 
sentons-la  par  b'  \ alors  x = o devra  donner  jr’= — b'*, 
‘d’où  — Ab'*-=.  Qt  b'  ou  la  demi-longueur  du  second  diamètre 
étant  l’ordonnée  oblique  qui  répond  au  centre,  mais  rendue 
réelle.  Les  équations 

Ba'*=:Q,  —Ab’>=q,  donnent  A =—^  , 

et  en  substituant  dons  (4) , on  obtient  pour  l’équ.  de  l’hyper- 
bole rapportée  à ses  diamètres  conjugués 

d'y^ — — d'b'*...  (6). 

Si  l’on  prend  CD=Ciy=.b’,  les  parallèles  GH,  J K à Cx  for- 
ment le  parallélogramme  GIKH  inscrit  dans  l’hyperbole. 

Les  équ.  (5)  et  (6)  pouvant  se  déduire  l’une  de  l’autre 
en  mettant  b'  ^ — T pout  b' , il  en  sera  de  meme  des  ré- 
sultats de  calculs,  qu’on  est  ainsi  dispensé  de  faire  pour  l’by- 
perbole. 

430.  En  changeant  x en  j',  etj^  en  x,  l’équ.  de  l’ellipse  con- 
serve sa  forme  ;.toutes  les  constructions  qu’on  fera  sur  l’un  des 
diamètres  seront  donc  applicables  à l’autre.  Si  l’on  compte  les 
X sur  le  a*  diamètre  de  l’hyperbole,  l’équ.  devient  ,, 

.A  ' • ' 

43 1 . Puisque  les  équ.  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  ^rappor- 
tées aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de  même  forme,  il  est 
inutile  de  reproduire  ici  les  calculs  déjà  effectués  pour  les  axes, 
et  l’on  peut  en  déduire  que  ’ 

1®.  Lefe  carrés  des  ordonnées  PM  ( fig.  *4^  et  a45)  sontpro- 


• •. 
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portloniiels  aux  produits  Jrs  distances  PD,  PD',  de  leur  pied 

P aux  cxtréinite's  D cl  D'  du  diamètre  (n®’  388  et  St)!). 

3°.  Deux  ellipses  qui  ont  l’une  pouraxes,  et  l’autre  pour  dia-  | 
mètrcsconjugue's,  2u'et  ïb',  ont  mêinee'qu.;  ainsi,  pourcliaque 
abscisse,  l’ordonne'e  est  d’e'gale  longueur,  mais  sous  des  direc- 
tions didèrentes.  Donc,  pour  traceruneellipse,lorsqu’onconnnU 
les  directions  et  les  longueurs  des  conjugues  CB,  CD  (fig.  244), 
ou  prendra  sur  la  perpendiculaire  à DD',  CK-=.  CK'=  CD-, 
puis,  à f’atde  de  la  propriété  des  foyers  ou  autrement,  on  dé- 
• dira  l’ellipse  DKb'K'  sur  les  axes  DD'  et  KK'  ; enfin  on  in- 
clinera chaque  ordonnée  PN,  suivant  PM,  j>arallèle  A CD.  Si 
a'  =b',  DKB’K'  est  un  cercle. 

Cette  construction  s’applique  visiblement  à l’Iiypcrbolc  ; on  . 

verra  qu’il  en  est  de  mcMne  de  la  parabole.  ^ 1 

3®.  L’inclinaison  d’une  tangente  en  un  point  quelconque, 

{t' ,jr')  et  l’équ.  de  cette  ligne,  sont  pour 

l’ellipse,  — -r^»  a’*  rŸ b'xx' ■=.  a'^b'*, 

r ' 

riiypcrbole,  .(i  = — b'^xx' — — a'^b'*. 

A n’est  plus  la  tangente  de  l’angle  que  celte  droite  fait  avec  * , 

l’axe  des  x,  mais  bien  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu’elle 
fait  avec  les  deux  diamètres  conjugués  (n®  367). 

4°.  En  ayant  egard  à la  même  distinction,  on  pourra  voir 
que  le  calcul  fait  (n®  4°9)  pour  les  cordes  supplémentaires 
s’applique  ici,  et  que  le  procédé  qu’on  en  déduit  pour  mener 
une  tangente  a encore  lieu.Soitdonc  menée  du  ceiilre^Cffig.  î46l  . 
au  point  de  Contact  Æf  la  ligne  CM,  et  la  corde  parallèle  B'ÜÇ, 
la  tangente  TM  sera  parallèle  à la  corde  DN. 

Quand  l’ellipse  et  le  point  M de  contact  sont  donnés,  il  est 
. aisé  de  tracer  la  tangente  ; car  on  trouve  d’abord  le  centre  C en 
menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  pi'enant  le  mi- 
lieu de  la  cordc  BD'  qui  les  coupe  par  moitié;  notre  construc- 
tion s’applique  ensuite.*  , 

5?.  D’un  point  K (fig.  280),  hors  de  l’ellipse,  pris  sur  une 


, • 
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«Iroilc  ilonuee  ÜB\  menons  Ic.s  tanp.cntcs  KM,  AA',  puis  k 
diainèlre  DD'  parallèle  à BD' , et  son  conju{’ué  CA,  L’analyse 
du  n“  4>3  peut  être  reproduite  ici;  ainsi,  ré(|u.  de  la  corde 

MN , qui  joint  les  points  de  contact  M kX.  W est 

6'’ax=a'’6'*  ; ce  qui  permet  de  construire  cette  corde, 
donne  les  points  M et  A’,  et  en6n  les  deux  taniîentes.  De  plus 
si  le  point  A se  meut  sur  BB' , la  corde  MN  et  les  tanf>entes 
varient,  mais  le  point  E reste  fîxe  : on  a,  pour  son  abscisse, 
<tr=.a‘;  elle  est  indèpeudeiite  de  A'  et  de  fi.  * 

6®.  La  propriété  démontrée  à la  fin  du  n®  4*  ' subsiste  visi- 
blement, lorsque  l’ellipse  est  rapportée  à ses  diamètres  conju- 
gués, ce  qui  justifie  ce  (pi’on  dit  ([ne  OH,  AK  (fig.  238)  peuvent 
être  deux  tangentes  parallèles  quelconques.  (Eqy.  p.  43o.  ) 
Toutes  ces  constructions  ont  également  lieu  pour  l’Jiyper- 
bole. 

43i.  Cberchous  maintenant  les  relations  qiii  existent  entre 
les  demi-axes  fl,  b,  et  les  demi- diamètres  conjugués  a',  b'. 
Reprenons  les  équ.  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  et  aux 
diamètres  conjugués,  et  ramenons  l’une  d’elles  à l’autre,  à 
l’aide  d’une  transformation  de  coordonnées.  Commençons  par 
l’ellipse. 

La  courbe  estrapportéeaux  axes  rectangles  CA,  CAf(fig.243), 
et  il  s’agit  de  changer  les  xetj'  en  coordonnées  obliques  x' ,j-, 
comptées  sur  les  diamètres  conjugués  CB , CD-,  on  sait  qu’il 
faut  substituer  pour  x ttjr,  les  valeurs  (A,  n“  383)  dans  l’équ. 

a®j^*  -f-  b*x*  = a' b*-, 

savoir  xt=x'  cos  ot-hj-'  cos  fi,  j-z=x'  sin«-j-_y'  .sin  fi, 

M,  fi  étant  les  angles  que  font  avec  les  x les  nouveaux  axes  CB, 
CD  des  x'  ety.  On  obtient 

( a*  sin*  « é*  cos’  a ) x'*  -f-  ( aj  siu’  j8  -j-  ô’  cos*/8 ) J^'*  ' 

+ ( a*  sin  et  sin  -f>  b*  cos  « cos  fi  ) ixf  y = a'b*. 

Mais  on  veut  que  les  nouveaux  axes  soient  des  diamètres  conju 
gués,  c.-à-d.  que  la.  transformée  soit  ày'^-\-b'*x’*  -=.0' ^b' ‘ le 
T.  I.  ' 2f) 


^5o  SECTIOWS  COSIQDBS.  . • 

coefficient  du  terme  en  x' y doit  donc  être  nul,  n' 

a*  sin  * sin  /S-|-6’  co»  * cos  /8=o,  a’  tang  a tang  6*  =o  (i), 
en  divisant  par  cos  a cos  0. 

Cette ëqu.  quialieupour  lesfcrdcs  supplémentaires  (n°  409), 
s’accorde  avec  ce  qu’on  a dit  n»  4*7  des  directions  de  ces  cor- 
des des  tangentes , et  des  diamètres  conjugués. 

De  plus  faisons  successiveinenty  et  x'  nuis,  pour  trouver  les 
longueurs  a',  b'  des  diamètres,  il  viendra 

(a’  sin*  a + cos*  a)  a'*  = a’6*.  ..(*)> 
(a*8in*(3+6’cos*/a)i''’  = a’^ô’;--  (3). 

Pour  éliminer  a et  g entre  ces  trois  équ.,  on  tire  les  valeurs^ 

de  sin  a et  cos  a de  l’éq.  (a),  à l’aide  de  l’équ.  sin’  a+cos’  a=i  j h 

• . 

on  a r . ..  X ■ 

a'*  (a*— b')  sin®  <t  — b'  (a*  — a*), 
a'»  (a*— &*)  cos*  a=a*^</’ — fr’). 

L’équ.  (3)  donne  de  même  (en  changeant  a'  en  b'  et  a en  S) 
j'j  i»)  sin*0  = A®  (a’  — i'“), 

y»  (a*  — 6*)  cos’0  = a*  (ft'*-7i*). 

Or,  en  transposant  le  a*  terme  de  l’équ.  (i).  et  élevant  au 
carré , il  vient  , 

a»  sin*  a sin*  /2  = cos*  a cos*  0 , 

' Subsütuant  pour  sin*  et  cos*  leurs  valeurs  ci-dessus,  on  trouve 
après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs , , 

(a»_a'*)(a*-6'*)  = (ô'‘-i*)(i'‘-i’): 
a4-M  = a*  (a'*-|-6'‘)-6*  (o"4-*").  . 

Toute  Véqu.  est  divisible  par  a*- ; donc  enün 

a’  -f-  6*  “ a'*  i’* . • • (4)  • g 

Ainsi  /a  fomme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  de 
l’ ellipse  est  constante , et  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes. 
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Maltipliant  l’ëqu.  (2)  par  (3) , on  trouve 

[(a^  sin’  a sin*  iS-^6*  cos*  et  cos*  fi) 

+ a’6“  (siu*  et  cos*  /8  -f*  sin*  $ cos*  et  ) ] . • 

Retranchant  de  la  parenthèse  le  carré  de  l'équ.  (i),  puiadivi- 
. sant  par  a’ô*,  il  vient  ^ ; 

a*6’=a'*Z>'*  (sin*  et  cos* ^ * — asinet  coset  sin  fi  cos/3) . 

Ce  dernier  facteur  est  le  carré  de  sin  /3  ços  et — sin  cT  cos  /3,  ou 
sin  (|8 — et);  donc 

a'b'  sin  {fi  (5). 

Puisque  a’b'  sin  6 est  ( n"  364,  surface  du  parallèle- 

gramme  CDBK  (fig.  24^)»  °°  parallélogramme^ 

CK  circonscrit  à V ellipse  a une  aire  constante  et  égale  à l'aire 
du  rectangle  des  axes,  quelles  que  soient  les^i&ections  des 


diamètres  conjugués. 

Ainsi  les  trois  équ.  données  par  la  question,  qui  étaient  i , 

2 et  3,  reviennent  à 1 , 4 savoir  , 

a*  + 6*  = a'*+y*....  (4),  * ; 

* ab  e=z  a' b' s\a  {fi  — et),.,  (5), 

a*  tarig  et  lang ^ + i’=o. . (6). 

^ % • a 

Observez  que  /3 — tt  est  l’angle  DCj?=0  que  font  les  diamè- 
tres conjugués;  ces  lignes  étant  parallèles  h deux  cordes  supplé- 
' mentaires,  l’équ.  (6)  résulte  aussi  de  ce  qu’on  a ru  n°  4og.  Au 
reste,  en  éliminant  a et  à l’aide  des  équ.  (4)  et  (5),  on  trouve 
que  (6)  revient  à . ^ 

o=a'*  sin  a cos  • -1-6'*  sin /S cos /S, 0=  a'*  sin  2(^6'*  siu  2/3.. .(7). 

Posons  a'  =:  6',  pour  obtenir  les  diamètres  conjugués  égaux. 
L’équ.  {'))  donne  sin  — sin  ajS;  ces  diamètres  sont  donc 

également  inclinés  sur  le  grand  axe,  de  part  et  d’autre  du  petit., 
L’équ.  (6)  devien  t — a*  tang*  a -f-  6*  = o ; 


d’où 


tang  zt:  - = ^ (6g.  23g). 


29  • 
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45a  • SECTIONS  CONIQUES. 

L’ellipse  a donc  deux  diamètres  conjugués  égaux ^ parallèles 
aux  cordes  supplémentaires  qui  joignent  les  extrémités  des 
, axes.  Ce  sont  les  diamètres  qui  font  le  plus  grand  angle  obtus. 
Soit  CM  l’un  d’eux  (fig.  7.^3)-,  le  triangle  CPM  donne 

• x’-f  = i («“4- é’)  (équ.  4)  : 

éliminant  y*  de  l’équ.  4- 6’x*==  0“^“,  onax*~-ja',  résul- 
tat indépendant  de  b.  Ainsi,  les  extrémités  des  diamètres  con- 
jugués égaux  de  toutes  les  ellipses  décrites  sur  le  même  grand 
axe  aa,  ont  même  abscisse  \ a^i. 

- ^ZZ.  Quant  à l’éq^jui  fixe  la  position  des  diamètres  con- 
jugués, inclinés  sous  raiiglé  0,  elle  a été  donnée  11“  /^og,  ^ 

a’ lang’ a — (a’  — &’)  tang  « tang  ô 4- ^ = 0. . . (8). 

Les  cinq  équ.  4»  5,  6,  7,  8,  qui  n’en  forment  que  quatre 
distinctes^  entre  les  3 quantités  a,  b,  a',  b',  a,  a!  et  servent  à 
en  trouver  4»  lorsqu’on  connaît  les  3 autres.  * 

Ainsi,  dans  ce  problème  (consultez  le  n“  427,  4“0>  trouver  les 
axes,  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et 
en  direction,  on  connaît  a’,  b' , et  0.  .'Multiplions  (5)  parita,  ,v 
et  ajoutons  à (4) . nous  avons 

( a ±:  6j*=  a’’  dz  a a'  sin  0 f>'*- 

Cette  éqU.,  comparée  à D,  n“  355,  montre  que  a 4 ^ et  a — b 
sont  un  côté  dans  deux  triangles  , dont  l’angle  opposé  est 
go“'4"  ® poue  l’un»  9®” — ^ pour  l’autre,  et  a',  b'  les  deux  autres 
côtés. 

434.  Pour  l’hyperbole,  sans  refaire  ces  calculs,,  U sullit  de 
changer  b et.  b',  en  b ^ — i et  b'  — i , et  l’on  a ’ ’ 

a'^  — i'*  = a’  — b*,  o'ô' sin  0 = aô,  . 
a'“  sin  aasszô'*  sin  2/8,  ou  a’ tang  a tang /3=  A", 
a*  tang*<( — (a’4-  ô’)  taiig  <*  tang  6 = ô‘, 

* * ■ 

qui  servent  aux  mêmes  usages  que  pour  l’ellipse.  On  voit  donc 
que , dans  l’hjrperbole  , la  différence  des  carrés  des  diamètres 
conjugués  est  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes,  et  que 
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• » 

le  parallélogramme  inscrit  à l'iyrperbole  est  constant  et  égal 
au  rectangle  des  axes. 

Si  a'  = b',  on  a a— b,  et  l'éciproquciiient  : l’hyperbole  équi- 
latère  a donc  seule  des  diamètres  conjugués  égaux  , et  tous  le 
sont  deux  à deux . On  a encore  tang^  a tang  ^ =:  i : que  CA 
(fig.  0.^1)  soit  le  1"  axe,  CM  et  Cjr'  deux  diamètres  conjugués 
égaux;  on 'a  tang  MCA  = cot  j' CA  = tang  ou 

yCj=x'Cx  ; et  comme  l’asymptole  SC  fait  l’angle  SCA  de 
45°,  on  a SCM=SCy  : ainsi,  l’asjrmptoie  coupe  par  moitié  les 
angles  de  tous  les  diamètns  conjugués  de  l’hjrperbole  équila— 
i'ere.  .,*• 

435.  Les  triangles  QSM , CMP  (fig.  242)  sont  équivalons 

(n®  420)»  et  l’aire  CPMQ  = CMS  — I ab  : or  (page  SSy) 
CM5  = 4 SM.  CM  sin  6^  9 étant  l’angle  CMS  des  diamètres 
conjugués;  ou  ab-=.a'  X >?M  sin  Qs=a'b'.  sin  9 4^4 )> 

donc  SM  = b' . Quel  que  soit  le  diamètre  CM,  la  wfigueur  et 
la  direetion  de  son  conjugué  est  ST.  Les  diagonales  HI  et  GK 
( Gg.  245)  du  parallélogramme  inscrit  sont  les  asymptotes. 

Le  calcul  du  n®  4i6fait  sur  l’équ.  — b'‘x^é=  — 
donnej' =db-;X  pouréqu.  des  asymptotes  , quand  les  dia- 
mètres conjugués  sont  pris  poifr  axes.  Nous  pouvons  en  déduire, 

de  nouveau  divers  théorèmes.  X 

* s 

Faisons  x—d—CM  (fig.  ^2)  ; il  vientj'  = 6'  = M5~M7'; 
ainsi  Mest  le  milieu  de  ST  (n®  420),  et  les  asymptotes  sont 
déterminées  par  les  extrémités  5,  T des  diamètres  conjugués 
(n«  435).  ^ 

Pour  toute  abscisse,  il  y a deux  ordonnées  égales  et  opposées'^ 
quand  Cy  est  parallèle  à la  tang  ST,  Cx'  coupe  donc  W et  NN' 
par  moitiés;  d’où  bN  = b'N'  : et  puisque  la  direction  ST  est 
quelconque,  toute  cordc  jouit  de  la  même  propriété  (n®  421). 

436.  Transformons  l’équ.  de  l’ellipse •+■  ù".r’  = a'b‘, 

et  prenons  d’autres  axes  aussi  rectangulaires  quelconques,  en 
posant  (C,  n®  383).  ‘ » 


■ r 


:V  • 

434  SECTIONS  CONIQUES. 

* — jr'cos»— sin  «,.  j-  = ar'sin  «, 

d’où  aV'*  sin®«  4- 2a’-*ysm  a cos  et cos"  • 

-f-  ù’j:'*cos’ et— aù’x^'since  cosa  -f*  ^*^*“sin*«=a*ù". 

a désigne  l’angle  des  x'  arec  les  x.  Pour  trouver  les  points  de 
rencontre  des  nouveaux  axes  avec  la  courbe,  on  fera  successi- 
vement a/ =0  et  ^=0  ; il  viendra  ' ■ ' ' 

'>•  a*  A*  * ■ 


a’  sin*  et -^6*  cos"  et  ’ ‘ a*  cos"  « + 6"  sin’  «*  • 

A eX.  B sont  les  distances  du  centre  aux  deux  points  de  sec- 
tion de  la  courbe  par  les  axes  xf  et  y'  rectangulaires  ; donc 

1 . I a’4-*’ t t ’v 

A‘~^ B'~  a*ù"  % 

è 

Cette  'expression  étant  indépendante  de  «,  prouve  que  si  ton 
mène  par  le  centre  de  F ellipse  deux  lignes  quelconques  à 
angle  droit.  Us  distances  A et 'h  du  centre  à la  courbe  comp-  • 
tées  sur  ces  lignes,  sont  telles  que  A~*  B“*  est  cons^  , 

tant. 

Le  mémecalcul  pour  l’hyperbole  donney^“*-f-5~"=a“" — i"* 
= constante':  mais  pour  concevoir  çe  qu’exprime'-^,  il  faut 
imaginer  qu’une  autre  hyperbole  conjuguée  ayant  b pour 
]*'  axe,  et  a pour  a*,  est  tracée  entre  les  asymptotes  de  la 
Vourbe  proposée,  comme  on  le  voit  fig.  a53.  4 

437.  La  parabole  n’ayant  pas  de  diamètres  conjugués,  rap- 
portons-la  à ses  diamètres  simples^  Pour  transporter  l’origine  A 
en  un  point  quelconque  (a,  ù) , et  changer  eh-pulre  la  direc- 
tion des  coordonnées,  il  faut  (n“  383),  dans  jr’ — 7,px=.o , faire 

. X = a 4-  ex'  -4-  cy , = i 4-  SX  -4-  j'y , 

* • • 

s et  «'  désignant  les  sinus  de  uetfi,c  et  c'  leurs  cos,  : ce  qui 

donne  ' ■■ 

(1>s—pc)+o/  (&/  — pd)  + aj/x'j-'-t-  + s'y''  = o. 

Mais,  pour  que  l’axe  des  x'  soit  diainèlre  par  rapport  à celui  des 
y,  il'faut  (n“’426)  que  les  termes  7.ss'x'y  et  %y  (bs' — pc') 
disparaissent  : donc  ss' ;=3 o et  bs'  >-'■  pc'  =a.  La  i “ équ.  donne 
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. X = O , c = I ; la  2*  revient  à b lang  9 =^,  6 étant  l’angle  des 
* X et^;  elle  détermiue  cet  angle , ou  la  direction  de  l'axe ^ : 
a et  é sont  arbitraires.  Donc  les  parallèles  QS  à F axe  Ax  sont  les 
seuls  diamètres,  et  le  sont  tous  (6g.  234).  L’équ.  transformée  est 

r 

s’*y*  — %px'  -f-  A*  — 2y?a  =p . 

Mais  il  suit  de  la  dédnition  (n°  4>6)  que,  si  une  ligne  est  dia- 
mètre relativement  à une  autre,  toute  parallèle  à cette  dernière 
peut  être  prise  pour  axe  des^  : plaçons  l’origine  au  point  M. 
où  l’axe  des  x'  coupe  la  courbe,  nous  aurons  b*-^<xpax=zo,  d’où 




en  faisant  E=/)'.  Comme  tang  6 = t,  la  tangente  MTk  l’o- 

rigine  M est  l’axe  des  j''  (n”  4°4)>  qu’on  nomme  le 

Paramètre  du  diamètre  MT  ; mais 


smo  = 


— Vp 


donc  (n°  398) 


V' (/»•+**)  V/(/»+aa)’  , 

= s'S  = * + =liMF. 


Ainsi,  le  paramètre  est  le  quadruple  de  la  distance  de  F origine 
au  JtQrer.  Réunissons  les  équ. 

> étang  9==)?,  /»'==/;  4- 20,  b\=zipa. 

it9n  voit  que,  lorsqu’on  connaît  deux  des  quantités p,  p',  u,  b, 
et  9,  on  peut  Irouvenles  trois  autres  ( sauf  les  exceptions  ana- 
lytiques) et  construire  la  courbe;  elle  a pour  équ.  Ÿ*-=.ip'x'. 

438.  De  ce  que  les  équ.  aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de 
' même  forme , on  peut  tirer  les  conclusions  suivantes. 

..  1°.  La  constraction  donnée  pour  l’ellipse  ( n°4di,  a°>)  s’ap- 
' {Hique  à la  parabole , lorsqu’on  connaît  un  diamètre  et  son  pa- 
ramètre ip' . 

2“.  L’équ.  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  {x  , y ) 
est^y  —p'  (*  -f  i l'inclinaison  sur  le  diamètre  est  doitnéo 


» 

At's-  • 


i’ 

S . • 
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parj^  qui  est  le  rapport  des  siuiis  des  angles  c|ue  la  tang.  faU  ' 

avec  les  axes.  Si  la  tangente  doit  être  incne'e  par  un  point  ex- 
térieur, la  construction  et  les  propriétés  données  n“  4»?  on» 
encore  lieu. 

8“  La  sous-tai^ente  est  encore  double  de  l’abscisse;  ainsi 
l’on  mènera  aisément  la  tangente  en  un  point  donné,  connais- 
sant un  diamètre. 

Si  l'on  a une  parabole  tracée  MAM'  (fig.  234),  on  pourra 
déterminer  un-diamètre,  l’axe,  le  sommet,  les  tangentes,  etc.; 
car,  en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  joignant 
leurs  milieux , on  aura  un  diamètre  MS  : traçant  ensuite  la 
corde  MM'  perpend.  à MS,  et  AT^  parallèlement  par  le  milieu 
P , on  aura  le  sommet  A. . . . ^ ‘ 

y»  ' 

Ou  remarquera  quc2^'=;'^;  ainsi  le  paramètre  est  une  troi- 
sième proportionnelle  à une  abscisse  et  son  ordonnée.  On  décrira  ^ 
donc  facilement  une  parabole,  connaissant  la  direction  d’un  ^ 
diamètre  MS  sur  Mt,  et  un  point  de  la  courbe  : car’ les  coor- 
données a:',  de  ce  point  font  connaître  le  paramètre  2/>',’ 
en  sorte  qu’on  a Vé({\x.  x,  et  qu’on  retombe  sur  ce  qu’on 

a vu. 

Discussion  des  Équations  du  second  degré. 

439.  Soit  demandé  de  construire  les  courbes  dont  l’équ,^^^ 

Ay  -h  Bxj  + Cx’  yDj+Ex  -|-*F=  O. . . (a)  ; 

les  coefficiens  A,  B . . . . sont  donnés  en  grandeurs  et  en'signes. 
Les  coordonnées  seront  supposées  rectangulaires,  attendu  que, 
sans  changer  le  degré  de  l’équ.,  on  peut  tqujqurs  les  ramener  à 
cet  état  par  une  transformation  (Zi,  n®  384)-  Comme  les  cour- 
bes ont  des  formes  et  des  propriétés  très  différentes,  suivant  ■ 
qu’elles  ont  ou  n’ont  pas  de  centre,  nous  distingiieioiis  les  trois 
cas  de  B*  — nul,  négatif  ou  positif.  Pour  alnéger,  nous 
feréns,  par^a  suite,  — ^AC=  m.  , ^ 


\ i 


* "y*  . 


Digitijed  by 


-> 


oiscussioM.  4^7 

, i*''CAS,  fi*  — =sm  = o. 

44®.  La  courbe  dont  il  s’agit 'étant  MDM'  (fig.  248),  na  pas 
de  centre}  Ax  et  Ajr  sont  les  axes.  Rapportons  cette  courbe  à 
d’autres  Ax\  aussi  à angle  droit,  et  cherclious  si 
l’on  peut  prendre  ces  axes  tels,  que  l’équ  devienne  de  la  forme 

* "f"  ® • • • (^)- 

La  même  courbe  MDM'  a pour  équ.  (a)  et  {b),  les  axes  étant 
différens,  si  l’on  peut,  par  une  transformation  de  coordonnées, 
réduire  l’une  à 'devenir  identique  avec  l’autre.'  L’angle  xAx' 
des  deux  axes  étant  â,  passons  de  cette  dernière  à l’autre, 
c.-à-d.  du  s'jsthxt^y Aa^  kjAx,  à l’aide  des  équ.  (C,  n"383), 
où  nous  ferons  négatif  cet  angle  6 des  deux  axes  x et  x’,  parce 
que  celui  a:  de  la  transformée  (a)  est  en-dessous  de  celui  x'  de 
l’équ.  (6)  que  nous  regardons  comme  donnée,  pour  un  instant. 
Faisons  donc  dans  l’équ.  (b) 

y=jK  c6sf6  —X  sin  9,  x' -=jr  siifS  -{-ar  cos  9. . . (c). 
Puisque  le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  identique 
.avec  (a),  et  que  le  nombre  constant  fi*  est  le  même  des  deux 
parts,  il  faut  que  les  coefficiens  soient  respectivement  égaux. 
Comparons^ donc , terme  à terme,  le  résultat  avec  (a);  nous 
aurofls 

acos’9  = .<#,  asin*9=C. ..  (1), 

. — -xasinS  cos  9 = fi. . . (2), 

d cos  9 -f-  e sin  9 = D , e cos  9 — d sin  9 = £ . . . (3) . 

Nous  trouvons  ainsi  5 équ.  pour  détermlber  les  4 inconnues 
a,e,J,  9;  mais  en  vertu  de  la  condition  li^=.^AC,  (2)  rentre 
dans  les  relations  (i);^eu  sorte  que  ces  3 équ.  n’équivalent  qu’à  2, 
propres  â.déterminer  a et  9,  et  que  le  calcul  ci-dessus  n’est  pos- 
sible que  dans  le  cas  de  m = o.  Ajoutant  les  deux  i***,  il  vient 
a '=■  A C\ 

y 6’  /A  /O  fi 

d’où  sin  Ô = ^ - , C08«r^yf  vt?’  ~ü‘ 


^ Éliminant  ensuite  d et  e ent,jj0^,tl^u.  (3),  on  a 

d=  OcosJ  — £sij^;^e:5^jlln'’9-l-£cos9. . . 


- 


(4). 
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D\/A  — E\/C  D\/C^E\/A 

ou  a = — ; < e = - 


(5). 


\/a  \/a 

La  condition  B'^=^AC  rend  (n*  1 38)  les  trois  i®"  termes 
de  l’équ.  [a)  re'dactibles  au  carré  d’un  binôme,  ou(Xy^+ir)’; 
alors  AtlC  sont  des  carrés  positifs,  dont  les  racines  k etl  sont 
réelles.  L’infini,  ou  l’imaginaire,  ne  peut  donc  jamais  s’intro- 
duire dans  ces  résultats  : ce  qui  prouve  que , dans  le  cas  de 
m=:o,  on  pourra  toujours,  par  une  transformation  d’axes, 
réduire  la  proposée  (a)  à la  forme  {b). 

Si  A OM  C était  nul,  comme  B*=^AC,  B le  serait  aussi; 
la  proposée  serait  donc  sous  la  forme  (6),  ét  il  n’y  aurait  pas 
lieu  à clianger  d’axes  ; et  si  l’on  avait  à la  fois  A el  C nuis, 
l’équ.  (a)  serait  privée  de  ses  trois  premiers  termes,  c.-à-d. 
serait  au  i'®  degré. 

Dans  toute  équ.  proposée  où  m=  o,  on  fera  donc  le  calcul 
ci-dessus,  ou  plutôt  on  posera  de  suite  la  transformée  (ù),  après 
en  avoir  trouvé  les  coeiSciens  à l’aide  de  nos  équ.,  et  construit 
le  nouvel  axe  Ax'  (fig.  248),  d’après  la  valeur  de  savoir: 

tangfl  = ^^,  ,in29  = --^^...  (6). 

Le  signe  de  sin  29  est  contraire  à celui  de  ce  qui  apprend  si 
l’angle  9.6  csl>  180®,  c.-à-d.  si  fl,  ou  x' Ax  étant  > qu’un  qua- 
drans,  l’axe  Ax'  est  au-dessous  de  Ax.  De  là  résulte  le  signe 
du  radical  qui  entre  dans  les  équ.  (5),  conservant  tou- 
jours le  signe  -4-.  Du  reste,  ces  coefficiens  sont  compliqués  de 
l’irrationnalité  y'a. 

Soit,  par  ex.,  o.jr'  — 9XJ ^ x^ — ^ — 2x-f-5  = o ; 

‘ ♦ 

multipliant  par  2,  pour  mettre  en  évidence  le  carré  parfait, 

nous  avons  A = B — — 4>  • ; d’où  a = 5 , 

tang  S = sin  afl  ^ On  prend  les  radicaux  positifs,  et  l^pn 
trouve  d = o,  e = — 9\/5\  d’où  5jr'‘ — 2-t/ y/  5 -f- 10=0.  Telle 
est  l’équ.  qu’il  s’agit  de  construire,  l’axe  des  x'  étant  tel,  que. 
l'angle  x'Ax  ait  \ pour  tangente  (on  prendra  AE  quelconque 
et  sa  perpend.  i£,  moitié  de  AE,  fig.  248). 


•<  ! 
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44>'  calcul  précédent  réduit  donc,  en  général,  la  propo- 
sée à la  forme  {b),  qu’il  s’agit  maintenant  de  construire  sur 
les  axes  rectangulaires  Ax' , Ay  (fig.  248).  Transportons 
l’origine  en  un  point  (^,  A)  ; ces  deux  lettres  désignent  des 
. ^ arbitraires.  En  changeant  et  x' , en^'  -f-  A et  x'  A,  dans 
■*  l’équ.  (A),  elle  devient 

(2ûA  -I-  d)y  -}■  *+■  dk  eh  y F)  = o. 

Pour  déterminer  h et  k,  chassons  le  terme  en  jr'  et  le  terme 
constant  (la  nouvelle  origine  sera  un  point  de  la  courbe); 
posons  donc 

2ûA:  -f  d = o , ak'  dk  eh F = o ; 


d’où  A = — 


la  ‘ 


A = 


<f* — ^aF  ak' — F 


4«e 


. (6). 


Telles  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  qui  est  un 
des  points  de  la  courbe  C**)  ; la  transformée  est  «^'•-t-ar'sco , 
qui,  comparée  à est  Téqu.  d’dne  pababole  rappor- 

tée à son  axe  (**),  et  tournée  dans  un  sens,  ou  dans  le  sens 
contraire,  selon  que  e est  positif  ou  négatif. 

Soit  Téqu.  ^y+5jr — ^oc=\  ; on  trouve  k — — j,  A= — i ; 
on  prendra  AB  — — \,  5C=  — j (lig.  34g)  ; l’origineest  portée 
àeAenC,  etl’6qu!devientj^'*=s3x'.  La  parabole  a son  sommet 
en  C,  et  le  paramètre  est  2.  . , 

L’équ.  — zjr-^x=o,  donne  j''“= — x,  AB-=JîC=.\ 
(fig.  25o)  , l’origine  passe  de  A en  C,  et  la  parabole  est  ouverte 
dans  le  sens  des  x négatifs.  • 

Reprenops  enfin  l’exemple  de  la  p-  4^^»  réduit  à 


t . •• 

t- 


Dans  les  fig.  suivantes,  A désigne  la  l'®  origine  des  coordonnées,  Cia 
nouvelle. 

(■**)  Observes  que  si  l’équ;  (S)  était  la  proposée,  et  que  les  axes  n’y  fussent 
pas  rectangulaire , il  ne  serait  pas  necessaire  de  les  amener  à cet  état  par  une 
I *■*  tr^sformation , et  que  les  équ.  (6)  pourraient  être  appliquées  pour  trans- 
porter l’origine  ; la  parabole  serait  seulement  rapportée  à fun  de  ses  diamè- 
tres , comme  n°  417;  on  pourrait  alors  aussi  aisément  la  construire  que  si  elle 
l’était  à sou  axe.  . 


ivf- 
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Sy* — 2jr'v/5-+-*o=o,  les  axes  étant  .-/t',  Ajr'  \ nous 

Irpuvons  k=.o,  A=:\/5  ; le  sominel , ou  la  nouvelle  ori(>ine  est 
eu^,  prenant  AM'=^5  ••  l’équ.  devient_7'’=ar'j/i;  le* pa- 
ramètre est  y'i.  t 

443.  Il  est  un  cais  où  notre  calcul  ne  peut  se  faire,  celui  où 
e=o  ; car  h n’entre  plus  dans  le  calcul , et  demeure  arbitraire; 
en  sorte  qu’on  a lieux  équ  pour  déterminer  la  seule  quantité  k.. 
Posant  alors  seulement  2a^-|-d=o,  nous  avons,  dans  cette 
circonstance  , 

• « 

ay*-\-ak'-i-dk+F=o,  ou  ^ay'*^=zd‘ — ^aF.  * 


La  nouvelle  origine  est  l’un  quelconque  des  points  de  la  paral- 
lèle aux  X,  qui  a pour  équ.  y=k.  ‘ 

i”.  Si  d‘  — ^aF  O,  on  a iay—±  V/-(d* — ^aF),_  équ.  qui 
donne  deux  droites  parallèles  aux  x' , et  placées  à égales  dis- 
tances de  cet  axe.  Telle  est , par  ex. , l’équ.  j-'*-|-4j^+3=o. 

• 3“.  Si  d‘ — ^aF—o,  on  aj’'=o,  équ.  de  l’axe  des  x'  ; l’équ. 

. (ù)  est  donc  celle  d'une  droite  parallèle  aux  je'.  L’équation 

) 3®.  Si  d‘ — ^aF <^o,  la  proposée  ne  représente. rie»,  puis- 

qu’on la  ramène  â j-'*-pn’=o,  qui  est  visiblement  absurde. 
C’est  ce  qui  arrive  poutTéqu.  ^'•-f-4j‘' -1-5=0. 

L’équ.  (A)  devient  ajr' ‘-\-dy -\-F~o , dans  le  cas  de  e=so  ; 
on  peut  hii  donner  la  forme 

( )’— d*-f-4uF=rf. 

Ainsi,  le  1"  membre  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un 
carré,  ou  même  est  un  carré  exact,  selon  que  *ist>.>  <^ou 
=d*.  On  peut  aisément  voir  que  l’équ.  (fl)  oiTre  la  même  parti- 
cularité, et  a,  dans  ce  cas,' la  forme  (A^-l-/x-l-c)®-l-Ç  = o, 
qui  est  absurde  si  Q est  positif,  du  i*' degré  si  Q=o , et  enfin 
qui  donne  deux  droites  patallèles  si^  est  négatif.  (Vojr. 

page  481).  * • ' 

ji.'Vr»/. . * 

443.  11  est  donc  prouvé  que  si  m = 0 , Véqu.  du  2'  de§ré  est 
celle  d’une  parabole  f mais  que  des  cas  particuliers  donneut 
une  droite , deux  parallèles , ou  meme  rien. 
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QuaiilàTéqu.  cx'-\r,dx-\-ex-\-F—o, 
toiuine  elle  revient  à {b),  où  x est  changé  enj,  et  je  en  x,  la 
courbe  est  la  même,  rapportée  à Taxe  des  jr  : oii  peut  au  reste 
transporter  l’origine  comme  ci-dessus.  Par  exemple,  l’équ. 

— I,  en  prenant  AC=zi=zh  (fig.  aSi),  et  portant 
l’origine  de  A en  C,  devient  x'*-\~3j'  ^o.  La  parabole  est 
ouverte  du  côté  desj'  négatifs,  et  l’axe  des  j''  est  celui  de  la 
courbe.  * 

On  trouve  que,  i®.  l’équ.  x*— 6x4-  10  = 0 ne  représente 
rien;  a®,  x*  — 6x4-9=  o est  l’équ.  d’une  parallèle  aux  j*  ; 
elle  revient  à x'=:  ±:  3;  3®.  pour  x”  — 6x  4-  7=0  on  a deux 
parallèles  aux^. 

a*  CAS.  B’’ — ^AC=m  négatif. 


444-  courbe  a un  centre  , auquel  nous  commencerons  par 
transporter  l’origine  ; car  on  ne  peut  plus  ici  réduire  la  proposée 
ü la  forme  (ô).  Faisons  donc  le  calcul  du  n®  4a5 , et  l’équ.  («) 
sera  ramenée  à la  forme 


Ay^-\-Dxy->fCx'-\-q=o..  .(/).' 

Cherchons  à la  dégager  du  terme  xy,  c.-à-d.  à la  transfor- 
mer en 

+ px’l  4-  Ç = O {g)- 


Substituons  donc,  dans  cette  dernière,  les  valeurs  (c)  de^'' , 
et  af,  et  comparons,  terme  à terme , le  résultat  à l’équ.  {f), 
pour  exprimer  l’identité  ; il  viendra 

q cos* 9 4"  P sin’fl  A. . . (i). 
q sin*6  4-  P cos*ô  = C . . . (2), 

2 sin  9.cos(l.(/? — q)z=  B ...  (3). 

Ces  trois  équ.  servent  à déterminer  les  trois  inconnues  9,  p et  q. 
La  somme  des  deux  i'“devient^4(7=.^4"C;  formant  ensuite 
Zl* — ^ACj  ou  m,  en  carrant  la  3®  et  retranchant  quatre  fois  le 
produit  des  deux  autres  , il  vient 

m=— 4/^y(sin^94Min'é.cos’94-cos'6)= — 4/’?(®‘û’9  4 cos*9)*,  > 
ou  m=  — ^pq-  Les  inconnues  p et  q,  ayant  A 4 C pour 
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somme  et  — i m pour  produit , sont  les  racines  de  IVqu.  du 
a'  degré, 

*•— (^+C)  z = jm....  (j); 
d'où  , 

petqz=\{A  + C)±.l  + 

Ces  racines p tXq  sont  visiblement  réelles  dans  le  cas  actuel. 

La  différence  erltre  les  équ.  (i)  et  (a)  est 

(?"“/»)  (cos’â— sin*6)  = (ÿ— p)co8a8=y/-.C; 

en  recourant  à l’équ,  (3) , on  trouve  donc 

P A—C  B 

sinaS=- cos  al  = ,tanffafl  = -r — 

q—p  q—p'  A^C 

Cette  dernière  valeur , facile  à construire,  donne  aS,et,  par 
suite,  l’angle  9 d’inclinaison  de  l’axe  des  x'  sur  celui  des  x : le 
signe  de  tang  a9  apprendra  si  afl  est  > ou  < 90“  ; mais , dans 
tous  les  cas , 9 est  90®,  et  l’axe  des  x'  tombe  en-dessus  de 
celui  des  x.  D’ailleurs,  sin  al  est  toujours  positif;  ainsi ^ — q 
doit  être  de  même  signe  que  B : donc  q est  la  plus  grande  des 
deux  racines  de  t , si  B est  négatif,  et  la  plus  petite , si  B est 
positif.  On  saura  ainsi  distinguer  entre  elles  les  racines  qu’fl 
faut  préférer  pour  q etp.  ^ 

Soit,  par  ex. , l’équ.  a:^-{- Sjr’  + a^  — ax  = | j 

en  transportant  l’origine  au  centre  (a”  point  dont  les 

coordonnées  sont  k — la  proposée  devient,.., 

5j^^-axj'-f-5x*=a;  on  a ensuite,  pour  l’équation  (i), 
Z* — loz  4-  34  = O ; d’où  2 = 5 1 ; ainsi , B étant  positif , 
Ÿ=4  »\p=6  > puis  4y’+6-*^'’=2 , équ.  qui  reste  à construire, 
les  axes  des  x'  et  f étant  déterminés  par  tang  2»  = 00,  d’où 
iSssgo",  c.-à-d.  que  l’axe  des  x'  fait  un  angle  de  45“  avec  celui 
des  X en-dessus  duquel  il  est  placé.  Ces  constructions  sont  sans 
difficulté.  vk  - . 

445.  Ce  calcul  ne  peut  présenter  aucun  cas  d’exception.  Il 
est  à observer  que  m étant  négatif  dans  le  cas  actuel , savoir , 
B’^x=l^AC  — m,  le  radical  des  valeurs  de  z se  réduit  à 


% 
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-f-  Cy—  m , qui  esl  4"  C.  Ces  valeurs  de  p et  q 
sont  donc  de  même  signe  que  A-\-C,  en  sorte  qu’on  peut  re- 
garder comme  positifs  p et  (7dansréqu.  (g-),  qu’il  s’agit  main- 
tenant de  discuter.  Nous  examinerons  successivement  trois  cas, 
selon  que  Q est  nul,  positif  ou  négatif. 

1®.  SiÇ  = o,  on  a qjr'^-^-px^^xo',  é(pi.  qui  ne  peut  sub- 
sister que  si , à la  fois  , x'—  o , jr'=  o.  On  a donc  un  point , 
qui  est  l’origine  des  x'  ety'.  L’équ.^*— 4xj^-}-5j:*-}-2x-f-i=o 
est  dans  ce  cas  ; le  point  est  ( — i,  —2),  ainsi  qu’on  le  recon- 
naît par  le  calcul , qui  transforme  d’abord  la  proposée  en 
— 4^^-4-5x*=  o,  puisdonne  z = 3di2^/2,  lang  2(=  — i, 
2S=i35®,  enfin  (3-j-2V/2)j‘'*4*  (3 — 2y'2)x'*=o. 

2®.  Si  Q est  positif,  la  proposée  ne  représente  rien  , puisque 
l’équ.  {g)  est  absurde , trois  quantités  positives  ne  pouvant 
s’entre-détruire.  C’estee  qui  arrive  dansl’ex.  précédent,  quand 


on  met,  au  lieu  du  dernier  terme  i,  une  valeur  f>  i . 

3®.  Si  Q est  négatif,  la  transformée  (g)  devient  ÿ7^*-f-^x'®=Ç. 
En  faisant  tour  à tour  sf  eXy  nuis , pour  obtenir  les  points  où 
la  courbe  coupe  les  nouveaux  axes , on  obtient 


d’où  ^ ^ , puis  4-  ù’x'®  = a®ù*.  La  courbe 

est  donc  une  ellipse  , rapportée  à son  centre  et  à ses  axes 
20  et  2&. 

Si,  dans  l’ex.  précédent,  on  met  — i au  dernier  terme,  on 
trouve  d’^ord  jr^ — 4^j^4-5x*=2,  les  mêmes  valeurs  de  z et 
de  6,  puis  Téqu. 


(34-2\/2)y>-f  (3  — 2^/2)  x'*=a. 


qui  appartient  à une  ellipse  dant  les  axes  sontV^8(3=p2V/2). 

^ 44^'  Concluons  de  là  que  l’équ. générale  du  2®  degré  appar- 

tient à FelUpse , toutes  les  fois  que  m est  négatif;  mais  qu’on 
trouve  deux  cas  particuliers,  qui  donnent  l’un  rien , l’autre  un 
point.  Lorsque  m^o,  les  valeurs  de  z sont  de  même  signe  : 

* 
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elles  devienuent  égales  dans  le  cas  du  cercle , car  p ~ q, 

'Voy.  n“  454- 

3®  CAS.  — AC  = m positif. 

447-  Tous  les  calculs  du  n“  444  conviennent  encore  ici , 
en  sorte  qu’il  faut  reproduire  la  même  transformation  et  les 
mêmes  valeurs  de  9 et  z;  seulement,  comme  5’=  m -f-4.<^ C, 
m éUnt  positif,  le  radical  est  > ^ C,  et  les  deux  racines 
de  Z sont  de  signes  contraires , en  sorte  que , dans  la  trans- 
formée {g),  on  peut  donner  le  signe  -f-  i q,  et  le  — à p- 
savoir  : 

çy’—px'-+  Q = O (/). 

Analysons  les  cas  de  Ç nul,  positif  et  négatif.  . 

I®.  SiQ=o,  on  a qy*==px'%  d’où  r'=±a:\/^  ; il 

t(-  V 9 

est  évident  qu’on  obtient  deux  droites , CD  , CE  ( fig.  aSî) , 
qui  se  croisent  à la  nouvelle  origine  C , l’axe  des  x'  coupant 
par  moitié  l’angle  DCE  qu’elles  fout  entre  elles.  L’ordonnée 

, qui  répond  à x'  ■=  i , sert  à construire  ces  droites  ; 

elle  est  la  tangente  des  angles  DCx' , ECx' . 

far  ex.,  l’équ.  — &xjr  + a:*  -f-  aj- — &r  + i = o , en 
transportant  l’origine  au  point  (o,  — i),  qui  est  le  centre,, 
devient  jr'  — -4-  ar’  = o : on  trouve  z*  — az  = 8 ; d’où^ 

Z =i  d:  3 ; savoir,  j = 4»/'=— 2 et  — 4 x'^=  o 
d’où  ys=±x’[/i^  : enfin,  4 = 4^°- constructions  n’oiTrent 
aucune  difiiculté  ( F",  fig.  aSa). 

a®.  Si  Q est  positif,  l’équ.  (/)  devient  qy'*  — pjf*=  — Çs 
posant  a:'=o,on  a ,i  ; on  faitY^^=^;puis 

on  pose  y'=  o , et  l’on  a 

ce  sont  les  demi -axes  d’une  hvperbole,  ainsi  qu’il  suit  du 


/ . 


f 
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.calcul  de  la  substitution  des  valeurs  P = ^, 7^=^,  qui donn 

«“ÿ*— ^V*=— On  a un  exemple  de  ce  cas  en  rempla- 
çant + 1 , dans  le  dernier  terme  de  l’équ.  précédente,  par  5; 

les  valeurs  de  z,fl  sont  les  mêmes,  et  l’on  a -x'‘  = i . 

les  axes  sont  A = I,  aî=sv/2.  ’ ’ 

3»,  Si  Q est  négatif,  on  a Q -,  un  calcul  sem- 

blable, ou  seulement  le  changement  de  x en  j',  et  j- en  x 
prouve  qu’on  a une  hyperbole  dont  les  axes  sont  l’inverse  des 
précédens.  Qu’on  change -f  i en  — 3,  dans  le  dernier  terme  de 
l’exemple  ci-dessus , et  l’on  trouvera  = i ; les  axes 

sont  a=  I,  ^ ; la  courbe  coupe  le  second  des  axes  coor- 

donnés (celui  des  y). 

'■  448.  Faisons  varier  Q dans  l’équ.  (/).  Ç étant  positif,  on  a 

1 hyperbole  MAN,  LOI  253  ) ; et  il  suit  des  valeurs  des 

axes  a et  ù,  qu’en  prenant  AD=-.AD'  = ^^,  et  l’abscisse. 

CA=  1 (ou  AD^b  et  AC^a) , les  droites  CD  et  Cl)' 
sont  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles,  qu’on  obtient 
à mesure  que  Q s accroît;  seulement  le  sommet  s’éloigne 
de  plus  en  plus,  et  la  courbe  s’ouvre  sans  cesse  davantage. 
Si  Ç=o,  on  a les  asymptotes  memes,  = o 

Enfin,  si  Q devient  négatif,  on  obtient  l’hyperbole  M' A' N' 
rO'L',  tracée  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  dans  les  au^ 
très  angles,  les  sommets  A',  C/  s’éloignant  à mesure  que  Q 
augmente.  ^ ^ 


44g.  Ainsi /'éÿu.  générale  du  a'  degre  appartient  à l’hyper- 
bole, toutes  les  fois  que  m est  positif;  mais,  dans  un  cas  particu- 
lier, on  trouve  deux  droites  qui  se  croisent.  Les  valeurs  dez  souf 

alors  de  signes  différens;  et  lorsque,  abstractipnfaitedece  signe, 

elles  sont  égales , C= — A,  l’hyperbole  est  équilatère.  Comme 
5’  AC  est  toujours  positif  des  que  ^ et  C ont  des  signc.s 
différens,  on 'est  alors  dans  le  cas  de  l’hyperbole,  quelles  que 
soient  les  grandeurs  de  fi,  C. . . . La  même  cliose  a lieu  si  A 
ou  C est  nul , c.-à-d.  si  la  propo.sée  est  privée  de  l’un  des  car- 
T I-  3o 
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rés  x’  et  j-*,  et  même  si  ces  carre's  manquent  l’un  et  l’autre. 
Dans  ces  divers  cas,  la  iiiarcke  des  calculs  est  toujours  la  même 
maiscomme  dans  le  dernier  elle  devient  très  simple,  nousl’ex<- 
poserons  ici.  Soit  proposée  l’équ: 

Bxx+,Dj-+Ex  + F=o; 

on  transporte  l’ori{;inc  au  centre,  eu  faisant  Bk  + E 2=  o , 
Bh  D = o ; d’où 


en  posant  Q=DE — BP\  Ces  expressions  ne  sont  sujettes  à 
aucune  exception.  Ainsi  l’équ.  proposée  est  celle  d’une  hjpcy-  * ^ 

bole  rapportée  à des  axes  parallèles  aux  asymptotes.  L’Iiyper- 
bole  est  cquilatère  quand  les  xy  sont  rectangulaires  (n“  4'^)- 
. Si  CD'  (fig.  253  ) est  l’axe  des  x',  CD  celui  des  y , la  courbe 
est  tracée  dans  les  angles  DCD' , ECE',  si  Q est  positif;  elle 
est  MAN,  LOI-,  enfin  elle  est  Af  A'N' , l'O'L'  quand  est 
négatif.  Si  Ç = o,  l’équ.  proposée  appartient  aux  asymptotes 
mêmes. 

, Ainsi,  pour  l’équ.  — 2X+_^-f-m  — 4,  les  axes  étant ’^^x, 

Ay^  on  a i=2,  A= — i ; on  fera  AB~  \ (fig.  254),  BCs^-s-, 

Cx' , Cyc'  seront  les  asymptotes  de  l’hyperbole  x’y'  =2  — m, 
qui  sera  MN,  OP ,.  si  ni  < 2 ; AJ' N',  ,0'P',  si  m'^a  ; enfin  , 
m = 2 donne  les  droites  Cx' , Cy  . 

45o.  Il  convient  de  remarquer  que,  dans  les  cas  de  ou 
^^C^o,  si  la  proposée  est  privée  du  terme  en  xy , le  calcul  de  la 
discussion  est  très  simple,  et  se  réduit  à transporter  l’origine 
au  centre  ; il  n’est  pas  même  nécessaire  de  rendre  les  coordon- 
nées rectangulaires  quand  elles  ne  le  sont  pas,  et  l’équ.  est  alors 
rapportée  aux  diamètres  conjugués,  au  lieu  de  l’être  aux  axes. 

En  effet,  soit  la  proposée 

Ay'-pCx'-^Dy-\-Ex-\.F=o, 
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le  centre  est  au  point^ — c’est-à-dire  qu’on  a (*) 
' ->.Ch-\-E=zo,  iAk-\-D=io,  Ç = o, 

en  faisant  Q = Ch'  -^Dk  + Eh  ^ F=F—  • 

Voici  divers  exemples  de  ces  calculs. 

Les  équ.  3x* — 3x — 2^-f-a=o,  — 3x-J-2=o 

ne  représentent  rien;  la  i”  a pour  centre  ({»{),  et  se  réduit  à 
^'’-f-3x'’ -t-|=o;  la  2'ale centre  au  point  (|,o),  et  donne 
4y*’+2x'’-f  f = o. 

L’équ.  J"*  IX'  — pj-  ^x  3 — O appartient  au  point 


L’équ.  I -l- 3r* — i2x-f-3  = o donne  A=2,  Ar=o,  puis 
I 3x'^r=g  : les  demi-axes  de  l’ellipse  sont  a=  p'3 , 6=  ^/6; 
on  prend  y4C=p{ûg.p55) , e^l’on  trace  l’ellipse  DFEO,  en  for- 
mant DC=y'3,CO^y6.  Si  les  coordonnées  étaient  obliques, 
ces  longueurs  seraient  celles  des  demi— diamètres  conjugués.. 

Pour  -f- 2X* — 7jr=o  , oh  a une  ellipse  tangente  à l’axe 
des’x,  dont  le  centre  est  sur  l’axe  des  ^au  point  (o,  i ) ; on  a 
a=  I , b=\/2. 

L’équ.  y*  — 4^’ ■+■4?’+  I2X  — 5 = 0 devient  ±i2.r', 
en  transportant  l’origine  de  en  CÇfig.  252),  AD~\,  BC-= — 2; 
on  prend  = 2 et  x'  = ±:  i , et  l’on  trace  CD  et  CE. 

Pouraj^ — 3x’  — iy^-r3x-f-i=o, lecentreestaupoint( — ^ ,t),  - 
et  l’on  a 2j'  — 3x'“= — |.  On  prendra  AB=^=BC  (Gg.  256) , 
et  l’on  décrira  l'hyperbole , dont  « = {,  è=  v/  ^ sont  les  axes 
ou  les  diamètres  conjugués,  selon  que  les  coordonnées  sont 
rectangles  ou  obliques. 

L’équ.  — 2X*  — 2j* -1-9=0  donne  y'  — 2x:’-l-8  = o, 
hyperbole  pour  laquelle  k—i,  h=z  o,  a=z,b  =2 1/2. 


(*)  Les  coordonnées  du  centre  s’obtiennent  aisément  à l’aide  du  théorème 
(5o6),  qui  apprend  à chasser  le  3*  tenue  d’un  polynôme.  Si  l’on  multiplie 
respectivement  les  équ  qui  suivent  par  h et  k , et  qu’on  ajoute , on  trouve 
dA*  -f- Cé*  = — t(Dk-f-  E/l),  qui  sert  é réduire  la  valeur  de  Q , ainsi  qu'iiu 
l’indique  plus  bas.  - ■ , 

3o.. 
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Enfin  3^"’ — 2X’4-  2*+3_^  = i,  donne  AB=.h=i'-{ù^.  aS^). 
BC=k  = — 4î  <i’où  Sj''* — 2x'’=|,  équ.  qu’il  est  aise'  de  rap* 
proche!'  de  celle  de  la  fig.  a56;  seulement  la  bourbe  estplace'e 
difFcreinment.  » ' . 

' 4^1  ■ résulte , de  cette  exposition , que  l'équ.  générale  du 

2*  degré  présente  trois  cas  : le  i"  où  m=ô,  qui  donne  une  pa- 
' ralfole  , outre  les  cas  particuliers  tf  une  droite',  de  deux  paral- 
lèles, et  de  rien;  le  2'  où  m est  négatif,  qui  donne  une  ellipse, 
outre  les  cas  particuliers  d’i/n  point  et  de  rien;  le  3*  enfin  où  m 
est  positif,  qui  cepoud  à V hyperbole,  rapportée  soit  au  1", 
soit  au  2' axe,  outre  un  cas  qui  donne  deux  droites  non  paral- 
lèles. Comme  les  sections  d’un  cône  par  un  plan  sont  précisé- 
ment une  parabole , luie  ellipse  ou  une  hyperbole  ; et  que  lors- 
que la  section  se  fait  parle  sommet^  on  a une  droite,  un  point 
ou  deux  droites  croisées:  de  nos  huit  cas  , six  sont  des  sections 
coniques  : ce  qui  fait  dire  que  toutes  les  équ.  du  second  degré 
appartiennent  aux  sections  d'un  cône  par  un  plan.  Partout  où 
un  plah  et  un  cône  existent , H ne  jieut  pas  arriver  qu’il  n’y 
ait  pas  intersection , ou  qu’on  ait  dëux  parallèles  ; d’où  l’on 
voit  que  ce  théorème  souffre  deux  exceptions. 

En  faisantoioaToir  le  plan  coupant  parallèlement  à lui-mème, 
lorsqu’il  passe  psr  le  sommet,  l’ellipse  devient  un  point,  la  pa- 
rabole une  droite,  l’hyperbole  deux  droites  croisées;  c’est  ce 
qui  a fait  considérer  le  point  comme  une  sorte  d’ellipse  dont  les 
axes  sont  nuis;  une  droit! , comuip  une  sorte  de  parabole; 
deux  droites  croLsées,  comme  une  hyperbole  (n®  4<>o)  : ces  con- 
sidérations n’intéressent  en  rien  la  théorie. 

452.  On  obtient  la  grandeur  et  la  direction  des  axes  princi- 
paux par  le  procédé  suivant.  Supposons  d’abord  que  les  axes 
soient  rectangulaires,  et  que  l’origine  soit  au  centre  ; l’équ.  de 
la  courbe  proposée  est  z ^ 

Ay^-\-Bxy-^Cx^-\-Q  = o ...  (1). 

Concevons  que  du  centre  avec  un  rayon  r,  on  ait  tracé  un 
cercle  (fig  258  bis)  ; l’équ.  estx*-f-j'’=r’  : il  y aura,  en  général, 
quatre  points  de  section;  pour  les  obtenir,  menons  par  l’ori- 
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{jiiie,  uue  droite  AK  à l’ün  de  ce*  points,  et  soit  jr=iMx  sou 
cqu.;  en  éliminant  x entre  «s  équ.  on  trouve 

{Ar-  + Ç)  M’  + Br»M+  + Ç = o (2). 

Si  le  rayon r est  donné , cette  équ.  fera  connaître  deux  valeurs 
de  M , ce  qui  prouve  qu’il  n’y  a que  deux  droites  allant  du 
centre  aîix  quatre  points  d’intersection , c.-à-d.  que  ces  points 
sont  deux  à deux  sur  un  même  diamètre.  Ces  lignes  s’obtiennent 
en  construisant  les  deux  valeurs  de  M,  qui  est  la  tangente  de 
leur  angle  d’inclinaison  sur  l’axe  des  x.  Quand  les  racines  sont 
imaginaires , le  rayon  r est  trop  grand  ou  trop  petit  pour  que 
le  cercle  rencontre  la  courbe;  et  si  les  racines  sont  égales,  les 
points  de  sections  coïncident  deux  à deux , et  le  cercle  est  tan- 
igeiit  à la  courbe.  La  tangente  commune  à l’un  et  à l'autre  en 
ce  point,  est  perpendiculaire  au  rayon  du  cercle,  propriété 
qui  ne  convient  qu’aux  axes  principaux.  Ainsi  les  valeurs  de  M 
qui  répondent  au  cas  des  racines  égales  sont  propres  à ces  axes. 
Alors  on  a (n®  i38) 

V , /*H-4(y/r»  + Q)(Cr*  + Ç)  = o 

ou  (fi’— 4/fC)r»— 4Çr’(.^4-C)  = 4(?S  - ' 

X * 

puis  , ^ Q)  = 

• ^ 

eit  extrayant  la  racine  de  l’équ.  (2)  qui  est  un  carré  ; on  en  tire 

iQM 


r’  = 


ïAM  + B' 


M’ — (3) 


en  posant,  pour  abréger,  A~^C=B*\  doncAf=«±  \/  + 

Ainsi  prenez  sur  l’axq^^a:,  = élevez  l’ordonnée  DI  — a, 
Al  sera  \/  (i  +<».’)  : du  centre  /,  tracez  le  cercle  K AK',  avec 
lo.rayon  Al , et  les  points  de  section  K,  K'  donneront  les  di- 
rections , AK'  des  axes  principaux  , puisque  les  valeurs 
de  M sont  les  tangentes  des  angles  K AD,  K'  AD.  Ces  lignes 
sont  à angle  droit,  d’après  la  construction  ; et  en  effet  le  j^o- 
dttit  des  deux  valeurs  de  M est— i (n®  iSj).  On  en  tire  eusuilQ 
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les  deux  valeurs  de  rqui  sont  les  longueurs  des  axes  : 


r^=^QX 

- y »' 

Si  B*—^AC=  m est  négatif,  le  radical  est  <^^+.C;  les  deux 
valeurs  de  r*  sont , ou  positives , et  on  a une  ellipse;  ou  néga- 
tives, et  on  n’a  rien,  ou  enfin  nulles,  Ç=o , et  on  a xmpoint  A. 
Quand  m est  positif,  on  a une  hyperbole;  les  valeurs  de  r’  sont 
de  signes  contraires  ; on  change  le — en  -f-pour  avoir  le  a*  axe. 
Cependant  lorsque  Q = o,  on  a les  deux  droites  AK,  AK'.  Ce 
calcul  n’est  plus  possible  quand  B’^—^ACzx.o, 

Soit  par  ex.  l’équ.  y*  — axy  -f-  ax’=5  a ; d’où  m = j,  etc.. 
M=\±L  AI=  y/J,  et  le  cercle  KAK'  donne  lès 

directions  AK,  AK'  des  deux  axes.  Enfin  r’cs:  3±  1/  5 sont 
les  longueurs  de  ces  axes,  rayons  des  deux  cercles  tangens  à 
l’ellipse. 

On  pourra  s’exercer  encore  au  calcul  sur  l’équation. 

y* — ^xy+  x^-\-oy  — 6j:  + i=o,  déjà  traitée  page  464'> 

Cette  méthode  s’applique  pareillement  au  cas  où  les  coor- 
données font  un  angle  y.  L’équ.  du  cercle  est  alorsj(n“  377) 

> 

J-*  4-  7.x y cos  y = r’; 

éliminant  x et  ^ à l’aide  de  î’équ.  y=Mx,  on  a ^ 

(^r’  + Ç)  M*  -I-  ( -f-  aÇ  cos  7,)  M+Cr’'  4-  Ç = o; 

pour  que  cette  équ.  soit  un  carié,  il  faut  que 

(,L  4-  9 cos  y — (Ar^  + Q)  {Cr^+ Q)  = o , 

ou(B*— 4.4C’)r^— 49r’(^4-  C—  5 cos  y ) = 4 Q’  s»n‘y  • • • (5) 

-^uis  + = ® 

i’équ.  (5)  qu’on  résout  à la  manière  du  a*  degré  donne  r’  ;on 
peut  éliminer  r'  entre  les  équ.  (5)  et‘(6).  Enfin  l’équ.  (6)  donne 
M,  et  on  peut  construire  l’équ.  j-  = Mx. 

453.  Souvent  on  a plutôt  pour  objet  de  connaître  la  nature  et 
la  forme  de  la  courbe  dont  on  a l’équ.,  que  de  la  construire  ri- 
goureusement ; le  procédé  suivant  a l’avantage  de  donner  avec 
rapidité  ces  circonstances,  et  n’a  pas,  comme  le  précédent,  l’in- 
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- cuuvéïùeiil  (l’introduire  des  irrationnelles  dans  les  cocllicieus. 

Comme  il  suit  de  ce  qui  prc'cède,  que  les  lignes  comprises 
danslVqu.  gén<:rale(a)  p.  456  sont  connues  d’avance,  il  ne  faut, 
pour  les  distinguer  entre  elles,  que  trouver  un  caractère  propre  à 
chacune  : ce  caractère  est  tire  des  limites  de  la  courbe,  qui  sont 
très  différentes  dans  les  cas  de  l’ellipse,  de  la  parabole  et  de  l’hy* 
pcrbole.  Pour  obtenir  ces  limites,  résolvons  l’équ.  (a)  par  rap- 
port dj';  nous  aurons  une  expression  de  cette  forme, 

jr=zax-j-0±.\/  (mx‘-i-nx+p) (1); 

«,  P,  m,nelp  sont  des  constantes  connues.  204.)  Clia 

que  valeur  de  x répond  à deux  points  de  la  courbe,  tant  que 
le  radical  est  réel  ; s’il  est  imaginaire,  la  courbe  n’a  aucun  point 
correspondant  à l’abscisse  dont  il  s’agit;  eiiGn,  si  le  radical  est 
nul,  on  n’a  qu’un  point  de  la  courbe.  Les  limites  sont  donc 
relatives  à l’étendue  oij  le  radical  passe  de  l’état  réel  à l’ima- 
ginaire. Comme  en  prenant  pour  x des  valeurs  suflisaminent 
grandes,  positives  ou  négatives,  le  trinôme  wx*  -}-nx  -f-p  re- 
çoit le  signe  ( i3g,  9®.  ) du  plus  grand  terme  mx^;  si  m est  né- 
gatif, pour  ces  valeurs,  le  radical  devient  imaginaire,  de  sorte 
que  la  courbe  est  alors  limitée  dans  les  deux  sens.  Elle  serait  illi- 
mitée , si  m était  positif;  enfin,  m nul  réduirait  le  radical  à 
V/(  nx-^p),  et  l’on  voitque  la  courbe  serait  limitée  seulement 
dans  un  sens,  puisque  le  signe  de  nx  change  avec  x. 

La  nature  de  nos  courbes  dépend  donc  du' signe  de  m,  ce  qui 
nous  force  encore  de  distinguer  trois  cas  dans  notre  analyse  gé- 
nérale, suivant  que  w,  ouB‘ — est  négatif,  positif  ou  nul. 

Mais,  avant  tout,  remarquons  que,  pour  construire  les  or-, 
données  PM,  PM'  (fig.  a58  et  aSg),  qui  répondent  :\  une  abs- 
c\i^AP=x',  il  faut  d’abord  porter  parallèlement  à l’axe  des_y 
(dont  la  direction  est  donnée  et  quelconque)  PN=»x' 
puis , pour  ajouter  et  soustraire  la  partie  radicale  MN^M'Nxx 
^ {mx'*-\-nx’'^p),  on  en  portera  la  valeur,  de  part  et  d’autre 
de  N,  en  M et  en  M',  et  N est  le  milieu  de  MM' . Tous  les 
joints  N qui  satisfont  à l'équ. 
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coupent  donc  les  cordes  parallèles  à en  deux  parties  égales  ; ) 

ainsi,  on  tracera  la  droite  BN,  qui  est  un  Diamètre  de  la  courbe 
(n‘>426). 

Aux  points  D et  D' d’intersection  de  jUi  courbe  avec  son  dia- 
mètre, les  équ.  (i)  et  (2)  ont  lieu  énsêmbk  ( n°  872  ),  et  ces 
points  sont  donnés  par  les  racines  de  l’équ. 

rnx’‘  -J-  nx  -i-p  ~o (3). 

• ' » 

()ii  voit  de  plus  que  les  ordonnées  ED,  E'D'  correspon- 
dantes sont  tangentes  à la  courbe,  puisque,  le  radical  étant  nul; 
la  proposée  est  le  carré  des  y — <tx  \ ainsi  les  points 

d’intersection  sont  réunis  en  un  seul , aux  points  D et  D' 

(n»  424). 

I*'  Cas.  Courbes  limitées  en  tous  sens , m négatif. 

454.  I®.  Si  les  racines  de  l’équ.  (3)  sont  réelles,  eu  les  dé- 
signant par  a et  et  prenant  AE-=a,  AE'  = b a58), 
on  aura  les  tangentes  et  les  points  d’intersection  cherchés  D,  D' : 
le  radical  de  (i)  prendra  la  forme  |/  [ — m{x — a)  (x — i)J  : il 
n’est  réel  qu’autant  que  les  facteurs  x — a,  x — b sont  de  si- 
gnes contraires,  de  sorte  que  x est  compris  entre  a et  b.  La 
courbe  ne  s’étend  donc  qu’entre  les  limites  EF,  E'F';  elle  forme 
un  contour  fermé;  c’est  une  ff/ipse. 

llemarquons  quç,  pour. obtenir  E,  E' , ou  a tiré  de  (3)  des 
racines  de  la  forinex=A±^ f\  on  a donc  porte  AK=h, 
puis  K E^=KEx=.^f.  Donc.  C est  le  milieu  du  diamètre  Z) /X , 
ou  le  centre  de  l’ellipse  (n°4^7)  • l’o**  obtiendra  le  con-  ' 

}ugué  eu  cherchant  Cordonnée  centrale  CO’ , à partir  du  dia- 
mètre, c.-à-d.  la  valeur  queprend|/(mx’'-J-nx-f'/^)lorsqu^n 
fait  x=xh.  La  courbe  étant  rapportée  à scs  dia|jfètres  conjugués, 
il  sera  facile  de  la  décrire.  d , ;é 

Par  exemple  ; — 6xy  -f-  9X’  — sj'  — 6x  -i-  f = o donne  ’ 

X=2X  — 2X*-1-^  .X  — P ; on  prend  AB=\  (fig.  268), 

et  l’eu  mène  le  diamètre  BTC,  dont  l’équ.  cst.;'  = x-l-il 
lorsque  l’angle /•..Zx  est  droit,  B N fait  avec  Ax  un  angle  de 
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45“.  En  égalant  le  radical  à zéro,  on  r x'  — | a.-  = — ^ jd’où 
•T=jd:g  : doncy^A^  = |,  AE^  = A£'=-j  donnent  le  centre  C ^ 
et  les  points  D , [/  d’intersection  de  la  courbe  avec  le  dia- 
mètre BN.  Déplus,  EF,  E'F'  sont  tangentes  et  limites,  puis- 
que le  radical  peut  être  mis  sous  la  forme  v/  [-^(•a^-t)  (a^-i)]  > 
d’où  l’on  voit  que^  n’est  réel  qu’autant  que  ar  est>^  et  <[  i . 

En  faisant  x = | sous  le  radical,  il  devient  V/  5=  CO'  ; c’est 
l’un  des  demi-diamètres-conjugués;  l’autre  est  CD  : il  estdonc 
facile  de  tracer  la  courbe  (n“  43*,  a“.)'  On  troavej'=i±^/  j 
pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée,  n®  4^- 

Pareillement  J"’  — xjr-^^x"  — x-^l  = o donne  relli|>se 
DOD'O'  (Cig.  a6i);.^/f=2,  EK=EKx=y/i,  CK=  i; 

C est  le  centre.^  = O donne  x®  — ax  -4- 1=0,  carré  de  x — i : 
donc,  si  l’on  prend  AI  = 1 , la  courbe  est  tangente  en  / à Ax-, 

00'  = 2Ù'  — [/2  : la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée 
sont  a et  o. 

Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  les  constructions,  il  faut 
surtout  avoir  égard  aux  signes;  ainsi,  pour 

4*y’  + + 8x*  -f  lax  + + I = O, 

on  a 1 ± v/(— X*— x-f  I); 

on  construit  lé  diamètre  ^Z7(fig.  a6a],  dont  l’équation  est 
j"=  — X — I ; de  X®  -t-  x = on  tire  x = — i ± i > «n 
prend  AK  = — et  KEssKQ'  —i,  ce  qui  donne  les  limites 
tangentes  ED,  ED'  de  l’ellipse  : C çn  est  le  centre,  et  l’on 
trouve  b'  =.\, 

2®.  Si  les  racines  de  l’équalion  (3)  sont  égales,  a étant  leur 
valeur,  le  radical  équivaut  à V'  — to(x  — a)®;  ainsi , ( i ) de-  , 
vient^=«x -f/3±:(x  — a)  — m ; on  ne  peut  donc  rendre 
X réel  qu’en  prenant  x = a,  d’où  j’ssia» -1-/3. 

Ainsi,  on  n’a  qu’un  point;  ses  coordonnées  sont  connues. 

Il  est  aisé  de  voir  qu’en  effet  la  proposée  équivaut  ici  à ^ 

(j"  — «X  — j8)®  -f-(x  — a)’m=±o;  et  comme  la  somme  de 
deux  quantités  positives  ne  peut  êtcuulle,  à moins  que  chacune 
ne  le  soit  en  particulier,  la  proposée^se  partage  d’ellc-mêinc  en 
deux  autres  (u*  112).  L’cqn.  — xx  + lx' — 2x-f-  i =0 
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lionne  le  point  dont  les  coordonnc'es  sont.x=i,  et 

L’équ.  X’  4*  ~ ® donne  l’origine. 

3*.  Si  les  racines  de  l’équation  (3)  sont  imaginaires , pouj 
aucune  valeür  de  x,  le  trinôme — mx -f- nx -f* />  ne  peut 
changer  de  signe  (n°  139,  9“.  );  ce  signe  demeure  toujours  le 

même  que  celui  de  son  plus  grand  terme  — mx*; 

J/  (— mx*  + nx-f-^)  étant  sans  cesse  imaginaire,  la  pro- 
posée ne  représente  rien.  En  eflèt,  cette  équ.  revient  alors  à 
(T’-“  «X — ^ )*+  (tox’  — nx*— />)  = O,  dont  les  deux  parties 
sont  positives  et  ne  peuvent  s’entre-détruire  ; par  conséquent  il 
est  absurde  de  supposer  leur  somme  = 0,  puisque  la  seconde 
ne  peut  être  rendue  nulle,  comme  on  l’a  fait  précédemment. 

C’est  ce  qui  arrive  pour  — ixjr  -f-  ar*  — ax  -J-  4 = o. 

Pour  que  m,  ou  B* — 4'^^»  soit  négatif,  il  faut  que  les  Gois 
i"‘  tenues  de  la  proposée  (3),  Bxjr-\-  Cx*  forment  une 

quantité  plus  grande  qu’un  carré  parfait.  Dans  le  i"  exemple 
ci-dessus,  page  472,  ces  termes  so^t 

3 — ixjr  -f-  3x‘)  = 3 [ — X )*  -fax’]. 

Cherchons  dans  quels  cas  l’équ.  générale  du  a’  degré  est 
celle  d’un  cercle,  les  coordonnées  étant  rectangles.  Cette  équ. 
est 

• " • ' -f  Bxjr  -f  C’X*  Djr  + Ex  F-^  O ; * 

l’équ.  ta  plus  générale  du  cercle  est  (x — «*)’-+- (j*  — &)-=r\ 
ou  • ■ * 

^’-fx’ — 2/3y  — a«x -f  »’-f  iS’ — r“  = o. 

La  j”,  dégagée  du  coefficient  A de  doit  être  comparable 
‘terme  à terme  à la  2'.  On  en  tire  d’abord  A=C,  Z?  = o : 
donc  quand  les  x et  y sont  à angle  droit,  ïéqu.  du  2*  degré 
est  celle  d’un  cercle,  lorsqu’elle  est  privée  du  terme  en  xy  et 
que  les  coejjîciens  de  x*  et  de  y’  sont  égaux.  Mais  de  plus  il 
'faut  que  D — — :iAIÎ,  E = — 11  Aa,  F — A («’ -f  /S’ — r’), 
d’où  l’on  tire  ' . ^ 

■ E , *D  £■’  4-  D’  — IlAF 

- = -U-  ^=--A’  '■’  = 45^--’ 
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ce  sont  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle,  qu’il 
est  ainsi  facile  de  construire.  Remarquez  cependant  qu’il  y a 
deux  exceptions,  savoir  quand  le  numérateur  de  la  valeur 
de  r*  est  nul  ou  nigaiif  : dans  le  i*'  cas,  on  a un poim  UMquej 
‘ dans  le  2®,  il  n’y  a pas  de  courbe. 

Ou  trouve  par  ex.  que  l’équ.  — 4t  4^  + > 

est  celle  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  |,  et  le  centre  au 
•i  point  ( I , I ). 

Lorsque  les  coordonnées  sont  obliques,  on  raisonne  de 
même  en  partant  de  l’équ.  (3)  n°  377. 

2*  Cas.  Courbes  illimitées  en  tous  sens,  ni  positif. 

Ici  -f-  -f-  Cx'  est  moindre  qu’un  carré. 

Quand  les  racines  de  V équation  (3)  sont  réelles,  a=sAE, 
b = AE'  (fig.  aSg)  donnent,  comme  ci-dessus,  les  points  D 
et  ly  d’intersection  de  la  conrbe  et  dn  diamètre  BN , et  les 

tangentes  EF,  EF"  ; puis  le  radical  prenant  le  forme 

\/  m(x  — a){x-^b),  n’est  réel  qu’alitant  que  * — a et  x — b 
sont  de  mêÿe  signe,  c.-à-d.  que  x cst]>  ou  a et  6 ; ar  ne  peut 
donc  recevoir  de  valeurs  tnue  a = AE  etb—AE',e\.\a.  Courbe  ’ 
s’étend  à l’infini  de  part  et  d’autre  des  limites  EF,  E'F';  ainsi, 
elle  est  une  hyperbole.  , , 

Pour  obtenir  le  diamètre  conjuguéde  DD',  comme  le  centre  C 
est  au  milieu  de  DD',  pn  fera  xr=eAK  = h sous  le  radical , on 
rendra  le  résultat  réel  ( n®  4^.9),  et  l’on  aura  ainsi  b'.  On  tire 
ensuite  la  position  des  asymptotes  (n°  4^)-  Nous  allons  au  reste 
donner  bientôt  (n“  4^7)  nn  moyen  plus  facile  de  déterminer  ces 
droites. 

Soit  par  ex.,jr'  — uxy  — x’  — 2y  -f-  8x  — 3=o;  on  en  tire 
‘y=:x-t-  1 :iz  \/(2x*  — 6x  + 4).  Ou  trace  d’abord  le  diamètre 
(j’  = ^ + I ) ; — 6x  -4-  4 = O donne  x = | ± ^ , 

et  le  radrcal  devient  ^ 2 (x — 1)  (x — 2^  ; on  prend  AK=.\, 
EK=r=.  on  a les  limites  Æ'f’,  E'F'  tangentes  eu  ü 

et  D'  ; et  comme  x est  > 2 ou  <[  i , on  obtient.  l’Iiyperbolc 
3/^',  (fig.  259). 
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Pour  Irouver  le  diamètre  coiijuguéde  DD\  on  fait  x=AK=-^ 
dans  ^/  (jx*  — 6x  -+■  4),  et  l’on  rend  re'el  ; on  a b'  =z  \/  ^,  En  . 
prenant  D'F  = D'Hi^V on  forme  le  parallélogramme- 
inscrit,  dont  les  diagonales  GF" , F H sont  les  asymptotes  de  ‘ 
notre  courbe. 

2°.  Lorsque  les  facteurs  de  mx*  nx  + P ^ont  imaginaires 
la  courbe  ne  coupe  pas  son  diamètre  i?A'^(fig.  a63)  : de  plus,  ’^f=> 
ce  trinôme  doit  toujours  conserver  le  meme  signe  que  -f-  mx*, 
quelque  valeur  qu’on  attribue  àx(n*  i3t),  9".);  donc  chaque  ’ 
abscisse  donne  toujours  des  ordonuées réelles,  la  courbe  s’étend 
à l’infini  de  part  et  d’autre , et  elle  est  une  hyperbole  disposée 
comme  on  le  voit  fig.  263. 

Quant  aux  diamètres  conjugués,  le  centre  est  sur  fîA'^qui  ne 
coupe  pas  la  courbe  ; or,  si  l’origine  était  au  centre,  les  abscisses 
égales  etdesigne  contraire  (n®4^5)  répondraient  à des  ordonnées  < 
égales  ; ainsi , le  radical  devrait  être  de  la  forme  V^(mx'*  -|- p j,; 
si  donc  on  veut  transporter  l’origine  au  centre,  il  faut  faire 
-T  = x'  -f-  A;  A étant  tel,  que  le  2f  terme  de  mx*  -{-nx  -\-p 
disparaisse  (n“  5o6);  A est  l’abscisse  du  centre;  on  trouve 

h — — — » la  même  valeur  que  ci-devant.  Ainsi,  on  prend 

, = A,  l’ordonnée  A'C  donne  le  centre  C : faisant  ensuite 

.r  = A dans  (mx’ -f-  nx  -{•p),  i!  devient  = DC=a'.  Pour 
obtenir  A',  il  faut  chercher  les  points  de  rencontre  de  Bîi  avec 
la  courbe;  en  prenant  la  partie  imaginaire  des  racines  de 
mx*  -f  nx  +p=o,  et  la  rendant  réelle,  on  a KO=KO'  pour  ^ 
les  abscisses  des  extrémités  E',  du  diamètre  conjugué  prises 
à partir  de  celle  du  centre. 

Comme  les  parallèles F.fî,  G/ au  diamètre  BN  sont  tangentes 
à la  courbe  en  D et  D',  les  ordonnées  O'F,  ///  déterminent 
aussi  le  parallélogramme  inscrit,  et  les  asymptotes  IF,  GH. 

Soit  par  exemple, j'*  -f-  %xy  — 7y  — x = o ; on  en  lire 
Y=  — x-f-  I ±:  v/(.T*  — • );  diamètre  BN  263  ) 

a pour  équat.  J'  = — ^ > i comme  x’  — x -J-  1 = 0 donne 

x^'-:iz  \ V^— 3,  la  courbe  ne  coupe  pas  BN-,  de  plus, 

I 
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SC*  — ï + I étant  toujours  positif,  j est  aussi  toujours  réel  ; 
ainsi,  on  a l’hyperbole  de  la  li5ure  a63. 

Pour  trouver  les  diamètres  conjugués,  on  construit 

T = i±;'  v/3,  ^K=\,  *KO='-  V/  3 = AO'  donnent  le 
centre  C,  et  le  a'  diamètre  EE'\  de  plus,  en  faisant  ar=  j dans 
Ÿ — ^+i)i  onaa'  = *-y'3. 

3®.  Si  les  racines  de  V équation  (3)  sont  égales,  le  radical 
équivaut  à mi^x — a)*,  et  l’équation  (i)  devient 


j'  = ax  + 0±.(x^a)  \/m, 
savoir  jy^x  (et±  a \/ m; 

on  a donc  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  du  diamètre 
pour  lequel  X = fl,  et  qu’il  est  aisé  de  construire,  puisqu’on  a 
leurs  equ.;  on  obtient  un  a'  point  de  chacune,  en  posant  x=o, 
d’où_^"=/8  ±;a  m;  c.-à-d.  qu’il  faut  porter  a^m  sur  l’axe 
des  jr  au-dessus  et  au-dessoijw  -du  poiot_pù  cet  axe  coupe  le 
diamètre.  Les  droites  menées  par  ces  points  et  par  le  i®',  qui 
leur  est  commun,  sont  celles  dont  il  s’agit. 

Il  est  clair  qu’eu  transposant  et  carrant,  on  a 


{y—-{ix — /3)* — m{x — a)“  = o. 

Ainsi,  la  proposée  est  décoinposable  en  deux  facteurs  rationnels 
par  rapport  à x et  jr,  et  du  premier  degré  , qu’on  peut  égaler  à • 
zéro  indépendamment  l’un  de  l’autre  : c’est  ce  fait  analytique 
<iui  explique  l’existence  de  deux  droites  dans  le  cas  présedt. 

Soit,  par  ex.,  — Sxj- -f- x’ + -f  ax  — a = o;  on 
trouve y=x  (3x*  — 6x  + 3);  or,  3x*  — 6x+3  =o 

donne  x=  i ; le  diamètre  (fig.  a64)  BN,  ( — ■)  est  donc 

coupé  en  un  seul  point  iVpour  lequel  DA  = i ; et  comme  la 
proposée  revientà^=x—^±;i  (x — i)  V^3,  on  a deux  droites. 
* = 0 donne = ~ i:  4 3 ; on  prend  BE~BE'  — 4^3, 

et  l’on  trace  les  lignes  EN,  E“N.  ^ 

Soit  proposée  l’équ.  y*  — 2xy — 3x*  — 4^*  = o;  on  en 
tire  J'  =c=  X ±;  a ^ { x*  k*  ) \ y c=x  donne  le  diamètre  lîN 
(fig.  a65)  ; et  l’on  voit  qu’il  n’est  pas  coupé  par  la  courbe,  et 
qu’on  a l’hyperbole  MO,  M'O' . Le  centre  est  en  Cj  on  prend  ' 

« 

f 
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CO=sCO'  — ift  ■,  OCy  est  le  i"  diamètre,  puis  CE  = CE^^k 
donne  le  2',  DD',  et  les  asymptotes  H F,  IG.  Â mesiiie'que  A’ dé- 
croîtra , la  courbe  se  rapprochera  du  centre  et  des  asymptotes 
qui  ne  changeront  pas  ; ^ = o do^e  ces  droites  mêmes.  Enfin, 
si  k*  prend  un  signe  contraire,  l’hyperbole  est  GD\  ID  tracée 
dans  l’autre  angle  entre  les  mêmes  asymptotes,  et  s’en  éloigne 
à mesure  que  k croit. 

456.  Quand  .<4=  O,  la  proposée  manque  du  terme  en  y*  et 
l’on  ne  peut  plus  opérer  comme  n“  4^3;  mais  si  l’on  change  t 
en  y,  et  y en  x,  ce  qui  ne  produit  qu’une  inversion  dans  les 
axes,  on  pourra  appliquer  nos  calculs;  il  suffira  donc  d’y 
changer  Cen  A,  Den  E — \AC  se  réduit  à B',  m est  po- 
sitif, et  l’on  a encore  une  hyperbole.  Au  reste , pour  discuter 
l’équ.  privée  du  terme  Ay'^,  il  est  préférable  de  la  résoudre 
par  rapport  à x,  et  d’opérer  sur  l’axe  des  x d’une  manière  ana- 
logue à ce  qu’on  a fait  pour  celui  des  y. 

Par  ex . , po  ur  l’équ.  x’  — 2X^  -f-2x  — 3 j-  + c = o (fig . 266), 
onaxrr^ — I di}/(y*-i-y — c-f  i);ladroitçZ?Z>'(j^=x-f-i) 
est  diamètre , c.-à-d.  coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  aux  x.  L’équation  y^-j-y  :=c  — i , donne . . . 

— I);  si  donc  c^j,  on  prendra  AK  = ^, 
et  l’on  aura  en  D et  D' les  points  où 
l’hyperliôle  MD,  M'D'  coupe  le  diamètre  DD' . En  faisant 
j'sïs— idans  + — c+O»  rendant  réel,  on  a 

y/  ) Cfi  donne  le  conjugué  àeDD',  et  les  asymptotes 
F' G et  FB,  dont  la  seconde  esfparallèle  aux  y. 

Si  c=| , on  a les  asymptotes  mêmes  ; et  si  c .<[|,  on  a encore 
«nehyperbole  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  elle  est  tracée 
en  HiV  et  A"  dans  les  deux  autres  angles. 

457.  Dans  l’équ.  générale  (i)  (p.  47O»  radical  affecte  la 

quantité  m ^x*  : ajoutant  et  ôtant^^,  pour  com- 

pléter le  carré  (n**  i38) , on  a 


\/  (2mx-f-M)’-j-4»»/> — n’; 
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le  radical  est  de  la  forme  V^(z’  — /);  en  le  développant  par 
rexlraction  (page  197),  on  verra,  comme n®  4 16>  qu’on  aune 
suite  de  termes  où  z zmx  •{-  n est  au  dénominateur , et  qui 
décroiatent  quand  Æ croît,  le  seul  i"  terme  excepté.  En  négli- 
geamtdonc  /,  on  a les  équ.  des  asymptotesde  notre  hyperbole 


K=«»a:  + /8:t 


(4): 


zym 

ionç,  aj}rès  avoir  résolu  la  proposée,  complétez  le  carré  sous 
le  radical  ou  vous  négligerez  les  termes  constans,  et  vous  aurez 
les  équations  des  asjrmptotes . 

Il  est  facile  de  construire  ces  équ.  ; les  droites  se  croisent  au 

point  ^ ^ centre,  etl'oo  aun  a'  point, 

en  faisant  x=so,  ce  qui  donne  les  ordonnées  à l'oà'igine 

(S±: — ^ — •:  on  portera — sur  l’axe  des  r,  en  dessus  et  en 
• 2l/m  2\/7n  •' 

dessous  du  point  de  secÂoÀ^e  cet  axe  par  le  diamètre. 

' Dans  le  i"  ex.,  p.  475,  jr  = x-h  i 6t+  4 

ajoutant  et  ôtant  | sous  le  radical , il  devient  y [2  (x  - f )’ — j]  ; 
négligeant  ‘,  on  a,  pour  équations  des  asymptotes  (fig.  aSg), 
y=x+ 1 ± (2XV— 3)  V/'.  Faisant  X nul , on  ü ouve  V&i  dt  3y  j; 
il  faut  porter  3 yi  de  Bea  i et  »'  ; Ci  et  â|uont  les  asymptotes. 

Pour  l’équ.  page  477»  ou  a^  = x±:^/ ; on  né- 
glige /t%  etil  vient,  pour  équ.  des  asymptotes,  y=5xrfc 2 x. 

La  discussion  de  l’équ.  devient  très  facile  quand  le  terme 
en  x’,  bu  en^manque;  par  ex.  Bxj--\-Cx'^-{-Dx-yEx  -|-7^=o 
donne,  en  résolvant,  effectuant  la  division,  et  désignant  par 
h,  k,  I des  coefficiens  connus,  * 


r=- 


Cx^-i-£x4-F 

Bx-yD 


Or  si  l'on  construit  la  droite  FC  (fig.  266)  dont  l’équ.  est 
Bx-yD  — o,  cette  ligne,  parallèle  aux  jr,  est  l'une  des  asymp- 

...  E 

totes  de  la  courbe  j car  plus  x décroît  vers  la  limite  — et  plus 


Digitized  by  Google 


48o  SECTIONS  CONIQUES. 

y augmente , devenant  infini  à cette  limite  ; ce  qui  montre  que 
la  courbe  s’approche  indéfiniment  de  la  droite  FC.  D’un  autre 
côté,  eft  construisant  la  droite  F*  G qui  a pour  équ.  y—hx+k, 
on  voit  que  pour  obtenir  les  points  de  la  courbe  qui  repondent 
à une  abscisse  quelconque  x,  on  a l’ordonnée  en  ajoutant  à 

celle  de  la  droite  F G la  longueur  — et  comme  plus  x 

est  grand , plus  cette  fraction  est  petite,  devenant  nulle  pour  x 
infini , il  es^  clair  que  la  courbe  s’approche  de  plus  en  plus  dq 
la  droite  F G qui  est  la  2*  asymptote. 

Lorsque  c’est  le  terme  en  a:’  qui  manque,  on  résout  l’équ. 
par  rapport  ô a:,  et  on  trouve  de  même  les  deux  asymptotes, 
dont  l’une  est  parallèle  aux  x.  Ainsi  quandViqu.  de  la  courbe 
est  privée  du  terme  en  x*  ou  en  y*,  furte  de’^ses  asymptotes  çst 
parallhle  à celui  des  axes  coordonnés  dont  le  carré  manque. 
Cette  théorie  ne  suppose  pas  que  les  coordonnées  soient  rec- 
tangulaires. 

Soit  l’équ.  X'  — 2xy  + 2x—^  + i =o,  on  a (fig.  266) 


.r==> 


X*  -f-2X  + I 

2X  ■+•  3 


4 ■ 

zx-f-  3 


l’équ.  2X^Ï-3  = O est  construite  en  prenant  et 

menant  Fil  parallè^Pt  .dy,  l’équ.  = i x + appartient  à 
la  droite  F'Gf^ce  sont  les  deux  asymptotes.  Le  reste  de  la 

construction  est  facile  (n®  42>)- 

De  même  pour  2^ -f. 3xj^  — 8y — 3x-f-i  = o,, 


X = 


2J-»— 8j--f  I 


5 

3y~3 


les  droites  GH,  FI  (fig.  263),  dont  les  équ.  sont3^— 3=o, 
ar=— Ij-4-2»  sont  les  asymptotes , la  i"  parallèle  aux  x. 

Si  l’équ.'  est  privée  à la  fois  des  deux  termes  en  x’  et  y', 
xy-^Dy+Ex-\rF=io,  on  a , 


r 


Ex  + F 
x-\-D 


DE—  F 
x4-D 


1 


t 
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ïes  (jcu't  ssyiDptotes  sont  parallèles  aux  axes,  et  out  pour  cqu. 
J"=  — ^ > T=  — D.  On  pourrait  discuter  requ.  en  transpor- 
tant l’origine  au  centre,  car  l’hyperbole  serait  alors  rapportée 
aux  asymptotes  prises  pour  axes  (n°  4a5),  l’équ.  prenant  la 
forme  = , 

3'  Cas.  Courbes  illimitées  d’un  seul  côté,  in  = o. 

458.  Lorsque  m^o,  ou  fl’  — 4-^^'=o,  les  trois  i'"  termes 
de  la  proposée,  ou  Ajr+Bxj-SfCx\  forment  un  carré  (u«  1 38): 
le  radicâl  dcTéqu.  (i)p.  4^1  seréJuità  \/[nx+p).  Aprèsavoir 
tracé  ( fig.  248  ) le  diamètre  BN  {jr  = nx  + (i) , on  trouve  son 
point  D d’intersection  avec  la  courbe  et  sa  tangente  EF,  en 
faisant  nr-|-^  = O.  Soit  a:z=:  a=  la  racine  AEAe  cette  équ., 
le  radical  devient  \/n{x  — a),  et  n’est  réel  que  quand  n et  ’ 
x—a  sont  de  même  signe;  donc  x est  >cr,  et  la  courbe  est 
située  eomxneM'DM,  lorsque  n est  positif;  si  n est  négatif,  x 
est  < a,  et  l’on  a ODM . La  courbe  qui  s’étend  à l’infini  d’un 
seul  fiyté  est  donc  une  parabole. 

On  peut  aisément  en  déduire  le  paramètre  de  ce  diamètre,  à 
l’aide  d’un  seul  point  de  la  courbe,  et  soumettre  la  courbe  à 
une  description  rigoureuse  (n®  438). 

Soit  l’équ.  + — 2jr-x-f  5 = 0;  on  c.  tire 

J^  — ï x-f-  I ± V/  (2X— 4);  on  prend  (fig.  248),  El<' 

est  limite,  AD=zi,  DEz=2;  la  courbe  est  située  comme  d/7).l7. 

Pour  jy’  XJ-  -j-  ’^x-  — 2 J-  -j-  3.r  — 3 = o,  on  obtient  le 
même  diamètre;  et  comme  le  radical  est  \/ ( — 2.t-|-  4),  ou  a 
la  courbe  OD3J'. 

Si  m et  n sont  nuis  à la  fois,  l’équ.  devieii  t y — «.r  -{-  ^/p 

positif,  ou  a deux  droites  parallèles,  qu’on  trace 
en  pdiknt  yp  en  BD  et  BD'  sur  l’axe  des  ^ (lig.  267),  de  part 
et  d autre  du  point  fl  où.  le  diamètre  BIV  rencontre  cet  axe. 

Cr  + xy  — 2j-  — 2x=  I , donne  j-=~x  + 1 ± v/3j  on 
prend  AB  = AN  = i , B N est  le  diamètre  ; puis 

BD  ^ BD'  ~ ^/2— flA’;  et  l’on  mène  DE,  D' E'  parallèles 
hBN. 

T.  1.  '■  3. 

c ■ 
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2“.  Si  P est  nul,  j-  = <tx  + J8  ; 011  u’a  qu’une  droiie  : telle 
est  l’équ.  {j'  + xy  — aj- — 2X  + i =o , représentée  par  BN 
(fig.  267). 

3®.  Si  P est  négatif,  l’imaginaire  subsiste  toujours,  et  il  n’j 
a pas  de  ligne.  Telle  est  l’équ.  (j-  + xY  — 2^  — 2*  + 2=0. 

En  un  mot , + x )*  — aj'  — 2*  + 1 = A donne 

j-=z  — X 4-  I ± \/k  ; on  prend  j4B  = AN  = i , et  l’on  trace 
5A’,  puis  BD  = D'B  — y/h.  Or,  plus  k diminue,  plus  les  pa- 
rallèles se  rapprochent  du  diamètre  BN,  avec  lequel  elles  se 
confondent  enfin  lorsque  k = o ; si  k est  négatif,  l’équ.  ne  re- 
présente plus  rien.  , 

Quelque  point  G qu’on  prenne  sur  BN  (fig.  267  ),  il  doit 
couper  au  milieu  la  partie  IM  d’une  droite  quelconque;  BN 
est  le  lieu  d’une  infinité  de  centres  (n®  4^5  ).  . 

Quand  m et  n sont  nuis  ensemble , la  proposée  revien\  à 

nx 0y — p=o.  i°.  quand /I  est  positif,  elle  est  le 

produit  de  J-  — <*x— 13+  \/p  jr  — ax  — ^ — \/p , où  x 
a même  coefficient  ; on  y .satisfait  donc  en  égalant  à zéro  l’un 
indépendamment  de  l’autre  ; 2*.  si  p est  nul,  la  proposée* est  le 
carré  de  j — ctx  — nos  deux  facteurs  sont  égaux  ; 3°.  enfin, 
si  P est  négatif,  on  veut  rendre  nulle  la  somme  de  deux  quan- 
tités positives,  dont  l’une  -f-p  ne  peut  être  zéro,  et  l’équ.  est 
absurde.  Telles  sont  les  causes  qui  expliquent  l’existence  de  nos 
trois  cas  particuliers. 

45g.  Il  résulte  de  toute  cette  analyse  que, 

I.  Si  m,  ou  B*—^AC,  est  négatif,  Ajr^  -{-Bjrx+Cx^  est  plus 
grand  qu’un  carré,  C doit  être  positif  ; la  courbe  est  fermée  ; 
elle  est  une  ellipse,  ou  un  cercle,  ou  un  point,  ou  rien. 

II.  Si  m,  ou  B^—^AC,  est  positif,  Bxjr  + Cr’  est 

moindre  qu’un  carré  ; la  courbe  est  formée  de  deux  pa^g|^  illi- 
mitées ; elle  est  une  hjperbole,  ou  deux  droites  qui  se  croisent. 
On  est  dans  ce  cas,  si  C est  négatif,  ou  s’il  manque  x»  ou 
XJ  restant.  * . * 

, III.  Sir»,  oufi’  — 4^C  = o,  Aj^  + Bxj  Cx*  est  nn 
carré  ; la  courbe  s’étend  à l’infini  d’un  seul  côté  ; elle  est  une 
parabole , une  droite,  deux  parallèles  ' ou  rien:  ([uand  xj 
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manque , avec  un  des  carrés  ou  j-’,  on  tombe  dans  ce  cas. 

460.  Ou  peut  composer  à volonté  une  équ.  du  a‘  degré,  qui 

rentre  dans  celle  qu'on  voudra  de  ces  circonstances.  Il  suffira  de 
recourir  à l’éqVi.  (i)  p.  47I)  etd’y  déterminer  arbitrairement  les 
constantes  a,  m,  . ayant  soin  de  composer  le  radical  de 
sorte  qu’H  satisfasse  aux  conditions  requises;  ainsi  m sera  né- 
gatif pour  une  elbpse,  et  mx'‘ -\-nx-\-p  = o aura  ses  racines 
réelles  : m sera  positif  pour  une  hyperbole,  et  suivant  que 
l’équ.  précédente  a ses  racines  réelles  ou  imaginaires,  cette 
courbe  coupera  ou  ne  coupera  pas  son  diamètre,  etc.  On  peut 
enfin  se  donner  des  conditions  qui  déterminent  toutes  les  cons- 
tantes »,  . . . Voici  un  ex.  de  ce  calcul. 

L’hyperbole  ponctuée  ( fig.  a65)  a l’origine  C au  centre,  le 
diamètre  BN  fait  avec  les  x un  angle  de  45®  ; CE  — i donne  ^ 
G// tangente  et  limite  de  la  courbe;  enfin,  le  diamètre  conju- 
gué est  CO  : trouver  l’éq,u.  de  ^tte  hyperbole?  Elle  est 

visiblement^=x±:V^  m (x* — i),  et  fl  resté  ft  déterminer  m. 
Mais  ,r  O donne  le  radical  imaginaire  ; et  changeant  le  — • 

en  il  faut  qu’il  soit  1/  2;  donc  \/  m=:  \/  o.,  et 

— ^xjr  — X*  = — 2 est  l’équ.  demandée. 

Si  l’on  veut  que  l’équ.  soit  celle  d’un  point,  une  ou  deux 
droites,  ou  rien,  on  peut  opérer  de  même;  mais  il  estplus  simple 
de  se  conduire  comme  il  ^t. 

L et  M étant  dé  la  forme  ^ + fx  + g,  on  a 
1®.  Pour  un  point,  = o (p.  473)  ; ' 

2®.  Pour  une  droite,  L*  = O (p.  482)  ; 

3®.  Pour  deux  droites,  LMx=.o  (p.  477)  ; et  si  l’on  veut  que 
ces  lignes  soient  parallèles,  le  rapport  des  constantes  k et  l 
doit  être  le  même  dans  L et  M (p.  48i  ) i 
4®.  Pour  que  l’équation  ne  représente  rien,  A^doil  être  un 
nombre  positif  quelconque  dans  L’  -j-  Af'  A’=  o ( p.  474)- 

461.  Après  avoir  discuté  l’éqif.  (i),  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  on  peut  se  proposer  de  la  construire  exactement, 
sans  recourir  à la  théorie  (n®  489),  mais  en  rapportant  la  courbe 
à un  système  de  diamètres.  Prenons  pour  axes  des  x'une  paral- 

^ 3i.. 


484  PROBLtMËS 

lèle  au  diamètre^  = + sans  changer  l’origine,  ni  l’axe 


des  J'.  Comme  tang.  on  a cos  (xx'): 


v/(«  +<*•) 


sin  (xx')-=  ak,  (xj/)  = 90®,  et  les  équ.  B (n*  383)  deviennent 
X = kx\  jr  = mkx'  ; la  transformée  de  ( i ) est 

y = fi  dtz  \/  ( rnk’‘x'*  -f-  nkx'  -\-p).  * 


1°.  Si  la  courbe  a un  centre,  portons-y  l’origine  ; et  l’équ. 
étant  ainsi  rapportée  à des  diamètres  conjugués,  recevra  la  forme 
(n®  fyi.’Ÿ)  (Q  -i-  Cx’)  : il  suffit  donc  de  chasser  les  termes 

/Set  nkx'.  Posons  y =y'-f-/3,  x =x" ^ ; ces  2"  termes 

Hkm. 

sont  les  x'  ety  du  centre,  et  l’on  trouve 

y^~mk‘x-=p-^. 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  proposée,  réduite  ^ ses  diamètres 
canjugués.  Rien  n’est  donc  plus  facile  que  de  construire  cette 
ligne  (n®  43 1,  2®.). 

Pour  l’équation  jr  — x i ± 1/  { — 2X’  -f-  6j:  — 4 ) > 01*  a 
«ti=i,A  = i\/2,  m=— 2. . . , et  l’on  obtient,  pour  transfor- 
mée y* y > ainsi,  après  avoir  tracé  le  diamètre  BN, 

jr  = x-\-i  (6g.  258),  porté  l’origine  au  centre  C,  comme  on 
l’a  vu  ( n®  454)1  r, estera  à décrire  une  ellipse*,  dont  les 

demi-diamètres  CO,  CD,  sont  £^ux  à 1/ 

2®.  S’il  n’y  a pas  de  centre , m = o , et  le  radical  devient 
\/(nkx'-i-p)  : chassant  les  tenues  coustans  j8  et/>,  l’origine  sera 
portée  au  point  où  la  courbe  est  coupée  par  son  diamètre;  savoir, 

y =y  x'  = x" — d’où  y^rs  nkx”.  Après  avoir  dé- 

crit le  diamètre  jr  j=mx  /8,  l’origine  serq, prise  au  point  où  il 
coupe  la  parabole;  l’axe  des  j-”  étant  parallèle  aux  j-,  et  l’axe 
des  x"  le  diamètre,  la  courbe  sera  facile  à tracer  (n®  438). 

Pour^  = |x  + t±:V/(2r  — 4),  on  a (6g.  k =\/l^ 

DN  et  DF  étant  les  axes,  on  a l’équ.  = ^x"  i qui  est 
celle  de  la  parabole  MDM'  -,  et  comme  p.  481 , on  i, 

j4E=DE=%. 
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De  la  Génération  des  Courbes. 

462. 1.  Quelle  estla  courbe  qui  résulte  de  l’intersection  conti- 
nuelle de  deu*  droites  AM,  BM  (fig.  268)  qui  tournent  autour 
de  yrf  et  fi,  et  sont  toujours  à angle  droit  en  J/?  Prenons  les 
Génératrices  dans  une  de  leurs  positions  AM,  MB  : l’origiiie 
étont  au  milieu  C de  AB,'  et  AC=zr-,  les  lignes  AM  et  MB 
qui  passent,  l’une  en  A (—r,  o),  et  l’autre  en  fi  (r,  o ),  ont 
pour  équ. 

* J^  = a(a; +r),  jr=a' (x  — r) (,),  ' ^ 

de  plus  on  a aa'  -|-  i = o (2) , 

puisque  ces  droites  sont  perpend.  : les  yaleurs  de  a et  a',  qui  ne 
satisfont  pas  à cette  condition,  répondent  ù des  droites  AN  et 

BN,  qui  ne  sont  pas  génératrices.  Si  l’on  met  — - pour  d les 

équ.  (i),  qui  sont  celles  de  toutes  les  droites  passant  en  A et  fi, 
appartiendront  à deux  génératrices,  dont  les  directions  dépen- 
dront de  la  valeur  de  a qu’on  voudra  prendre  : la  coexistence 
de  ces  équ.  fera  que  x etj  seront  les  coordonnées  CP,  PM,  du 
point  de  section  de  ces  droites.  En  éliminant  a de  ces  équations, 
X etjr  seront  donc  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de 
deuxgénératrices  quelconques,  puisqu’elles  ne  sont  distinguées 
entre  elles  que  par  a',  qui  n’y  entrera  plus. 

Ainsi,  l’élimination  de  a et  d entre  les  équ.  i et  2,  donne 


l’équ.  d^la  courbe  cherchée  : a- 


X r X — r 

gent  (?)  en  -1-  X’  =:  r*  : on  a un  cercle  dont  le  dfkmètre  est 
AB. 

II.  Si  les  deux  génératrices  AM,  MB  (fig.  26g)  étaient  as- 
sujetties âr  former  un  angle  donné  AMB,  dont  la  tangente  fût  t, 

l’équation  (2)  serait  remplacée  par  t = j aurait 
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— r’)  t = 7.rj.  En  discutant  (»n°45o)  cette  equ.,’où 
AC=  CB  = r,  on  verra  que  la  courbe  est  un  cercle  dont  le 

rayon  est  O B ==  ^ 7f-  CO  — ^ donne  le  centre  O. 

En  général,  au  lieu  de  supposer  la  courbe  décrite  parmi 
point  qui  se  meut  d’une  manière  déterminée,  on  peut  la  con- 
sidérer comme  engendrée  par  l’intersection  continuelle  de  deux 
lignes  (droites  ou  courbes)  données,  mais  variables  dans  leurs 
positions  ou  leurs  formes,  suivant  une  loi  connue.  On  prendjca 
ces  génératrices  dans  l’une  des  positions  convenables,  et  l’on 
î(ura  leurs  équ.,  telles  que  M=o,  A^=:  0 : de  plus,  le  chan- 
gement que  ces  deux  lignes  éprouvent  tient  à celui  de  deux 
constantes  qui  y entrent  ; mais  sont  assujetties,  dans  leurs  va- 
riations , à une  condition  donnée  /*  = o.  En  faisant  de  nou- 
veau le  raisonnement  ci-dessus,  on  prouvera  que,  si  rouélimiiie 
ces  deux  constantes  entre  ces  trois  équ.,  on  aura  pour  résultat 
l’équ.  de  la  courbe  engendrée. 

S’il  y avait  trois  constantes  variables,  outre  P = o,  on  de- 
vrait avoir  une  autre  équation  de  condition  Q—o\  il  faudrait 
éliminer  ces  trois  constantes  entre  les  quatre  équ.  M~o,  N=o, 
Pz=o,  Q = o.  Et  ainsi  de  suite. . . , de  manière  à avoir  tou- 
jours une  équ.  de  plus  qu’il  n’y  a de  quantités  à éliminer. 

S’il  y avait  moins  d’équ.  qu’il  n’en  faut,  l’équ.  finale  serait  en- 
core celle  de  la  courbe  cherchée;  mais  il  y aurait  un  on  plusieurs 
paramétrés  variables  : le  problème  serait  indéterminé,  et  l’on  y 
satisferait  par  une  série  de  courbes.  Lorsqu’il  y a autant  d’équ. 
que  de  constantes,  il  en  résulte  des  valeurs  de  x et en  nombre 
fini  : on  n’a  plus  que  divers  points;  et  s'il  y a plus  d’équ.  en- 
core, le  problème  est  absurde.  Tout  ceci  sera  éclairçi  par  des 
exemples.  * 

III.  Étaint  données  les  droites  DN,  Dx  (fig.  3yo)Æt  un  point 
fixe  A sur  l’une,  cherchons  la  courbe  dont  chaque  point  Méat 
tel , que  la  distance  MA  est  égale  à la  perpend.  P N sur  Dx. 
Concevonscette  courbe  comme  engendrée  par  l’interseètion  con- 
tinuelle d’une  d-roite  mobile  PN,  perpend.  à Dx,  par  un  cercle 
KL,  dont  le  centre  est  fixe  en  A ; le  rayon  et  la  droite  variant 
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d’ailleurs,  de  sorte  que  la  condition  donnée  AM=  PN  soit 
toujours  remplie. 

L’origine  étant  en  AP—fi,AD=p,  t=tang  JiDA) 

les  équ.  du  cerfcle  LK  et  de  la  droite  PN  sont 


= x = p (i). 


JL 'équation  de  la  droite  DN , qui  passe  en  D ( — p,  o),  est 
J' =<  (x -}-/>)  ; l’équation  de  condition  MA=NP  devient 
• = < (/S  4- p).  Lorsque  l’on  fait  varier  la  droite  et  le  cercle, 
i et  |8  changent  seuls",  il  faut*  donc  les  éliminer  à l’aide  des 
equ.  (i),  ce  qui  d^ne 

-f*  a:*  ( I — <*  ) — 2t‘px  — t’/i’  = 0. 


I®.  Si  t=t,  l’angle  donné  Ë'DA  =45°>  et  l’équ.  devient 
jr^=7.px  -h  p^,  qui  est  celle  d’une  parabole  E'S,  dont  l’origine 
est  au  foyer  A,  le  sommet  en  5,  ^AS  = AE  ~ p. 

2®.  Si  r 1 , l’angle  ND  A est  4^*  > * nne' ellipse  dont 

le  centre  C et  les  axes  a et  b sont  tels  , que 


/')• 


Si  DN  est  parallèle  à DA,  on  a un  cercle , ce  qui  résulte  aussi 
de  ce  que,  par  la  génération,  PN  est  constant.  » 

3®.  Eu6n,  si  t > 1,  ou  EDA,  changé  en  JD  A,  > 45®,  on  a 
une  hyperbole.  \ 

Çette  propriété  pourrait  donner  un  moyen  facile  de  tracer 
nos  trois  courbes  ; elles  touchent  toutes  la  droite  donnée  DE, 
DE , ....  en  son  point  de  section  avec  AE  (n®  424)- 

IV.  Imaginons  que  la  ligne  AB  (fig.  271  ) d’une  longueur 
donnée  se  meuve  dans  l’angle  BCA,  de  manière  que  ses  ex- 
trémités A et  B restent  toujours  sur  les  côtés  de  cet  angle  : 
trouver  la  courbe  décrite  par  on  point  M donné  sur  cette  ligne  <• 
ABl  Soient  b = AM,  a — MB,  AC,  CB  les  axes  coordonnes 
quelconques,  et  c le  cosinus  de  l’angle  A CB  qu'ils  forment  entre 
eux; la  courbe  peut  être  considérée  comme  produite  par  la  .sec- 
tion continuelle  des  deux  droites  mobiles  AB , PM,  dout  les 
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tqu.  soiil  -f- /8,  .r-=y;  <l’où  PM—my-^-^,  CP  =y. 

Il  s’agit  de  trouver  l’équ.  de  condition  entre  »,  fi  et  y.  Or,  le 
triangle  PMB  donne  {D,  n”  355),  en  faisant  PR  = z, 
a'z=z^  PM‘  — %cz.PM\  d'ailleurs  les  parallèles  AC,  PM 
donnent  bz  = a'^  CP  : donc  on  a 

bz-=ay,  a'  = z' {<ty-\-^y  — zcz(ay+fi.) 

Il  reste  à éliminer  z,  »,  $ el  y.  Mettons pour  »y  + nous 
aurons  bz—ax,  a^—z'-\-j'  — o-cyz-,  enfin,  chassant  z, 
a^b*  = b^j'^  -l-  a*a-’  — -xabcxy  esl  l’équ.  dêmandée,  qui  appar- 
tient à une  ellipse  (n“  454)  dont  C est  le  centre. 

Lorsque  l’angle  ACR  est  droit,  tout  le  calcul  se  simplifie 
beaucoup:  on  a l’équ.  b'y"‘ a'x"' — a'b^  qui  e.st  celle  de 
l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  ia,  ib.  11  en  ré- 
sulte un  nouveau  moyen  très  facile  de  tracer  une  ellipse.  Après 
avoir  décrit  deux  lignes  indéfinies  Cy,  Cx,  à angle  droit,  on 
portera,  sur  une  règle  M' R,  des  parties  égales  aux  demi-axçs 
AM  = b,  RM=a,  puis  on  présentera  cette  règle  sur  l’angle 
droit  yCx,  de  inartière  que  les  points  A et  R soient  sur  les 
côtés  de  cet  angle.  Dans  cette  position,  et  toutes  celles  de  même 
nature,  le  point  Æf  sera  l’un  de  ceux  de  l’ellipse;  on  marquera 
ces  divérs  points,  et  l’on  tracera  la  courbe  qui  les  joint. 

Si  le  point  décrivant  est  situé  en  M'  sur  le  prolongement  de 
AR,  la  même  analyse  conduit  au  meme  résultat,  au  signe  près 
du  terme — labcxy.  k\as\,  en  freuAnt  RM’ =x  a, , AM' — h, 

A R est  la  différence  des  demi-axes,  au  lieu  d’en  être  la  somme, 
et  la  construction  demeure  la  même. 

V.  Si,  du  foyer  /^'  d’une  ellipse  (fig.  288),  on  abaisse  une  per- 
pendic.  sur  chaque  tangente,  quelle  est  la  courbe  qui  passe  par 
tous  les  points  I de  rencontre  de  ces  tangentes  et  de  leurs  per- 
pendiculaires? a'yy'  -f~  b’xx'=a^b‘  est  l’équ.  de  la  tangente  au 
r point  (x',  y')  (u°  ^06).  La  droite,  qui  passe  par  le  foyer 
( — a,  o),  a pour  équ.  y=-^  (ar-f-a);  pour  qu’elle  soit  perp.  I 
à la  tangente,  il  faut  (n'Syo)  que  S satisfasse  à l’équation 
b*x'^  — a‘y'  = o : les  équ.  des  génératrices  sont  donc 

a'yy'  -j-  b'xx'  = a' b' , b'x'y  = a'y  (x  -{-  »).  , 
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Lorsque  le  point  de  tangence  varie,  ces  ligues  ciiangent  de 
position  avec  x'  et  y'  ; l’e'qu.  de  condition  est  celle  qui  exprime 
que  ce  point  est  sur  l’ellipse,  -|- i’x'' = Il  reste  à 
éliminer  x'  et  y'  entre  nos  trois  équ-.  On  tire  des  i''**  x'  et  y' , 
et  l’on  substitue  dans  la  3‘  ; on  trouve 

b'y'  -H  a’  (x  + ee)»  = [j-»  -f-  X (x  + •)  ]\ 

En  (développant,  on  a 

y*  + J"’  [ (*■  +'•)  — *’]+  (■3^  + •)’  (x*— a*)  = O ; 

or,  — =«’  — a®  ( n“  386  ) : le  second  terme  devient  donc 

y^  [(x  + a)“  + X*  — a*  ] ; de  sorte  qu’en  réunissant  les  termes 
affectés  de  x*  — a*,  on  a 

iOr'  + X®  — a*)  {y^  + (x  4-  a)’  ] =0. 

Le  second  facteur  est  visiblement  étranger  à la  question  , puis- 
qu’il donne  le  foyer  ; l’autré  donne  le  cercle  circonscrit  à • 

V ellipse  ; c’est  la  courbe  cherchée. 

1°.  b n’entrant  pas  ici,  le  cercle  inscrit  dans  l’hyperbole  ré- 
sout la  question  proposée  pour  cette  courbe  (n°  897  ). 

2“.  Ce  cercle  est  comndun  à toutes  les  ellipses  décrites  sur  le 
grand  axe,  et  même  au  cercle  qui  se  reproduit  ainsi  lui-même. 

3®.  Comme_y“  -f-x®  =a®  est  indépendant  de  «,  on  trouve  le  * 
même  cercle  en  opérant  sur  l’un  et  l’autre  foyer. 

VI  • Pour  résoudre  le  même  problème  pour  la  parabole 
( fig.  234  ) , on  verra  aisément  qu’il  faut  éliminer  x ely  entre 

yy  P {x-\-x),  py  = —y’{x  — \p) , /®  = ^px  . 

11  vient  o = ( — 2x;^  -J-ax® — px)  {p  — 2x),  ou  en  réduisant, 

X [,4y*4*  = Le  2'  facteur  donne  le  foyer;  U 

faut  le  supprimer  : le  1",  x=  o,  donne  l’axe  des  y ; c’est  le  lieu 
des  pieds  des  perpend.  ( f,,  6g.  234,  p.  426).  - 

VII.  La  parabole  NAK  ( 6g.  272)  étant  donnée,  trouver  le 
lieu  de  tous  les  points  M,  tels  qu’en  menant  les  deux  tangentes 
NM  et.  KM,  l’angle  qu’elle  formeront  soit'toujours  égal  à un 
angle  donné  M. 
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Les  tang.  à la  parabole  aux  points  (x“,  j-"),  ont 

pour  équ.  ( n®  4o4  ) fig.  272 , 

jf  =P  {X  + x'),  jrjr"z=p 

L’angle  KMN,  que  forment  entre  elles  ces  droites  (n®  370), 

P (y’  — 1 ^ * 

a pour  tang,  t=^—, — j— — Lorsqu’on  change  les  points  K et  N 
3^  3^  P 

de  contact,  cet  angle  doit  rester  le  même  ; t est  constant  ; mais 
x',  y,  x” , y,  varient  ; il  faut  les  éliminer,  et  l’on  a' pour  cela,  ^ 
outre  les  trois  équations  précédentes,  = ^ 

x'  et  x"  tirées  de  celles-ci,  changent  les  deux  premières  en 

y*  — + 2/>x  = 0,  — 2^y'4-2/>x  = o. 


Ainsi,  des  deux  racines  de  la  i'*  de  ces  équ.,  l’une  est  y,  et 

y'*  Y* 

l’autre  r"  : doncyy  = apx,  d’où  t =- — — — : de  plus. . . . 

^ 2X  + />  , 

y —jr  ± \/  (y  — 2px)  donney  — y = 2 fois  le  radical  ; ain.si , 
l’équ.  cherchée  est 

jr‘  — t*x*  — px  (2  + /‘)  — j Pp'  = o. 

c’est  celle  d’une  hyperbole  ; et  comme  i n’entre  t^u’au  carré, 
l’une  des  branches  est  décrite  par  le  âipmmet  M’  de  l’angle  ob- 
tus K'M'N,  et  l’autre  par  celui  M de  son  supplément  NMK. 
On  m>uvera  aisément  le  centre  C et  les  axes  de  la  courbe.  < 

Si  l’angle  donné  M était  droit,  ou  t=  00,  on  aurait  (n”  3q8) 
2x  -f* p^o  ; en  sorte  que  si  de  chaque  point  de  la  directrice 
on  mène  deux  tangentes  à la  parabole,  elles  font  toujours  entre 
elles  un  angle  droit. 

YIll.  11  arrive  souvent  que  l’équ.  même  de  la  courbe  est  don- 
née, ou  presque  exprimée  dans  sa  définition,  plutôt  que  par  sa 
génération  : ceci  mérite  à peine  de  nous  arrêter.  £p  voici  un 
exemple  : Quelle  est  la  courbe  dont  chaque  ordonnée  est  la 
moyenne  proportionnelle  entre  celles  d^deux  droites  don- 
. nées,  correspondant  à la  même  abscisse?  11  est  clair  que 
jr  = €ix-\-  b^j  — dx  + b'  étant  les  équ.  çles  droites  données, 
celle  de  la  courbe  est 


y = (ax-|-ô)  (n'x-f-ô'),  ou  y' — adx’’ — x(pb-{- ab')z=bb\ 


\ 


\ 
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i“.  Si  l’ime  des  droites  eal  parallèle  aux  x,  a'  = o donne 
j^z=aô'x-i-bl>',  qui  appartient  à une  parabole  qu’on  dé-  ^ 
crira  aisément.  Quand  a = o,  jr‘‘z=:bb  donne  deux  droites 
parallèles,  une  droite  ou  rien,  suivant  les  grandeurs  et  les  signes 
de  A et  A'.  Lorsqu’on  fait  abstraction  du  signe  des  ordonnées  des 
droites,  outre  notre  parabole,  on  en  a encore  une  deuxième 
égale  et  opposée , et  qui  a même  sommet. 

2°.  Si  a et  a'  sont  de  signes  contraires,  on  a une  ellipse  ; 
lorsque  aa'  = — i , les  lignes  données  sont  pcrpend.,  et  l'on  a 
' un  cercle  ( on  a aussi  un  point , ou  rien). 

3“.  Enfin,  si  a et  a'  sont  de  même  signe,  on  a une  hyper- 
bole : quand  a=a',  l’une  des  asymptotes  est  parallèle  aux 
droites  données,  d’oùl’on  peut  conclure  l’autre  (n“  4^o  et  45'j)- 
On  peut  aussi  avoir  deux  droites  qui  se  croisent. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  en  faisant  abstraction  des  signes 
des  ordonnées,  on  a à la  fois  l’ellipse  et  l’hyperbole  décrites 
sur  les  mêmes  axes,  comme  fig.  247- 

On  pourrait  varier  beaucoup  ces  problèmes.  M.  Puissant  en 
a mis  plusieurs  dans  son  Recueil  de  diverses  propositions  de 
Géométrie.  En  voici  quelques  autres  : 

IX.  Deux  angles  de  45»,  BAC,  (fig.  272)  étant  donnés  , 
de  position,  les  faire  tourner  autour  de  leurs  sommets  fixes  A ' 
et  Z?,  de  sorte  que  deux  côtés  AB,  BD  se  coupent  toujours  sur 
BE  parallèle  à AD.  Quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  C 
d’intersection  des  deux  autres  côtés  AC,  DCl 

On  peut  prendre  les  angles  mobiles  quelconques,  ainsi  que 
la  droite  BE. 

X.  Soit  un  point  Af  (fig.  274)  tel,  que  ses  distances  AM, 
BM,  à deux  points  fixes  A cX  B , soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donnéj  quelle  est  la  courbe  doi.t  tous  les  points  joui.s- 
sent  de  cette  propriété? 

En  quel  lieu  de  cette  courbe  il/ sera-t-elle  tangente?  Com- 
ment déterminer  le  point  M,  tels  que  les  distances  MA,  MB , 
MD  à trois  points  fixes  A,  B et  D aient  entre  elles  des  rapports 
connus  ? » 
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XI.  Un  cercle  et  une  droite  ^nt  donnés,  troBvec  le  lieu 

de  tous  les  centres  des  cercles  ta^ens  à l’un  et  à l’autre.  ; 

Le  même  problème  pour  deux  cercles  donnés.  ' ' 

XII.  Les  côtés  d’un  angle  droit  glissent  sur  une  ellipse  ou 
une  hyperbole,  à laquelle  ils  demeurent  sans  cesse  tangens; 
quelle  est  la  courbe,  décrite  par  le  sommet  ( hg.  aya  ) ? 

On  peut  prendre  aussi  l’angle  quelconque , comme  au  pro- 
blème VIL  . ' 

XIII.  Deux  droites  AF,  CD  ( fig.  220  ) tournent  autour  des  * 

extrémités  et  de  la  base  d’un  triangle  donné  ABC-,  trouver 

le  lieu  BE  de  tôus  leurs  points  G d’intersection,  eu  suppo- 
sant que  D tt  F sont,  dans  leur  mouvement,  à la  même  dis- 
tance de  la  base  ( Voy.  u®  876,  VIII.  ) ^ • 

Problèmes  qui  passent  le  second  degré. 

463.  Nous  avons  construit,  page  35o,  les  racines  des  équ. 
du  a*  degré.  L’exemple  suivant  montre  ce  qu’il  faut  faire  lors- 
qu’on est  conduit  par  la  résolution  d’un  problème  déterminé 
à upe  équ.  où  l’inconnue  est  élevée  au-delà  du  a®  degré.  Soit 

art  — pqx'-  -1- p'rx  ■+•  p'm}  = o. 

Si  l’on  fait  ar*  = pj,  on  a — qy  ~\-rx-\-m'  = o -,\ai.  -propo- 
sée provenant  de  l’élimination  dej'  entre  celles-ci,  si  l’on 
construit  les  sections  coniques  qui  s’y  rapportent,  les  abscisses 
des  joints  d’intersection  seront  les  racines  cherchées  : ce  sont 
ici  deux  paraboles.  La  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles, 
quand  les  deux  courbes  se  couperont  en  quatre  points  : il  n’y 
aura  que’deux  points  d’intersection  s’il  n'y  a que  deux  racines 
réelles  : elles  seront  toutes  quatre  imaginaires,  s’il  n’y  a aucun 
point  conamun  entre  les  courbes.  Au  cas  qu’il  y eût  quelques 
racines  égales,  les  deux  courbes  se  toucheraient,  etc. 

Mais  comme  l’une  des  deux  courbes  est  arbitraire,  il  convient  • 
toujours  de  préférer  le  cercle  comme  plus  aisé  à décrire.  Après 
avoir  tracé  les  deux  axes  rectangulaires  Ax,  Ay  ( fig.  276  ),  on 
décrira  l’hyperbole  xy=pm  entre  scs  asymptotes  ; éliminant 
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pm,  la  proposée  devient  l’équ.  d’un  cercle  facile  à décrire, 

Prenez  JlC  = du  centre  C,  avec  le  rayon 

tracez  un  cercle  ; l’hyperbole  sera  coupée  en  des  points  M,  M\ 
N,  N",  dont  les  abscisses  AP,  AP',  AQ,  AQ',  seront  les  4 ra- 
cines X cherchées  -,  deux  sont  positives  dans  la  fig.,  les  deux 
autres  négatives.  Il  pourrait  n’y  avoir  aucun  point  d’inter- 
section, ou  seulement  deux. 

De  même,  pour  x* — p'‘x*-{-p’qx-t-p¥=zo,  on  prendra 
x‘=pjr-,  d’oùj-’ — pjr  + qx-{-pr=o-,  ajoutant  x* — pjr=o, 
il  vient 

j-’‘  + x^  — 7.pjr^qx+pr  = o,  x'~pj, 
équ.  d’un  cercle  et  d’une  parabole  faciles  à décrire. 

Pour  x^±a*x — a^q  = o,  multipliez  par  x ; faites  jc’  ; 
d’où  J*’  rt  aj'  — qx~o\  ajoutez  la  précédente,  il  vient 

y-‘-^x'  = qx,  ou  y'  ■ifX''  = -iaj  -^qx, 

suivant  que  la  proposée  contient -f- a*  ou — a*.  On  construit  le 
cercle  que  cette  équ.  représente;  les  abscisses  des  points  com- 
muns avec  la  parabole j x'  — ay,  sont  les  racines  cherchées; 
x=o  répond  à la  racine  introduite. 

Pour  — Za*x  = ia^,  le  même  calcul  donne 
y^ -{-x^  = ^ay-\--xax. 

Soit  décrite  la  parabole  MA  ( fig.  276)  dont  le  paramètre  est  a, 
et  le  cercle  CAM,  dont  le  centre  est  C {a,  2a  ),  et  le  rayon 
AC=à^5\  lé  point  Md’intersection  a pour  abscisse  x = y4P; 
c’est  la  seule  racine  re'elle. 

On  peut,  par  cette  construction,  obtenir  la  valeur  de  \/a. 
Étant  données  deux  droites  a çt  b,  trouver  entre  elles  deux 
moyennes  proportionnelles  x et  fr  u \ x \ y \ b.  Puisque 
x”  — • ay,  y'  = bx,  en  construisant  deux  paraboles,  dont  a el  b 
soient  les  paramètres,  qui  aient  l’origine  pour  sommet  coin 
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inun  y et  dont  les  axes  respectifs  soient  ceux  des  j*  et  des  a:  -,  on 
aura , pour  abscisse  x et  l’ordonnée  jr  de  leur  point  commun, 
les  lignes  demandées. 

Mais  les  constructions  sont  plus  simples  en  employant  le 
cercle  au  lieu  de  l’une  des  deux  paraboles.  Ajoutons  nos  équ., 
il  vientj:*  + j"' — ajr  — iar=o,  et  l’on  retombe  sur  la  fig.276, 
où  BC  = î U,  ^B  = \à. 

Lorsque  b = ia,  on  a = 2a’  ; ce  qui  résout  le  célèbre 
problème  de  la  duplication  du  cube.  Si  l’on  faitù=—  a, 


comme  on  a x’  = — : on  peut  donc  aussi  former  un  cube  x’, 

qui  soit  à un  cube  donné  m n. 

En  général , ces  constructions  peuvent  être  variées  de  bien 
des  manières;  car,  puisqu’elles  dépendent  de  deux  courbes  dont 
on  a les  équ.,  en  multipliant  ces  équ.  par  des  indéterminées  et 
les  ajoutant;  on  obtient  différentes  courbes  propres  à la  réso- 
lution du  problème. 

464.  Aureste,  ilpeutarriverqu’une  question  proposée  comme 
déterminée  ne  le  soit  pas  {vojr.  n“  876,  Il  ),  ou  même  qu’on 
puisse  en  faciliter  la  solution , lorsqu’elle  est  déterminée  , en  la 
faisant  dépendre  d’une  autre  question  qui  ne  le  soit  pas.  L’ana- 
lyse indique  d’elle-mème  ces  modifications  ; c’est  ce  qui  va  être 
éclairci  par  les  questions  suivantes. 

I.  Étant  données  deux  points  A ol  B (fig.  277),  trouver  un 
3*  point  M,  tel,  qu’en  menant  AM  et  MB,  l’angle  M AB  soit 
la  moitié  de  MBA.  Faisons  AB  = m\  les  équ.  de  AM,  MB 
sont  jr=  ax,  jr=  — a!  (x  — m),  l’origine  étant  en  A : or, 
a et  a'  sont  des  tang.  d’angles  doubles  l’un  de  l’autre  ; donc. . . 

- (L,  359).  Éliminons  a et  a'  entre  ces  trois  équ., 


2a 


I — a 


et  faisons  abstraction  de  = o , ' qui  n’apprend  rien  ; i\  vient 


jr^  — 3x’-(-2OTx  = o. 

On  voit  que  lif  question  est  indéterminée , et  qu’on  y satisfait 
en  prenant  pour  A/ chaque  point  de  l’hyperbole  que  nous  allons 


% 
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conslruirç.  Faisons  AC  = CD  = AB  \ C sera  le  centre, 

A et  O les  sommets  ; les  asymptotes  CG , CH,  font  avec  un 
angle  égal  aux  deux  tiers  d’un  droit,  {/3  en  étant  la  tangente 
( 11®  35a);  cette  courbe  MD  sera  celle  dont  il  s’agit. 

Si  l’on  veut  partager  un  arc  de  cercle  ou  unangle^^5, 
en  trois  parties  égales,  on  prendra  le  tiers  AC  àe  sa  corde  AB-, 
construisant  l’hyperbole  ci-dessus,  l’intersection  avec  l’arc 
donnera  (n“ata)  le  tiers  EB  de  l’arc,  ouïe  tiers  EKBA^  l’angle. 

Pour  résoudre  le  problème  de  là  trisection  de  l'angle,  nous 
l’avons  d’abord  présenté  sous  une  forme  indéterminée,  et  même 
plus  générale , puisque  nous  aurions  pu  de  meme  trouver  le 
point  d’un  arc  d’ellipse  AEB , ou  de  toute  autre  courbe , qui 
remplit  une  condition  analogue. 

II.  Mener  vme  àvoiio  DD' , jr=ax-\- b {ïi^.  278),  de  manière 
que  la  somme  des  perpend.  MD,  M'D' , abaissées  de  deux  points 
donnés  M et  M' , soit  égale  à une  longueur  connue  = m.  Il  s’a- 
git de  détermiuer  a et  b par  la  condition  MD  -f-  M'D'  = m. 

La  distance  du  point  M {xf , jr')  à cette  ligne  ( u°  874)  est 
ttx'  — V-f-i  , . 

■ ^ 1 j"â^*  fR'Sonuant  de  meme  pour  M (x  , j-  ),  on  a 

(ar'—y  + b)  y'4-ô)=  w i/(t-f-a’) (i). 

Cette  équ.  ne  pouvant  faire  connaître  que  u ou&,  le  problème 
est  indéterminé  : si  l’on  met  — ax  pour  b dans  (i),  on  a 

J’  — îCy  + J'')  -û  [^  — i + )']+%'»  \/  (.  i + a’);  ■ 

c’est  l’équ.  de  la  droite  cherchée.  Transportons  l’origine  au  ini- 
lieq  de  MM',  en  Cl^Ça/  -fx"),  \ ( jr'  + x")],  on  a 


X = ax-y\m\/{i  + a^) (2). 

La  direction  de  la  droite  est  restée  arbitraire  ; seulement  on 
voit'que  lorsqu’on  a choisi  a à volonté,  l’ordonnée  à l’origine 
est^  m l/(t-t-a*);  ainsi  (n®  374)  la  distance  FC={  m,  ce 
qui  fournit  cette  construction.  Du  centre  C des  moyennes  dis- 
tances aux  axes , on  décrira  un  cercle  avec  le  rayon  { m : toute 
tangente  à ce  cercle  satisfera  seule  à la  condition  exigée.  C’est 
ce  que  rend  évidente  la  propriété  connue  du  trapèze  MDiyM' 
(n®  219,  4®.). 
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Si  l’ou  eut  donne'  trois  points,  il  aurait  sufli  d’ajouter 
ajT — b au  i"  membre  de  (i)  ; en  général  pour  n points, 

il  faudrait  remplacer  m dans  (2)  par  Donc  la  somme  des 

perpendiculaires  menées  de  n points  sur  la  droite  Dry  est=m,  ' 
quand  DD'  est  tangent  au  cercle  FC  décrit  du  centre  des 
moyennes  distances  avec  un  rayon  /^C  = la  n'  partie  de  m. 

III.  Etant  données  deux  droites  AP,  AD{&^.  279),  cher- 
chons un  point  M,  tel  que  les  perpend.  MP, MD  soient  entre 
/elles  dans  un  rapport  donné  =:n:  m.  Prenons  AP  pour  axe 
des  X,  A pour  origine;  AP  xf , PM—y-,  enfin  jr  z=  ax 


pour  l’équ.  dey<fD.Laperp.(n“374)Æ/0= 
condition  ; d’où 

y‘ 


y —ax  mj 


anx 


n — »w\/(  I 


Donc,  tous  les  points  d’une  droite  AM  passant  en  A,  satisfont 
à la  question.  Prenons  des  parties  AC=xm,  AB=n  sur  les  . 
perpend.  aux  droites  données,  et  menons  des  parallèles  DM , 
CM,  à ces  droites  ; M sera  run  des  points  de  la  ligne  cherchée, 

> puisqu’il  satisfait  à la  condition  : cette  ligne  est  donc  AM. 

Si  l’on  voulait  obtenir  sur  la  courbe  MN  les  points  M et  N, 
qui  jouissent  de  la  propriété  assignée  , il  faudrait  construire  la 
droite  AM,  et  prendre  ses  points  d’intersection  MetiV avec  la 
. courbe. 

Le  point  M pourra  être  situé  au  - dessous  de  AD  ; albrs 
4- fl’)  ayant  un  signe  contraire,  il  faudra  prendre  AC'—m 
en  sens  opposé  àe  AC,  et  la  section  de  BM xveo.  Cl. 

IV.  D’un  point  K (fig.  280)  menons  deux  tang.  KM,  KN  k 
l’ellipse  donnée  CMN,  ét  la  corde  MN  qui  joint  les  poiuts.de 
contact.  Si  l’on  fait  parcourir  au  point  K une  droite  quel- 
conque AB  donnée,  les  points  M,  i\’ varieront  ainsi  que  MN-, 
on  demande  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  intersections  successives 
lie  ces  cordes  MN. 

Menons,  parlecentre  C , C/>  parallèle  à AB,et  CA  diamètre 
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t-onjuguc  de  Cj-  ; pqpnons  ces  lignes  pour  axes.  En  partant  de 
l’equ.  de  la  tang.  à l’ellipse,  et  exprimant  qu’elle  passe  par  un 
point  donné  K (»,  fi),  on  & prouvé  (4 13)  qu’il  y a deux  tang., 
et  que  la  corde  MN,  qui  joint  les  points  de  contact,  a pour 
équ.  a'fijr  + b''ax  = a'b^.‘S\  l’on  place  le  point  K on  B , l’équ. 
de  la  nouvelle  corde  rw;i  sera  la  inêinc  en  changeant  ^ en  /S'.  Le 
point  de  section  de  ces  cordes  se  trouve  en  élimiuaiit  a:  et  jr 
entre  leurs  équations.  En  les  retranchant,  il  vienta’_y(/8-HS')=o, 
ouj^z=  O.  11  est  donc  prouvé  que  le  point  de  section  est  sur 
l’axe  des  x,  et  cela,  quels  que  soient /3,/8';  d’où  résulte  que  toutes 
ces  cordes  se  coupent  en  un  seul  point.  La  même  propriété  a 
Ueu  pour  l’hyperbole  et  la  parabole  {voj.  n"*  407,  4*3). 

Les  principes  exposés  précédemment  suffisent  quelquefois 
pour  discuter  les  équ.  de  degrés  supérieurs  en  xet  jr.  Par  ex. 

jr' — + (a  — b)x^-^abx  =0, 

' jr  x{x — a)[x-^b)-, 

la  courbe  (fig.  288)  est  symétrique  des  deux  côtés  de  l’axe 
des  J-,  qu’elle  coupe  aux  trois  points  A,  C et  .fi,  pour  lesquels 
xz=o,  a oi  — ô.  On  ne  peut  prendre x positife^a;  mais x peut 
croître  indéfiniment  au-delà  ; ainsi  la  courbe  s’ouvre  à l’infin  \ 
et  ne  s’étend  pas  entre  A et  C.  Dans  le  sens  desx  négatifs,  elle 
forme  une  feuille  entre  A ot  B,  oX.no  dépasse  pas  B. 

ê h = o,  jr=.±x  \/{x-\-b),  l’espace y/C  est  nul,  et  la  dou- 
tranclie  infinie  a son  point  C soudé  en  A.  Si  ô=o, . . . 
j—±xŸ{^ — «)»  la  feuille  AB  se  réduità  un  point  isolé 
de  la  branche  infinie  CÆ/.  • 9 

Soit  encore  l’équ.  r’ — xV’  = i,  d’où  r = ± î 

a:=  ± ; la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux 

X et  aux  y,  et  si  l’on  plie  la  fig.  selon  l’un  ou  l’autre  de  ces 
axes,  les  parties  coïncident;  X estent,  et  coininexs  ±1  donne 
^*=00,  deux  parallèles  aux  menées  des  deux  côtés  de  cét  axe 
à la  distance  i , sont  asymptotes  de  la  courbe  qui  est  entièrement 
renfermée  entre  elles.  Enfin  x*C.  — i ; ainsi  la  courbe  est  com-; 
Tl.  3a  * 
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posée  de  deux  branches  infinies  et  opposas,  séparées  par  un 
intervalle,  comme  dans  la  fig.  263,  excepté  qu’elles  sont  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  aux^,  et  dt  i . 

Enfin  l’équ.  — a:/'*-f-x=o, 

équivantà  '■  — 0(^*  — ar)=o, 

en  éjijalaut  chaque  facteur  séparément  i zéro,  on  trouve  que  Ta 
courbe  est  formée  du  système  d’un  cercle  5CP(fig;  233)  dont  le 
rayoç  est  i et  le  centre  à l’origine  C ; et  d’une  parabole  MAHi'. 
Les  dioscs  ie  passent  ici  comme  n°  460,  3“. 

De  quelques  autres  Courbes. 

466.  Lorsqu’on  donne  divers  points  F,G,MyZ. . .(fig.  21 1), 
il  y a une  infinité  de  courbes  qui  les  unissent  ; cependant,  parmi 
celles  qu’on  peut  choisir,  il  en  est  une  qu’on  préfère , comme 
étant  plus  simple  que  les  autres  ; c’est  celle  dont  l’équation  est 
jr=.A-\-  Bx-\-  Cx'-^  eic.,  etqu’onnomme  Parabole,  par  ana- 
logie avec  la  courbe  que  nous  connaissons  sous  ce  nom.  Après 
avoir  tracé  deux  axes  Ax,  Ajr,  et  marqué  les  coordonnées 
AD,  DF,  AC,  CG. . . . des  points  connus,  on  comprendra  dans 
l’équ.  autant  de  termes  qu’il  y a de  ces  points,  et  il  s’agira  d’en 
déterminer  les  coefficiens  A,  B par  les  conditions  don- 

nées, savoir,  que  i®.  x ■=  AD  = a àonne jr—DF=. a -,  d’où 
a-=A^B»-\-C»^-\-. . , .;  2“.  de  même  x = ^,  donne 

b—A-\- et  ainsi  des  autres  points. 

dra  ensuite  éliminer  les  inconnues  A,B,C. . afin  d’en^i- 
tenir  les  valeurs.  ^ • * * 

Le  calcul  peut  être  présenté  d’une  manière  simple  et  géné- 
rale; car,  puisque  x =«  doit  donner^  = a,  la  valeur  de  j 
est  de  la  forme  à<îjr-=iAa-\-  I\,  A cl  K élantcomposésde  ma- 
nière que  x=<»  rende  A—i\  et  /<=^o  : ainsi  (11®  5oo), 
K={x — *)  K' . De  plus,  quand  x=fi,  on  ajr=b-,  donc  on 
a en  général  üù-f-L,  L étant  = (a:  — ^)  L';,  de  sorte 
que, ‘'pour  allier  ces  deux  conditions,  . 

■a)  {x—^)  M', 


y = J A' a + ^ m + (t- 


fi  — a 


<1 


V» 

V . 
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t 

jf  et étant  = i,. lorsqu’on  fait  respectivement  x=«,  ou  = /8. 
En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  que 


.cqu.  ou 


j — Aa  + Cc+ etc., 

— jfl)  (-g— >) 

— (-  — >)  (•'— <f)- 


'r’ 


" if  r>)  " 

- - ■ (;g_«)  (0->)  (0-/)...  ’ 

en  preuant  pour  chaque  coefficient  une  fraction  ayant  autant 
de  facteurs  .moins  i,  qu’il  y a de  points  donnés.  - 

On  obtientainsil’équ.  approchée  d’une  courbe  donnée, 'lîhais 
tracée  au  hasard;  il  suffit  d’y  distinguer  uu  nombre  suffisait  div 
points,  pris  surtout  aux  lieux  où  la  courbe  oifre  des  sinuosités 
marquées,  et  d’en  mesurer  les  coordonnées  a,  a,  by. . . 

On  pourra  ainsi  trouver,  entre  des  points  isolés  F,G,M,Z.., 
d’autres  points  assujettis  à la  mèinc''lôi;  et  de  même,  entre 
plusieurs  quantités  liées  par  de  certains  rapports,  obtenir  une 
loi  qui  puisse  servir  à faire  connaître,  par  approximation,  quel- 
que circonstance  intermédiaire.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
méthode  de  V Interjwlalion,  dont  l’application  est  si  fréquente, 
aux  phénomènes  naturels.  {T  or.  687  et  9.^7.) 

' ItfS  mêmes  raisouneiucus  servent  à faire  passer  unè'  courbe 
dg  nature  connue"  por  une  série  de  points  donnée  : t’équ.  de 
celte  courbe  doit  alors  renfermer  autant  de  constantes  arbi- 
traires qu’il  y a de  ces  points,  sans  c[uoi  l^prôblème  serait 
' absurde  ou  indéterminé.  Ainsi  l’équ.  la  plus  géhéraledu  cercle 
étant  (t" — / )’-4-(x  — /j)“=r',  on  ne  peut  qxiger  que  celte 
courbe  passe  par  plus  de  trois  points  connus 
et  l’on  aurait,  pour  détermiaer  les  constantes  k,  A et  r,  le 
conditions 

(a_A)*-f.(«_A)*  = r% 

* . (A-Ar  + (/S-A)’=r% 

^^^k)f+{y-hy  = r\ 

Si  le  rayof^élait  connu , oia  uè  pouvait  plus  se  donner  que 


deux  points,* et «insi  de  suite. 

•-  ? 


• ; 
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En  général  ou  peut  faire  passer  une  section  conique  par 
cinq  points , puisqu’il  y a cinq  arbitraires  dans  l’équ.  générale 
du  a'  degré,  dégagée  du  coefficient  du  i"  terme.  , - V' 

467.  Quelle  est  la  courbe  QE  ffig.  281)  engendrée  pac  î: 
l’intersection  continuelle  de  la  ligne  BM,  qui  tourne  autour  de 
B,  et  d’un  cercle  jWÆQ,  dont  le  rentre  C glisse  le  long  àe  A 
de  manière  qu^cc  centre  soit  toujours  s\xv BMI  Prenons  Axel 
BD  pour  axes.  Soieul  AC=»,  AB  b , CM=.AD^a,  1^ 
équ.  du  cercle,  et  de  la  droite  BM  qui  passe  en  B (o,  — 

C (a,  o),  sont  \ 


ébminant  K,  il  vient  x^jr'‘=(A‘ — (j'  + by. 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  proposée,  que  Nlcomède  a 
nommée  Conchoïde.  Il  suit  de  sa  génération  qu’elle  est  formée 
de  deux  branches,  Tutoe  au-dessus , l’autre  en-dessous  de  A±, 
étendues  à l’inbni,  et  dont^Si^x  est  l’asymptote  ; que  la  plus 
grande  largeur  est  en  DD'^  lorsque  la  drbite  mobile  BM  est 
perpend.  à Ax.  Si  AB  e^t<^a,  alors  il  y a en  D' un  nœud;  ce 
nœud  s’évanouit,  et  ne  laisse  qu’un  point  de  rebroussement,. 

'lorsque  fl.  (^qr- fig- 282.) 

468'.’bê  cercle  AFB  (fig.  283)  et  sa  tan|j,  BD  sont  fiscs-,  la 
droite  AD  tourne  en  A,  et  AM  est  toujours  pris  = ; quelle 

est  la  courbé  des  points  M7  Elle  résulte:  de  la  section  conti- 
nuelle de  2*  cercle,  dont  le 'centre  est  en^A,  et 

dont  le  rayon  ^ variable  est  sans  cesse  = Fü.  Les  équ.  de  nos 
deux  cercles,  l’origine  étant  en  A,  sont  x’  -j- 


• tliminant  RelA,k  l’a*  Je  de  ar*  -f-  J'  ~Ax,  on  a 


(x  — = aj-=b(x—m); 


l’éiiu.  cherchée 


./* 


V 
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H rcsulie  de  cette  équ.  que,  x ne  peut  être  > aa,  ni  iiéf.a- 
tif  : ainsi  la  courbe  est  renfermée  entre  Ajt  *t  DD  ; a“.  elle  est 
symétrique  de  part  et  d’autre  de  AD  ; 3®.  elle  passe  par  l’ori- 
gine A (où  elle  a un  rebroussement)  ; 4®.  x=a  donnej^=:ta: 
les  points  U et  If,  où  la  courbe  coupe  la  circonf.  directrice, 
^rtagent  celle-ci  en  ses  quatre  quadrans;  5®.  ar  = aa  donne 
50  est  asymptote.  Cette  courbe  est  nommée  Cissotde 
de  Dioclhs. 


469.  La  courbe  05M  (fig 284),  dontles  abscisses  ••• 

sont  les  logarithmes  des  ordonnées  correspondantes  EF  ,MP ... 
es\.nommée Logarithmique :soa  équ.  estx  = logj',  ouj‘=a*, 
a étant  la  base  (n®  i45).  Il  est  facile  devoir  que,  1®.  lacourbo 
n’a  qu’une  seule  branche,'  qui  est  infinie  à droite  et  à gauche; 
2®.  l’ordonnée  AD  à l’origine  est=:  i ; 3“.  soit  AE  = i = AD, 
on  a EF=:ass  la  base  ; 4®*  u est  i , la  partie  DM  de  la 
courbe  qui  est  dans  la  région  des  x positifs , s’écarte  sans  cesse 
de  Ax  (le  contraire  a lieu  lorsque  a < 0 • l’autre  partie  FO 
s’approche  de  yfÇ;  est  l’asymptote.  5®.  Si  l’on  prend  des 
abscisses  successives  en  progression  par  différence,  les  ordonnée^ 
correspondantes  formeront  une  progression  par  quotient. 

Les  différentes  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées 
entre  elles  par  la  base  a. 

V 

470.  Formons  la  courbe  des  sinus  (fig.  289)  s l’équation  est 
y^Œxsin  X,  Chaque  abscisse  x est  le  développement  d’un  arc  de 
cercleront  l’ordonnée  y' est  le  sinus,  le  rayon  étant  r.  Si  l’arc 
est  O,  xr,  ittr,..,  le  sinus  est  nul  x à partir  de  l’origine  et  de 
part  et  d’autre,  on  prend  AD  = DCx=.  AD'  = . . . =wr,  les 
■çoiaXs  A ,D , B' ,C ,C . .>.  sont  ceux  où  la  courbe  coupe  l’axe  ' 
des  X.  L’arc  croissant  depuis  zéro  jusqu’à  4 xr=iAE,  le  sinus 
croit  aussi  jusqu’à  EF=r\  mais  x continuant  de  croître,  jr 
diminue;  la  portion  AFD  de  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à FË.  Lorsque  x passe  AD^vr,  le  sinus  devient  négatif; 
et  comme  il  reprend  les  mêmes  valeurs,  on  a une  autre  partie 
de  courbe  DDC  égale  à la  première.  Le  couryse  continue  ainsi 
a l’infini.  Ces  courbes  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  rayon  r. 


■* 


n 


O 


5o2  analyse  CÉOMÉTRIQÜE. 

. 4?  ‘ point  M (fig.  a8,5)  se  meut  le  long  de  CM,  ea  même 
temps  que  CM  tourne  eu  C;'quandcc  rayon  mobile  e'tait  cou- 
che sur  CA,  Métaiten  A ; et  l’on  exige  que  AC  soit  toujours 
à AP,  comme  le  quadrans  ac  est  à l’arc  décrit  ab.  On  demande 
quelle  est  la  courbe  AMDB  décrite  par  Al  Elle  est  produite 
par  l’intersection  continuelle  du  rayon  CM  et  de  PMperpend.^ 
à CA.  C étant  l’origine,  soient  AC-=a,  ab=i,  CP=m,  les 
équ.  de  CM  et  PM  sont^  =x  tang  i,x  = u.  Mais  la  condition 

• AC  ac  , a . ... 

imposée  —tt:  — donne =□  -r-  ; éliminons  tt  et  S,  il  vient 

^ AP  ab  a — « 0 ’ 


tangj^-:-^ 


],o«r  = 


* cot(^— \ 


\aa/ 


Il  est  aisé  de  voir,  i°.  que  la  courbe  est  symétrique  de  partet 
d’autre  de  Cy\i!‘.  que  a rend  négatif  ; 3“.  que  ±x=aa 
doune  les  asymptotes  QIV,  Q'N'  ; x = o donne  j^  = o X oo*, 
expression  singulière  de  l’ordonnée  CD,  et  dont  nous  recher- 
cherons plus  tard  la  valeur  (n“  ’]5&).  D&ostrale,  inventeur  de 
pette  courbe,  lui  a donné  le  nom  de'  i^adratrice,  à cause.de 
l’alilité  qu’il  lui  supposait  pour  la  quadrature  du  cercle. 

472.  Si  un  cercle  GM  (fig.  290  ) roule  sur  une  droite  AR, 
le  point  M,  qui  originairement  était  en  contact  en  A,  aura  ' 
décrit  l’arc  AM  ; et  le  nouveau  point  de  tangence  avec  AB 
sera  en  D,  de  sorte  que  AD  sera  le  développement  de  l’arc  de 
cercle  MD.  En  continuant  le  mouvement  du  cercle,  le  point  M 
tracera  la  courbe  AMF  B,  qu’on  nomme  Cjcloide,  Roulelte  ou 
l'rochoïde. 

* ^ •yf 

Après  une  révolution  complète,  le  point  M se  retrouvera  au 
contact  en  B,  qui  sera  un  point  de  la  courbe,  ‘AB  étant  la  cir-  ' 
conférence  du  cercle  générateur  : en  E,  milieu  de  AB,  le  dia- 
mètre FE=2r  de  ce  cercle , est  la  plus  grande  ordonnée  ; la 
courbe  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  l’axe  FK.  La  cy- 
cloïde  continue  son  cours  k l’infini,  en  formant  en  A,B . . . des 
rebroussemens.  « # 
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QUADRATRICE,  CYCLOÏDK.  5o3 

■ Prenons  l’origine  en  A,  AP  — x,  PM=jr  ; comme 

AP — AD  — PD,  on  &x=zMD  — z,  en  faisant /*i5=z;‘z  est 
Tordonnée  QM  du  cercle  CM,  l’abscisse  y étant  DQ-,  d’où 
z*=^ry — y'.  Or,  MD  est  un  arc  f[td,  dans  I«  cercle  dont  le 
rayon  est  r,  a z pour  sinus  ; ce  qu’on  exprime  ainsi  : 

^ ifcfZ)=arc  (sin=:z)  ; 

donc  ou  a a:  = arc  (sin  = z)  — z 

ou  z=sin  (x-}-z)  ; z’  = ar7- — y'‘. 

Si  l’origine  est  en  F,  FS=x,  SM=y,  FK  — u,  on  a 
FS—AE—AP=zAE—iAD  — PD) 

= demi-ci rc.  F/iÊ — aL\cMD-\-MQ  = FK  + KN, 
ou  x=arc  (sin  = z)  -}-z,  z = sin(  x — z),  ou  x=w-f-siù  m. 

Les  travaux  de  PenUat,  Descartes,  Robeival,  Pascal,  Iluy- 
ghens. . . .,  ont  rendu  cette  courbe  célèbre;  elle  jouit  de  pro- 
priétés géométriques  et  mécaniques  très  singulières,  mais  ce 
n’est  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper.  P',  le  second  vol. 

Si  l’on  eût  cherché  la  courbe  décrite  par  un  point  du  plan 
circulaire  différent  de  ceux  de  la  circonférence,  on  aurait  eu 
^nne  autre  espèce  de  cycloïde.  On  aurait  aussi  pu  donner  au 
cercle  mobjle  un  mouvement  de  translation  dans  l’un  ou  l’au- 
tre sens,  outre  celui  dont  nous  venons  de  parler,  ce  qui  aurait 
allongé  ou  accourci  la  cycloïde.  Enfin  onauraitpu  faire  rouler 
la  circonférence  sur  une  aulre  courbe  : on 'aurait  eu  ce  qu’on 
nomme  les  Epicycloïdes . Mais  nous  ne  pouvons  qu’indiquer 
ces  objets.  * , 

473.  On  nomme  SpiraU  une  courbe  qui  est  coupée  en  une 
infinité  de  points  par  toute  ligue  passant  par  un  point  fixe  ou 
pôle.  Les  spirales  forment  un  genre  de  courbes  dont  la  géné- 
ration.nécessite,  pour  ainsi  dire,  les  coordonnées  polaires. 
Telle  esj:  celle  de  Conon,  qui  porte  le  nom  de  Spirale  d’Archi- 
mhde,  parce  que  ce  célèbre  géomètre  en  a le  premier  reconnu 
les  propriétés.  La  droite  Al  (fig.  286)  tourne  autour  de  A, 
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5o4  ANALYSt:  GÉOMÉTRIQUE, 

pcudant  qu’un  point  mobile  M )>lisse  le  loii{'  de  AI.  Cher- 
chons i’équ.  de  la  courbe  AMNC,  qu’il  trace,  eu  supposant 
que  AI  est  placé  eu  AC,  quand  le  mobile  est  eu  A ; qu’après 
une  révolution»,  lorsque  AI  se  retrouve  en  AC,  le  mobile  M 
est  eu  C\  qu'enfin  les  espaces  AM=r  parcourt  sont  pro- 
portionnels aux  angles  IAC=i  que  décrit  AI. 

La  valeur  angulaire  a»-  devant  répondre  à AC=a,  on  a 

lirght 

— = = - ; donc  , 2«T=  at 

a AM  r 

est  l’équ.  cherchée.  courbe  passe  en  A,  en  C. . .;les  révo- 
lutions successives  de  donnent  t = =4*’)  =•  • • ; ‘i’où 

r=  a,  =20. . . .,  de  sorte  que,  chaque  fois,  le  rayon  vecteur 
augmente  de  a.  Comme,  pour  un  nombre  quelconque  k de 
révolutions,  l’équ. 

ai  . . ai 

r=  — devient  r=ak  4-  — , 

2T  27T 

il  étant  un  entier  quelconque,  tous  les  rayons  vecteurs  s’ac- 
croissent aussi  «le  a, 

4y4.  Soient  menées  les  perpend.  AC,  CD  (fig.  287),  et 
décrit  du  centre  C dos  area , tels  que  PM,  égaux  en  longueur 
à une  ligne  donnée  CD=a  -,  les  extrémités  M de  ces  arcs  dé- 
terminent une  courbe  IV^f,  dont  on  trouve  aisément  l’équ.;  car 

on  a ^ or,  PM=a,  Ch=i  ; donc  rB=a.  L’analogie  de 

gh  ral 

cette  équ.  avec  xjr~m'‘  a fait  donner  à cette  courbe  le  nom  de 
Spirale  hyperbolique  : on  voit  d’ailleurs  que  parallèle  kAC, 

est  asymptote.  Puisque  f = ^ "’^st  nul  que  quand  « = 00  ; 

et  comme  8 = 2ir,  =4'v donnent  des  valeurs  de  r de  plus 

en  plus  petites,  la  courbe  fait  autour  du  pèle  des  circonvolu- 
tions j et  n’y  parvient  qu’après  une  in&nité  de  tours. 

On  a donné  de  même  le  nom  de  Spirale  logarithmique  à la 

courbe  dont  l’équ.  est  <=log ou  r = a . ? croissant,  r tcîr 
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SPIRALE.  • 

aussi,  et  le  cours  de  la  spirale  s’étend  à l’infini  ; mais  fl  étant 
négatif  et  croissant,  r décroît,  de  sorte  que  ce  n’est  qVaprès 
, UD  nombre  infiiii  de  tours  que  la  courbe  atteint  le  pôle.  Elle 
^participe,  comme  on  voit,  des  deux  précédentes. 

Spirale  parabolique  n pour  éq\i.'r=adci/  (pt)  de 
c sor.t^  que  r-o  est  moyenne  proportionnelle  entre  net  fl’s  on 
recoti^itra  aisément  là  forme  de  cette  courbe. 


Ft»  DU  PREMIER  VOLUME. 
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